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ALLE  BBOHTE,  EINSCHLIESSLICH  DES  ÜBBBSETZÜNG8BECHTS,  VOBBEHALTEN. 


Vorrede. 

Der  zweite  Band  der  projektiven  Geometrie  der  Ebene,  der  das  ternäre 
Gebiet  umfassen  soll,  ist  von  mir  in  zwei  Teile  zerlegt  worden.  Der  vor- 
liegende erste  Teil  enthält  die  linearen  Abbildungen  in  der  Ebene,  die 
Kollineation  und  Reziprozität,  und  in  besonders  ausführlicher  Darlegung 
das  Polarsystem.  Im  Anschluß  an  dieses  werden  die  schon  im  ersten  Bande 
auf  Grund  ihrer  projektiven  Erzeugung,  das  heißt  vom  binären  Standpunkte 
aus,  behandelten  Kurven  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  mit  Rücksicht 
auf  ihre  temären  Beziehungen  von  neuem  untersucht  und  auch  die  Eigen- 
schaften der  Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnittscharen  entwickelt. 

Die  Darstellung  weicht  ebenso  wie  im  ersten  Bande  sehr  stark  von 
dem  sonst  Üblichen  ab,  in  so  fem  ich  zur  Ableitung  der  geometrischen 
Sätze  die  Punktrechnung  verwendet  habe,  deren  Form elent Wickelung  sich 
dem  Stoffe  aufs  Engste  anschmiegt.  Dabei  konnte  ich  für  die  Behandlung 
gewisser  Abstufungen  der  projektiven  Geometrie  direkt  diejenige  Form  der 
Punktrechnung  zu  Grunde  legen,  die  ihr  von  meinem  Vater  in  seiner 
Ausdehnungslehre  verliehen  ist,  während  ich  für  andere  Teilgebiete  der 
projektiven  Geometrie  den  entsprechenden  Kalkül  erst  zurechtzumachen 
hatte.  Das  gilt  zum  Beispiel  von  dem  kombinatorischen  Produkte  linearer 
Abbildungen  in  der  Ebene,  zu  dessen  Begriff  zwar  gewisse  Ansätze  vor- 
lagen, dessen  Ausgestaltung  im  Einzelnen  aber  noch  zu  vollziehen  blieb. 
Als  Wegweiser  diente  mir  hierzu  wenigstens  in  einer  Richtung  meine 
schon  im  ersten  Bande  bei  der  Behandlung  des  Binären  gegebene  Er- 
klärung des  kombinatorischen  Produktes  zweier  Projektivitäten  derselben 
Geraden,  während  die  Fragestellung  des  Temären,  entsprechend  der  größeren 
Mannigfaltigkeit  seines  Gebietes,  nach  anderen  Seiten  hin  besondere  Ziele 
hervortreten  ließ,  die  für  den  Ausbau  des  Begriffs  jener  kombinatorischen 
Produkte  weitere  Anhaltspunkte  boten. 

Zu  den  neu  eingeführten  Bildungen  der  Punktrechnung  zähle  ich  femer 
gewisse  in  der  Theorie  der  Polarsysteme  auftretende  planimetrische  Pro- 
dukte, welche  die  Polare  eines  Punktes  oder  den  Pol  einer  Geraden  hin- 
sichtlich eines  Polarsystems  als  Faktor  enthalten.  Sie  bilden  einen  Ersatz 
für  die  sonst  benutzten  geränderten  Determinanten  und  zeichnen  sich  vor 
diesen  durch  die  Einfachheit  ihrer  rechnerischen  Handliabung  aus. 


IV  Vorrede. 

Es  läßt  sich  erwarten,  daß  eine  solche  andere  Art  der  Darstellung 
manche  Seiten  der  projektiven  Geometrie  in  neuer  Beleuchtung  erscheinen 
lassen  wird.  Einen  Fortschritt  erblicke  ich  unter  anderem  in  meiner  Ent- 
wickelung  der  Dreieckskoordinaten,  die  durch  ihre  Anschaulichkeit  den 
Zugang  zur  projektiven  Geometrie  wesentlich  erleichtert.  Für  beachtens- 
wert halte  ich  femer  die  Folgerungen,  die  ich  aus  der  Doppelpunkts- 
gleichung einer  Kollineation  gezogen  habe,  sowie  die  Ableitung  der  ver- 
schiedenen Arten  der  Kollineation;  ebenso  die  geometrische  Deutung  der 
Gleichungen  Q,-j  =  a^^  zwischen  den  Ableitzahlen  eines  Polarsystems.  Neue 
Gesichtspunkte  findet  man  auch  bei  der  Behandlung  der  entartenden  KoUi- 
neationen  und  Polarsysteme,  bei  den  Kriterien  für  die  verschiedenen  Arten 
der  Kegelschnittbüschel  und  Kegelschnittscharen,  bei  der  Darstellung  der 
harmonischen  Kurven  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  und  bei  der 
Einführung  der  Polkegelschnitte  und  Polarkegelschnitte. 

Nicht  gering  möchte  ich  endlich  den  Einfluß  veranschlagen,  den  die 
Verwendung  der  Punktrechnung  auf  die  Gliederung  des  Stoffes  der  pro- 
jektiven Geometrie  ausgeübt  hat.  Führt  man  nämlich,  wie  es  sich  schon 
aus  didaktischen  Gründen  empfiehlt,  ein  neues  rechnerisches  Hülfsmittel 
der  Punktrechnung,  zum  Beispiel  eine  neue  Größenart  oder  eine  neue  Ver- 
knüpfung, immer  erst  dann  ein,  wenn  der  Kreis  der  geometrischen  Folge- 
rungen erschöpft  ist,  die  man  bereits  mit  den  bis  dahin  entwickelten  Be- 
griffen allein  ziehen  kann,  so  ergibt  sich  ungezwungen  neben  den  großen 
Abstufungen  der  projektiven  Geometrie,  deren  gesonderte  Behandlung 
F.  Klein  in  seinem  Erlanger  Programm  aus  gruppentheoretischen  Gesichts- 
punkten gefordert  hat,  eine  noch  weiter  gehende  Einteilung  in  Sonder- 
gebiete und  damit  eine  noch  schärfere  Abgrenzung  der  Fluchten  und  Stock- 
werke, aus  denen  sich  der  stolze  Bau  der  projektiven  Geometrie  zu- 
sammensetzt. 

Eine  Folge  der  Anordnung  des  Stoffes  nach  den  in  der  Punktrech- 
nung auftretenden  Größenarten  und  Verknüpfungen  war  es,  daß  alles,  was 
mit  dem  Kreispunktpaar  zusammenhängt,  auf  den  zweiten  Teil  dieses 
Bandes  verwiesen  werden  mußte.  Außerdem  wird  er  die  Theorie  der  Apo- 
larität  und  eine  ausführliche  Behandlung  der  Kemkurven  einer  Reziprozität 
enthalten. 

Auch  diesmal  habe  ich  wieder  meinem  Freunde  H.  Wiener  und 
meinem  Bruder  Max  für  die  vielfachen  sachlichen  Anregungen  und  didak- 
tischen Ratschläge  zu  danken,  durch  die  sie  mich  bei  der  Abfassung  des 
Buches  gefördert  haben. 

Stettin,  den  4.  Oktober  1912. 

Hermann  Graßmaun. 
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Vierter  Ilauptteil. 
Das  Dreieckskoordinateusystem  nebst  Anwendungen. 

Abschnitt  25. 
Die  Dreieckskoordinaten  eines  Punktes  und  eines  Statoes. 

Das  Fundamentaldreieck.  Wir  benutzen  als  „Grundpunkte",  aus 
denen  alle  Punkte  der  Ebene  numerisch  abgeleitet  werden  sollen,  drei 
nicht  in  einer  geraden  Linie  enthaltene,  sonst  aber  beliebig  gelegene 
vielfache  Punkte  e^,  e^,  e^,  deren  Massen  wir  als  reell  voraussetzen  und 
mit  nii,  nig,  OTj  bezeichnen  wollen,  und  nennen  das  durch  sie  bestimmte 
Dreieck  das  Fundamentaldreieck.  Sind  dann  f^,  f^,  f^  die  mit  den  drei 
Punkten  e^,  e^,  e^  zusammenfallenden  einfachen  Punkte,  so  bestehen  die 
Gleichungen 
(1)  e^  =  nti/;,     62  =  ^iUj     h  =  "13/3- 

Dabei  möge  über  die  Massen  der  drei  Grundpunkte  in  der  Weise 
verfügt  werden,  daß  ein  der  Lage  nach  beliebig  gewählter  vierter  Punkt 
e,  der  aber  nicht  mit 
zwei  Grundpunkten  in 
dieselbe  gerade  Linie 
fällt,  sicli  gerade  als 
Summe  der  drei  Grund- 
punkte darstellt,  das 
heißt,  die  Ableitzahlen 
1,  1,  1  erhält^)  (vgl. 
Fig.  1).  Dieser  Punkt 
möge  der  Einheits- 
punkt der  Ebene  hei- 
ßen. Für  ihn  wird 
also 


(2) 
(3) 


e  =■  gj  +  Cg  -f  «3     oder  wegen  (1) 


1)  Vgl.  Möbius,  Der  barycentrische  Calcul,  Leipzig  1827,  §  235 flF.    Gesammelte 
Werke,  Bd.  I. 

Grafiraann:  Projektive  Geometrie  d.  Ebene.    IL  1 


2  Die  Dreieckskoordinaten  eines  Punktes  und  eines  Stabes. 

Bezeichnet  man  femer  noch  die  Masse  des  Einheitspunktes  mit  tn' 
und  den  mit  ihm  zusammenfallenden  einfachen  Punkt  mit  /",  so  wird 
außerdem 

(4)  e  =  my, 

und  die  Gleichung  (3)  verwandelt  sich  in 

(5)  tnY=  nti/;  +  m/g  +  mg/;, 

woraus  (nach  S.  2  des  ersten  Bandes)  für  die  Masse  m'  des  Einheits- 
punktes der  Wert  folgt 

(6)  m'  =  mi +tn2  +  mg. 

Um  die  Massen  der  drei  Gmndpunkte  entsprechend  der  Gleichung  (5) 
zu  bestimmen,  multipliziere  man  diese  Gleichung  der  Reihe  nach  plani- 
metrisch  mit  den  Produkten  [f^f^,  [fzf\\,  [/lAl-  So  erhält  man  die 
Gleichungen 

(7)  rcC\ff,f,-\==m,\f,fM,    vx'\fM,-\  =  m,\fJM,    m'[ffj,]  =  m,[f//,l 
aus  denen  für  die  drei  gesuchten  Massen  m^,  ntg,  nig  die  Werte  folgen 

Durch  diese  Gleichungen  sind  die  Massen  der  drei  Grundpunkte  bis  auf 
einen  Proportionalitätsfaktor  m',  der  die  Masse  des  Einheitspunktes  dar- 
stellt, eindeutig  bestimmt. 

Will  man  endlich  noch  die  Willkürlichkeit  dieses  Proportionalitäts- 
faktors aufheben,  so  unterwerfe  man  noch  die  drei  vielfachen  Punkte  e^, 
e^,  «3  der  Bedingung,  daß  ihr  planimetrisches  Produkt  =  1  sein  solle, 
daß  also 

(9)  [«1^363]  =  1 

sei.     Diese  Bedingung  läßt  sich  wegen   (1)   auch  in  der  Form  schreiben 

(10)  rn,m,m,[fJ,Q  ^  1- 

und  setzt  man  in  diese  Gleichung  für  m^,  Ittg,  ntg  ihre  Werte  aus  (8) 
ein,  so  erhält  man  für  den  Proportionalitätsfaktor  m',  das  heißt  für  die 
Masse  des  Einheitspunktes,  die  Darstellung 

3, 


(11)  m'  =  ]A 


[nftf.y 


Aus  den  Formeln  (8)  und  (11)  folgert  man  dann: 
Ist  das  Produkt  [fif^fs]  positiv,   stimmt   also   der  Sinn  des  Blattes 
[/lA/s]   ™i*   ^^^  Sinne   der   Blatteinheit   überein    (vgl.  S.  26    des    ersten 
Bandes),  und  liegt  zuerst  der  Einheitspunkt  e  innerhalb  des  Fundamental- 
dreiecks, so  sind  die  drei  Nennerprodukte  von  (11)  positiv,  also  ist  auch 


Abschnitt  25,  Gleichung  (4)  bis  (11). 


m'  positiv,  und  es  sind  somit  nach  (8)  auch  alle  drei  Massen  nii,  m^,  m^ 
positiv. 

Liegt  ferner  der  Einheitspunkt  e  in  einem  von  den  drei  „Vierecks- 
räumen" ^),  in  die  man  gelangt,  wenn  man  vom  Innern  des  Fundamental- 
dreiecks ausgehend  eine  Seite  des  Dreiecks  überschreitet,  etwa  in  dem 
an  der  Seite  f^f^  liegenden  Vierecksraum,  so  ist  von  den  drei  Nenner- 
produkten in  (11)  das  dieser 
Seite  entsprechende  Pro- 
dukt [ffsfs]  negativ,  wäh- 
rend die  beiden  andern 
Produkte  positiv  bleiben. 
Es  wird  daher  auch  m' 
negativ,  und  somit  nach 
(8)  nti  positiv,  ntg  und  m^ 
negativ. 

Liegt  endlich  e  in 
einem  der  drei  „Dreiecks- 
räume", welche  von  den 
Scheitelräumen  des  Funda- 
mentaldreiecks gebildet 
werden,  etwa  in  dem 
Räume,  in  den  man  ge- 
langt, wenn  man  von  dem 
Innern  des  Dreiecks  aus- 
gehend die  Ecke  f^  über- 
schreitet, so  sind  von  den 
drei  Nennerprodukten  in 
(11)  die  beiden  Produkte, 
welche  dieseEcke  enthalten, 
nämlich  die  Produkte  [ff^fi] 
und  [ffifi]  negativ;  das 
andere  Produkt  hinffegen 
bleibt  positiv.    Die  Masse        .— 

XtC  des  Einheitspunktes  ist+i —  /  —  -I--1-  \^ 

dann  also  positiv,  und  es  ^ig- 3:  [/iA/,]  =  - 

wird  nach   (8)  ebenso   wie  in  dem  gegenüberliegenden  Vierecksraume  nti 

positiv,  m^  und  nig  negativ  (vgl.  Fig.  2)^). 

1)  Man   kann   nämlich   die   unendlich   ferne   Gerade  als   die  vierte  Seite   eines 
solchen  Raumes  auffassen. 

2)  Vergleiche  hierzu:   E.  W.  Hyde,  The   Directional  Calculus,   based  upon  the 
methoda  of  Hermann  Graßmann,  Boston  1890,  Seite  164. 

1* 
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Ist  das  Produkt  [fif^fs]  negativ,  weicht  also  der  Sinn  des  Blattes 
[/i/2/3]  ^^^  ^^^  Sinne  der  Blatteinheit  ab,  so  sind  sämtliclie  Vorzeichen 
umgekehrt  (vgl.  Fig.  3). 

In  den  beiden  Figuren  2  und  3  sind  für  die  beiden  Hauptfälle 

die  Vorzeichen  der  vier  Größen 

m', 

in  die  sieben  Räume  eingetragen,  in  denen  der  Einheitspunkt  liegen  kann. 
Um  die  analytische  Bedeutung  der  Gleichung  (9)   deutlicher  hervor- 
treten zu  lassen,  setze  man  noch 

(12)  [e^ezl-E,,    [6^6,]=- E^,    [e,e,']  =  E,. 

Dann  zeigt  sich  zwischen  den  Größen  e^  und  E^  eine  vollkommene  Dua- 
lität.    Zunächst  wird  wegen  (9) 

(13)  MJ  =  [M]  =  1,     *  =  1,  2,  3; 
andererseits  wird  wegen  der  Gleichungen  (41)  des  zweiten  Abschnitts 

(14)  [e,E,]  =  [E,e,]  =  0,     i,  Ä;  =  1,  2,  3,     i  +  Ä. 

Ferner  folgen  aus  der  Formel  (21)  des  dritten  Abschnitts  und  aus  (9) 
die  den  Formeln  (2)  dualistisch  entsprechenden  Formeln;  denn  es  wird 
zum  Beispiel 

[^2^3]  =  [^3^1-6162]  =  [«s^i^al^i  =  k^2«3]«i  =  «j- 
Man  erhält  also  wirklich  die  Formeln 

(15)  [E,E,]^e„     lE,E,]==e„     [E,E,-]=^e,. 

Das  Produkt  aUer  drei  Größen  E^  endlich  wird 

[E,E,E,]  =  [63^3]       (nach  15) 
=  1  (nach  13), 

das  heißt,  es  gilt  auch  die  der  Gleichung  (9)  dualistisch  entsprechende 
Formel 

(16)  [E,E,E,]  =  1. 

Weiter  setze  man  noch 

(17)  \[fzf^']-S,, 


\AQ-s, 


hier   sind  dann  die  Größen   ä^,    /Sg,    S^    drei  Stäbe,    die   nicht   nur  den 
Linien  der  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  angehören,  sondern  auch  ihrer 


Abschnitt  26,  Gleichungen  (12)  bis  (21). 


5 


Fig.  4. 


Länge  nach   mit  den    Seiten  des   Dreiecks  übereinstimmen    (vgl.   Fig.  4). 
Femer  wird 

(El  =-  inantgSi, 
(18)  i?3  =  rngntiÄ., 

Hieraus  folgt:  Die  drei  Stäbe 
E^,  E.2,  E^  gehören  zwar  auch 
den  Linien  der  Seiten  des 
Fundamentaldreiecks  au,  aber 
ihre  Längen  sind  von  den 
Längen  der  Seiten  des  Drei- 
ecks im  allgemeinen  verschie- 
den. Sie  mögen  als  die  drei 
„Grundstäbe"  des  Fundamentaldreiecks   bezeichnet  werden. 

Die  Feldeinheit  und  die  unendlich  ferne  Gerade.  Die  Massen  m^,  mg, 
ntg  der  drei  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  stehen  zu  der  auf  Seite  27 
des  ersten  Bandes  eingeführten  Feldeinheit  J  in  einer  einfachen  Beziehung. 
Zunächst  findet  man  den  Ausdruck  für  ein  Feld,  dessen  Größe  dem  doppelten 
Flächeninhalt  des  FundamentaldreiecJcs  gleichkommt,  indem  man  etwa  die 
Strecken  der  beiden  von  der  Ecke  e^  ausgehenden  Seiten  dieses  Dreiecks 
äußerlich  miteinander  multipliziert.  Eine  Darstellung  dieser  beiden  Strecken 
aber  gewinnt  man,  wenn  man  die  Differenzen  f^  —  fg  und  f^  —  f^  aus  den 
einfachen  Punkten  /i,  f^,  f^  bildet,  welche  mit  den  Ecken  e^,  e^,  e^  des 
Fundamentaldreiecks  zusammenfallen.  Dann  ist  das  äußere  Produkt  dieser 
beiden  Differenzen,  das  heißt  das  Produkt 


(19) 


F=-[{f,-Q(f,-Q], 


der  Ausdruck  für  das  durch  die  beiden  Strecken  /\  —  f^  und  f^  —  f^  be- 
stimmte Feld.  Dasselbe  unterscheidet  sich,  wie  man  sich  leicht  überzeugt, 
von  der  Feldeinheit  J  nur  durch  den  Zahlfaktor  ntiniamg.  In  der  Tat 
stellt  das  Produkt 

(20)  rti,m,m,[(f,-f,m-f,)] 

die  Feldeinheit  dar.  Denn  die  Feldeinheit  J  wurde  auf  Seite  21  des 
ersten  Bandes  als  dasjenige  Feld  definiert,  das  mit  einem  beliebigen  ein- 
fachen Punkte  multipliziert  die  Blatteinheit  1  liefert.  Mit  Rücksicht  auf 
die  Gleichungen  (1)  und  (9)  aber  ergibt  das  Feld  (20)  bei  der  Multipli- 
kation mit  dem  einfachen  Punkte  f^  den  Ausdruck 

(21)  m,m,m^[(f,-f,)if,-f^)f,]  =  m,m,vx^[fJ,J^]  =  [e^e^Ss]  =  1. 
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Das  Produkt  (20)   ist  also  wirklich  der  Ausdruck  für  die  Feldeinheit  J, 
das  heißt,  es  ist 

(22)  J-m,m,m,[{f,-Q{f,-f,)l 

Hieraus  aber  folgt  durch  Auflösen  der  runden  Klammern 

J^m^m^m^i [fj^]  +  Wi]  +  [fifil  1      oder  wegen  (17) 

(23)  J=m,m2m3{Äi+Ä2+>S3} 

oder  endlich  wegen  (18) 

(24)  J  =  m,E, -\- m,E, -j-  m,E,. 

Man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  274:  Die  Feldeinheit  läßt  sich  als  Vielfachensumme 
der  drei  Grundstäbe  E^,  E^,  E^  darstellen,  indem  man  jeden 
Grundstab  mit  der  Masse  der  gegenüberliegenden  Ecke  des 
Fundamentaldreiecks  multipliziert  und  die  erhaltenen  Produkte 
addiert. 

Übrigens  gestattet  die  Feldeinheit  J  noch  eine  andere  Auffassung. 
Da  sich  nämlich  alle  Strecken  der  Ebene  als  Vielfachensummen  zweier 
beliebigen,  dieser  Ebene  angehörenden  Strecken  von  verschiedener  Rich- 
tung darstellen  lassen,  und  nach  Seite. 3 ff.  des  ersten  Bandes  der  Aus- 
druck für  eine  Strecke  auch  als  ein  unendlich  ferner  Punkt  mit  ver- 
schwindender Masse  gedeutet  werden  kann,  der  in  der  Richtung  jener 
Strecke  gelegen  ist,  so  läßt  sich  auch  jeder  der  betrachteten  Ebene  an- 
gehörende unendlich  ferne  Punkt  mit  verschwindender  Masse  als  Viel- 
fachensumme zweier  in  dieser  Ebene  enthaltenen  unendlich  fernen  Punkte 
mit  verschiedener  Richtung  darstellen.  Die  unendlich  fernen  Punkte  der 
Ebene  verhalten  sich  also  in  dieser  Hinsicht  genau  wie  die  Punkte  einer 
Geraden,  die  auch  sämtlich  als  Vielfachensummen  zweier  verschiedenen 
Punkte  dieser  Geraden  ausdrückbar  sind.  Aus  diesem  Grunde  pflegt  man 
zu  sagen:  Alle  unendlich  fernen  Punkte  einer  Ebene  liegen  in  einer  und 
derselben  Geraden,  „der  unendlich  fernen  Geraden"  dieser  Ebene. 

Dementsprechend  kann  dann  ein  Feld  der  betrachteten  Ebene,  das 
heißt  ein  Produkt  zweier  Strecken  dieser  Ebene,  auch  als  Produkt  zweier 
ihr  angehörenden  unendlich  fernen  Punkte  mit  verschwindender  Masse 
aufgefaßt  werden  und  erscheint  daher,  da  alle  diese  unendlich  fernen  Punkte 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  liegen,  als  ein  Stab  dieser 
imendlich  fernen  Geraden.  Insbesondere  gilt  das  dann  auch  von  der  so- 
eben betrachteten  Feldeinheit  J.  Dies  wird  auch  durch  die  Gleichung  (23) 
bestätigt,  nach  der  sich  die  Feldeinheit  J,  abgesehen  von  einem  Zahl- 
faktor, als  Summe  der  drei  Seitenstäbe  ä^,  S^,  S^  des  Fundamentaldreiecks 
darstellt.     Die  Summe  S^  -\-  S^  der  beiden  ersten  von   diesen   drei  Stäben 


Abßchnitt  26,  Gleichung  (22)  bis  (27).     Satz  274  und  276. 

ist  nämlich  ein  Stab,  der  mit  dem 
dritten  Stab  S,^  parallel,  gleich  lang 
und  von  entgegengesetztem  Sinn 
ist  (vgl.  Fig.  5).  Die  Summe 
S^-\-  Sj  +  ^i  ^^^^  <^**^*  Stäbe  ist 
also  ein  Stabpaar  im  Sinne  von 
Seite  14  f.  des  ersten  Bandes.  Ein 
solches  Stabpaar  aber  läßt  sich  auch 
ansehen  (vgl.  die  eben  zitierte  Seite  14 
des  ersten  Bandes)  als  ein  unend- 
lich ferner  Stab  von  verschwindender 
Länge,  und  dasselbe  gilt  dann  auch 
für  die  von  dieser  Summe  um  den 
(endlichen)  Zahlfaktor  niiingmg  ver- 
schiedene Feldeinheit  J.  Man  hat 
daher  den  Satz:  mg.  5. 

Satz  275:  Die  Feldeinheit  J  kann  auch  aufgefaßt  werden  als 
ein  unendlich  kleiner  Stab  der  unendlich  fernen  Geraden. 

Begriff'  der  JDreiecJcskoordinaten  eines  Punktes  in  hezug  auf  3  gegebene 
Tunkte  als  Grundpunkte  und  einen  gegebenen  Punkt  als  EinheitspunJd.  Ihre 
mechanische  Deutung.  Ist  jetzt  x  ein  beliebiger  einfacher  oder  vielfacher 
Punkt  der  Ebene,  so  nennt  man  diejenigen  drei  Zahlgrößen  y^,  Jg?  Js» 
durch  die  sich  der  Punkt  x  aus  den  drei  Grundpunkten  e^,  e2,  e^  nume- 
risch ableiten  läßt,  welche  also  durch  die  Gleichung 

(25)  x  =  i^e^  +  £2^2  +  Es  «3 

definiert  sind,  die  Dreieckskoordinaten  des  Punktes  x  in  bezug  auf 
die  Punkte  e^,  e^,  e^  als  Grundpunkte  und  den  Punkt  e  als  Ein- 
heitspunkt (oder  auch  in  bezug  auf  das  Dreieck  e^e^e^  als  Funda- 
mentaldreieck und  den  Punkt  e  als  Einheitspunkt). 

Setzt  man  femer  die  Masse  des  Punktes  x  gleich  m  und  bezeichnet 
den  mit  x  zusammenfallenden  einfachen  Punkt  mit  t,  so  wird 

(26)  x  =  mt 

und  die  Erklärungsgleichung  (25)  der  Dreieckskoordinaten  läßt  sich,  wenn 
man  zugleich  noch  die  Gleichungen  (1)  berücksichtigt,  in  der  Form 
schreiben: 

(27)  x  =  mt  =  ^,m^'f^i-  ic^m, ■  f^  +  Jaittg •  /;, 


aus  der  sich  für  die  Masse  m  des  Punktes  x  der  Wert  ergibt 
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(28)  nt  =  Eimi  + J2m2+ Jsntg. 
Aus  der  Gleichung  (27)  kann  man  folgern: 

Satz  276:  Die  Dreieckskoordinaten  j^,  jg»  h  eiiies  Punktes  x 
in  bezug  auf  die  Punkte  e^,  e^,  e^  als  Grundpunkte  und  den  Punkt 
e  als  Einheitspunkt  sind  diejenigen  drei  Zahlgrößen,  mit  denen 
man  die  der  Lage  des  Einheitspunktes  e  entsprechend  gewählten 
Massen  m^,  m^y  Ttig  der  drei  Grundpunkte  multiplizieren  muß, 
damit  die  mit  den  gewonnenen  Produkten  belasteten  und  mit 
den  Grundpunkten  zusammenfallenden  Punkte  den  Punkt  x  zum 
Schwerpunkt  haben. 

Übrigens  kann  man  mit  Rücksicht  auf  (24),  (25),  (13)  und  (14)  die 
Gleichung  (28)  auch  in  der  Form  schreiben 

(29)  m  =  [xJ], 
welche  den  Satz  enthält: 

Satz  277:  Man  erhält  für  einen  beliebigen  Punkt  x  seine 
Masse  ni,    indem  man  ihn  mit   der  Feldeinheit  J  multipliziert. 

Geometrische  Deutung  der  DreiecksTwordinaten  eines  Punktes.  Man 
kann  aber  die  Dreieckskoordinaten  des  Punktes  x  auch  noch  anders  deuten. 
Multipliziert  man  nämlich  die  Gleichung  (25)  der  Reihe  nach  mit  E^,  E^, 
E^,  so  erhält  man  wegen  (13)  und  (14) 

{[xE,]=i^, 

(30)  \ixE,-\  =  i„ 


\xE^'\  =  l^ 
oder  mit  Rücksicht  auf  (18)  und  (26) 

\Xy^=  vx^m^m[tS^, 
(31)  ?2  =  in3«tint[^^2]; 

Hier  sind  aber  die  Produkte  \tS-^,  [ß^ily  \ß^z\  ^'^^  Flächeninhalte  der 
Parallelogramme,  die  durch  den  Punkt  x  und  je  eine  Seite  des  Funda- 
mentaldreiecks bestimmt  werden. 

Bezeichnet  man  also  noch  die  Längen  der  Seiten  des  Funda- 
mentaldreiecks mit  §^,  §2;  ^3;  "^^^  zwar  diese  Größen  positiv  oder  ne- 
gativ genommen,  je  nachdem  die  Produkte  [fS^,  \fS^,  \fS^  positiv  oder 
negativ  sind,  und  versteht  man  ferner  unter  p^,  p^,  ipg  die  Abstände  des 
Punktes  x  von  den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks,  diese  Abstände 
positiv  oder  negativ   genommen,  je  nachdem   der  Punkt  x  auf  derselben 


Abschnitt  25,  Gleichung  (28)  bis  (36).     Satz  276  bis  278. 


x=mt 


Fig.  6 


oder  der  entgegengesetzten    Seite  von  S^,  S^,  S^   liegt  wie  der  Einheits- 
punkt f  (vgl.  Fig.  6),  80  wird 

und  die  Gleichungen  (31) 
verwandeln  sich  in 

(32)  Je2  =  iHantimSaPs/ 

Setzt  man  endlich 
noch  die  absolut  ge- 
nommenen Abstände 
des  Einheitspunktes 
€  =  m'f  von  den  Sei- 
ten des  Fundamen- 
taldreiecks gleich  p[, 
p2,  Pi  und  wendet  die 
Gleichungen  (32)  auf 
den  Einheitspunkt  e  an, 
dessen  Koordinaten 
gleich  1,  1,  1  und 
dessen  Masse  gleich  m'  ist,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

(33)  1  =  ntgtngm'Sipj,    1  =  m3mini'§2p2'    ^  =  ^iV^2^'hp3^ 

und  dividiert  man  dann  die  Gleichungen  (32)  durch  die  Gleichungen  (33), 
so  findet  man  für  die  Dreieckskoordinaten  j^,  jg,  jg  die  Darstellung: 

(34) 

aus  der  die  Pi 

(35) 

und  man  hat  den  Satz: 

Satz  278:  Die  Dreieckskoordinaten  j.  eines  Punktes  x  in 
bezug  auf  das  Dreieck  e^e^e^  als  Fundamentaldreieck  und  den 
Punkt  e  als  Einheitspunkt  sind  bis  auf  einen  Proportionalitäts- 
faktor — ;  gleich  den  Verhältnissen  -,  aus  den  Abständen  des 
Punktes  x  und  denen  des  Einheitspuuktes  e  von  den  Seiten  S. 
des  Fundamentaldreiecks,  unter  m  die  Masse  des  Punktes  x  und 
unter  m'  die  Masse  des  Einheitspunktes  e  verstanden.^) 

1)  Vgl.  hierzu  und  zum  Folgenden  S.  Gundelfinger,  Vorlesungen  aus  der 
analytischen  Geometrie  der  Kegelschnitte,  herausgegeben  von  F.  Dingeldey,  Leip- 


m   Pa 

rtion  folgt: 

Vi      Vi      Vs 
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Ersetzt    man    die    laufende   Proportion   (35)    durch    die   in   ihr   ent- 
haltenen einfachen  Proportionen: 

fv    .  r          ^»  •  ^« 

(36) 

denen  man  auch  die  Gestalt 

?3  •  El        -p^  •  p. 
geben  kann: 

(37) 

i3  •  fl           p^'  p^ 
Y     .   Y      _    Pl    •    Pl 

SO  hat  man  zum  Beispiel  auf  der  rechten  Seite  der  ersten  Proportion  (37) 

gerade  den  Quotienten 
aus  den  Äbstandsver- 
hältnissen  der  beiden 
von  der  Ecke  e^  aus- 
gehenden Strahlen  [e^x], 
[e^e]  von  den  in  dieser 
Ecke  zusammentreffen- 
den Seiten  E^  und  E^ 
des  Fundamentaldrei- 
ecks (vgl.  Fig.  7).  Und 
dieser  Quotient  ist  nach 
dem  Satze  34  gleich  dem 
Doppelverhältnis 

{E„  E„  [e,xl  [e,e]) 

des    Strahlwurfes,    der 

durch  jene  Seiten  E^ ,  E^ 

Fig.  7.  des      Fundamentaldrei- 


zig  1895,  S.  2fiF.  und  0.  Staude,  Analytische  Geometrie  des  Punktes,  der  geraden 
Linie  und  der  Ebene.  Leipzig  und  Berlin  1905.  S.  123  flf.  Es  versteht  sich  übrigens 
nach  der  hier  und  weiter  unten  gegebenen  Darstellung  von  selbst,  daß  die  Werte 
der  Yerhältniese  der  Dreieckskoordinaten  eines  Punktes  und  eines  Stabes  von  dem 
Begriffe  der  Länge  und  senkrechten  Entfernung  unabhängig  sind;  aber  es  erschien 
wünschenswert,  die  Längen  der  Seiten  und  die.  senkrechten  Abstände  einzuführen,  um 
die  Vergleichung  mit  den  sonstigen  Darstellungen  der  Dreieckskoordinaten  zu  er- 
leichtem. 


Abschnitt  25,  Gleichungen  (36)  bis  (40).     Satz  279.  H 

ecks   und   die  Strahlen   [e^x]j  [e^e]   gebildet  wird.     Die  Gleichungen  (37) 
lassen  sich  daher  auch  in  der  Form  schreiben: 

(38)  \h'h=  i^z,  ^u  h^],  [c^e]) 

Und  man  hat  den  Satz: 

Satz  279:  Die  drei  Verhältnisse 

Ja  •  ?3>     Js  ■  ?i>     ?i  •  Es 
der  Dreieckskoordinaten  eines  beliebigen  Punktes  x  sind  gleich 
den  Doppelverhältnissen  derjenigen  drei  Strahlwürfe,  die   ge- 
bildet werden  durch  die  jenen  drei  Verhältnissen  entsprechen- 
den Seitenpaare 

E^  und  E^,     jEg  und  E^^,     E^  und  E^ 

des    Fundamentaldreiecks    und    durch    die    von    deren    Schnitt- 
punkten 

^i>  ^;  ^ 

nach  dem  Punkte  x  und  dem  Einheitspunkte  e  gezogenen  Strahl- 
paare 

[eixl  und  [e^e],     [e^x]  und  [e^e],     [e^x']  und  [e^e]. 

Die  in  diesem  Satze  enthaltene  rein  projektive  Deutung  der  Verhält- 
nisse der  Dreieckskoordinaten  eines  Punktes  findet  sich  zuerst  bei 
V.  Staudt^).  Mit  Rücksicht  auf  sie  bezeichnet  man  die  Dreieckskoordi- 
naten eines  Punktes  in  bezug  auf  ein  gegebenes  Fundamentaldreieck 
und  einen  gegebenen  Einheitspunkt  auch  wohl  geradezu  als  Doppel- 
verhältniskoordinaten oder  Wurfkoordinaten  des  Punktes*). 

Aus  den  Formeln  (32)  folgen  noch  durch  Division  mit  dem  Pro- 
dukte mintgntjm  die  Gleichungen 

(^^)  ÜT^  i  Ei=  ^'  ^i^     *  =  1^  2^  3' 

'  nii  nij  uij  tn    *      m,-   "  j     j     ? 

die   man,   wenn   man   linker  Hand  für  den  Bruch seinen  Wert 

m,  nij  ntj 

[/1/2/3]  ^^s  (10)  substituiert,  auch  in  der  Form  schreiben  kann: 
(40)  E4A/yj      An.,    «  =  1,  2,  3. 


1)  Vgl.   V.  St  au  dt,    Beiträge   zur   Geometrie   der   Lage.     3  Hefte.    Nürnberg 
1866—1860.    Zweites  Heft.    S.  266.    Nr.  411. 

2)  Vgl.   Staude,  Analytische  Geometrie  des  Punktes,   der  geraden  Linie  und 
der  Ebene.     Leipzig  und  Berlin  1905.     S.  27,  134,  444. 
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Und  löst  man  die  drei  Gleichungen  (40)  nach  den  Grrößen  p^  auf,  so  er- 
hält man  für  diese  Grrößen  die  Ausdrücke: 

(41)  P'=-i7'-'^l,>    «=1,2,3. 
Setzt  man  ferner  noch 

(42)  ^==^„    ^  =  1,2,3, 

so  sind  die  1^,.  die  mit  einem  gewissen  Vorzeichen  genommenen  Höhen  des 
Fundamentaldreiecks.  Über  dieses  Vorzeichen  gewinnt  man  Aufschluß, 
wenn  man  berücksichtigt,  daß  nach  Seite  8  die  Vorzeichen  von 

beziehlich  mit  denen  der  äußeren  Produkte 

[ff.fzl   [ffM,    VffM 

übereinstimmen.  Wegen  (42)  und  (8)  entsprechen  daher  die  Vorzeichen  von 
beziehlich  denen  der  Brüche 

Je  nachdem  also  die  Ecke  f^  des  Fundamentaldreiecks,  von  welcher  die 
Höhe  1^,.  ausgeht,  auf  derselben  Seite  der  gegenüberliegenden  Dreiecksseite 
liegt  wie  der  Einheitspunkt  f  oder  auf  der  entgegengesetzten,  ist  diese 
Höhe  positiv  oder  negativ  zu  nehmen. 

Führt  man  nunmehr  die  Werte  (42)  in  die  Gleichungen  (41)  ein,  so 
findet  man  für  die  Größen  p.  die  neue  Darstellung 

(43)  Pi-^.'^h,    *  =  1,  2,  3. 

Die  so  gewonnenen  Formeln  (43)  wende  man  endlich  speziell  auf  den 
Einheitspunkt  e  an,  indem  man  den  Größen 

VTif       P27       Pzf       ^>       £l>       £2;       ?3 

die  Werte 

P[,    Pi,    vi    m',     1,     1,     1 
erteilt,  und  erhält  so  für  die  Größen  p'.  die  Ausdrücke 

(44)  Pi-^<^>    ^  =  1,  2,  3, 

aus  denen  für  die  drei  Verhältnisse  "H,  «=  1,  2,  3,  die  Werte  folgen: 
(46)  »;_|,  -i-l,  2,  3. 


Abschnitt  26,  Gleichungen  (41)  bis  (48).     Satz  280  und  281.  13 

Ztisamtnenhang  der  DreiecJcskoordinaten  eines  Punktes  mit  seinen  Zu- 
rückleitungen  auf  die  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  unter  Ausschluß  der 
Gegenseiten.  Schließlich  möge  noch  gezeigt  werden,  daß  sich  die  ein- 
zelnen Glieder  der  für  den  Punkt  x  gegebenen  Vielfachensumme 

(25)  ^-h^i  +  h^^  +  h^z, 

und  ebenso  die  Summen  je  zweier  von  diesen  Gliedern  als  Zurückleitungen 
des  Punktes  x  auffassen  lassen.  Setzt  man  nämlich  in  die  Gleichung  (25) 
für  5j,  jgj  ?3  i^^'ö  Werte  aus  (30)  ein,  so  ergibt  sich  für  x  die  Dar- 
stellung 

(46)  x^\xE^e^^r\x  E^  e^  +  \x  E^  e^ . 

Aus  der  Form  der  Glieder  der  rechten  Seite  folgt  aber  mit  Rücksicht 
auf  (13)  ohne  weiteres,  daß  sie  die  Zurückleitungen  von  x  auf  die  Ecken 
des  Fundamen taldreiecks  unter  Ausschluß  der  Gegenseiten  sind. 

In  der  Tat,  bezeichnet  man  diese  Zurückleitungen  mit  z^,  z^,  z^,  so 
wird  (nach  Gleichung  (13)  des  vierten  Abschnitts) 

das  heißt  wegen  (13)  wirklich 

(47)  z^  =  e^[xE^],    z^^=  e^[xE^'\,    z^  =  e^{xE^^ 
oder  also  wegen  (30) 

womit  der  Satz  bewiesen  ist: 

Satz  280:  Die  einzelnen  Glieder  der  Vielfachensumme  (25) 
für  den  Punkt  x  sind  die  Zurückleitungen  z^,  z^,  z^  von  x  auf 
die  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  unter  Ausschluß  der  Gegen- 
seiten. 

Hieraus  aber  folgt  weiter  nach  der  Entwickelung  auf  Seite  42  und 
43  des  ersten  Bandes: 

Satz  281:  Die  drei  Summen  von  je  zwei  Gliedern  der  Viel- 
fachensumme (25)  für  X  sind  nichts  anderes  als  die  zu  den  Zu- 
rückleitungeu  z^,  z^,  z^  des  Satzes  280  ergänzenden  Zurück- 
leitungen von  X,  das  heißt  als  die  Zurückleitungen  von  x  auf 
die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  unter  Ausschluß  der  Gegen- 
ecken. 

Denn  diese  drei  Summen  geben  zu  den  Größen  z^  addiert  die  zurück- 
geleitete Größe  X. 

Bezeichnet  man  daher  noch  diese  Zurückleitungen  des  Punktes  x  auf 
die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  unter  Ausschluß  der  Gegenecken  mit 
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Vi,  Vi,  Vz,  so  wird 

(49)  ^1=  £2^2 +£3^3;     Vi-h^z+liex,     2/3  =£1^1 +£262 
oder  mit  Rücksicht  auf  (1) 

(50)  1/1=  h^^Ü-^h^zfz,  y^.-h^zfz+li^ifi,  yz=h^hfi  +  h^2fi- 
Andererseits  wird  nach  Gleichung  (12)  des  vierten  Abschnitts  bei  Weg- 
lassung der  Nenner,  die  den  Wert  1  haben, 

(51)  y^  =  [E^  -xe,],    y^=  [E,  -  xe^],     y^=  [E^  ■  xe^] . 

Diese     Gleichungen     besagen 
(vgl.  Fig.  8): 

Die  Zurückleitungen  y^,  das 
heißt  also  die  drei  Summen 
von  je  zwei  Gliedern  aus  der 
Vielfachensumme  (25)  für  x, 
sind  die  SchnitipunJcte  der  Sei- 
ten des  Fundamentaldreiecks 
mit  den  von  den  gegenüber- 
liegenden Ecken  nach  dem 
Punkte  X  gesogenen  Geraden, 
was  übrigens  auch  aus  den 
Gleichungen  (49)  zusammen 
mit  den  zur  Gleichung  (25)  äquivalenten  Gleichungen 

(52)  ^  =  ^1  +  ^1  ==  2/2  +  ^2  =  2/3  +  'S's 

hervorgeht. 

Die  Punkte  y.  kann  man  benutzen, 
wenn  man  den  Punkt  x  aus  seinen 
Koordinaten  konstruieren  will.  Dazu 
zeichne  man  etwa  die  beiden  Punkte 
y^  und  y^,  entsprechend  den  Glei- 
chungen (50),  indem  man  die  Seiten 
[/a/s]  ^^^  Ifzfi]  beziehlich  in  den  Yer- 
h'altnissen  ^^m^  :  J2«^2  ^^^  £1^1  •  £3^3 
durch  die  Punkte  y^  und  y^  teilt. 
Dann  ist  der  Schnittpunkt  der  Geraden 
Ifiyi]  und  [722/2]  der  gesuchte  Punkt  x  (vgl.  Fig.  9). 

Begriff  der  Dreieckskoordinaten  eines  Stabes  in  besug  auf  3  gegebene 
Punkte  als  Grundpunkte  und  einen  gegebenen  Punkt  als  Einheitspunkt. 
Ihre  geometrische   Bedeutung.     Der  Einheitsstab.     Als   Dreieckskoordi- 


Abachnitt  26,  Gleichungen  (49)  bia  (58).  15 

naten  eines  Stabes  U  in  bezug  auf  das  Dreieck  e^^e^e^  als  Funda- 
mentaldreieck und  den  Punkt  e  als  Einheitspunkt  bezeichnet  man 
diejenigen  drei  Zahlgi-ößen  u^,  itg,  Ug,  durch  die  sich  der  Stab  U  aus  den 
drei  „Grundstäben"  E^,  E^,  E^  numerisch  ableiten  läßt,  die  also  der 
Gleichung  genügen 

(53)  Z7=  u^J^i  -}-  UaJEJg  +  u^E^. 

Die  so  definierten  „Stabkoordinaten"  oder  „Linienkoordinaten" 
Uj,  Ug,  Ug  gestatten  zunächst  leicht  eine  geometrische  Deutung,  die  der 
zweiten  Deutung  der  Punktkoordinaten  (vgl.  Seite  8  und  9)  entspricht. 
Multipliziert  man  nämlich  die  Gleichung  (53)  der  Reihe  nach  mit  e^,e^,e^y 
so  erhält  man 

(54)  [£^eJ  =  Ui,     [C^eJ^Uj,    [t/^g]  =  Ug. 

Um  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  noch  weiter  umzuformen, 
bezeichne  man  noch  mit  T  einen  Stab  von  der  Länge  1,  welcher  der  Geraden 
des  Stabes  U  angehört,  und  dessen  Sinn  so  gewählt  ist,  daß  das  Produkt 
[T/"]  positiv  wird,  und  nenne  den  positiv  oder  negativ  genommenen  Zahl- 
faktor I,  welcher  der  Gleichung  genügt 

(55)  U==\T, 

die  Längenzahl  des  Stabes  U.  Bei  Benutzung  der  Gleichungen  (55) 
und  (1)   lassen  sich  die   Gleichungen  (54)  auch  in   der  Form  schreiben: 

(56)  u,=  ntJ[T/;],    n,=  m,i[Tf,l    ü,=  m,i[Tf,]. 

•  Hier  sind  die  Produkte  [Tf^],  [Tf^],  [Tf^]  nichts  anderes  als  die 
Abstände  q^,  q,,  qg  des  Stabes  ü  von  den  drei  Ecken  des  Funda- 
mentaldreiecks, diese  Abstände  positiv  oder  negativ  genommen,  je 
nachdem  die  Punkte  /i,  f^,  f^  auf  derselben  Seite  von  T  liegen  wie  der 
Einheitspunkt  f  oder  nicht.  Man  kann  den  Gleichungen  (56)  daher  auch 
die  Form  verleihen: 

(57)  Ui=mjqi,    \x^==m^\(\^,    U3=nt3tq3. 

Um  aus  diesen  Gleichungen  (57}  für  die  Stabkoordinaten  eine  Pro- 
portion ableiten  zu  können,  die  der  Proportion  (35)  für  die  Punktkoordi- 
nateu  entspricht,  führe  man  noch  den  Begriff  des  Einheitsstabes  ein. 
Wir  bezeichnen  als  Einheitsstab  denjenigen  Stab  E,  dessen  Koordinaten 
1,  1,  1  lauten,  der  also  durch  die  Gleichung  bestimmt  wird: 

(58)  E  =  E^-VE^  +  E,. 

Die  Gerade  des  Einheitsstahes  als  Harmonikale  des  Einheitspunhtes  in 
hezug  auf  das  Fundamentaldreieck.  Will  man  die  Lagenbeziehung  des  Ein- 
heitsstabes  zum   Einheitspunkte   finden,   so    frage   man  nach   den  Schnitt- 
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punkten  der  Geraden  des  Einheitsstabes  mit  den  Seiten  des  Fnndamental- 
dreiecks,  das  heißt  nach  der  Lage  der  Punkte  [EE^],  [EE^],  [EE^]  (vgl. 
Fig.  10).     Es  wird 

[EE,-]  =  [iE,+E,  +  E,)E,] 

=  [E^E^]  +  [E^E,]       (nach  Gl.  (23)  des  3.  Abschnitts) 
=  -  %  +  eg    (nach  Gl.  (18)  des  3.  Abschnitts  und  Gl.  (15)) 


Die  dieser  Differenz  tntsprechende  Summe  e^-\-  e^  ist  nun  aber  nach  S.  13f. 
die  Zurückleitung  des  Punktes  e  =  e^  +  e^  -{■  e^  auf  die  Seite  E^  unter 
Ausschluß  der  gegenüberliegenden  Ecke  e^,  das  heißt  der  Schnittpunkt 
der  Seite  E^  mit  der  Geraden  [ee^].  Und  da  nach  Seite  54  des  ersten 
Bandes  die  vier  Punkte  e^,  e^,  e^ -\- e^,  e^  —  Cj  vier  harmonische  Punkte 
sind,  so  hat  man  den  Satz: 

Satz  282:  Die  Gerade  des  Einheitsstabes  trifft  eine  jede 
Seite  des  Fundamentaldreiecks  in  demjenigen  Punkte,  der  vom 
Einheitspunkte  durch  die  beiden  andern  Seiten  des  Fundamental- 
dreiecks harmonisch  getrennt  ist. 

Zugleich  haben  wir  die  beiden  wichtigen  Sätze  bewiesen: 
Satz  283:  Projiziert  man  einen  Punkt  e  von  den  drei  Ecken 
eines  Dreiecks  aus  auf  die  gegenüberliegenden  Seiten  und  kon- 
struiert zu  den  drei  Projektionen  jedesmal  den  vierten  harmo- 


Abschnitt  26.     Satz  282  bis  284. 
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nischen  Punkt  in  bezug  auf  die  beiden,  jene  Seiten  begreuzen- 
Ecken  des  Dreiecks,  so  liegen  die  drei  so  gewonnenen  Punkte 
in  einer  Geraden  E.  Dieselbe  heißt  die  Polare  oder  Harmonikale 
des  Punktes  e  in  bezug  auf  das  Dreieck.^)     Und 

Satz  284:  Schneidet  man  die  Seiten  eines  Dreiecks  mit  einer 
Geraden  E,  konstruiert  auf  jeder  Dreiecksseite  zu  dem  erhal- 
tenen Schnittpunkt  den  vierten  harmonischen  Punkt  in  bezug 
auf  die  beiden  die  Seite  begrenzenden  Ecken  des  Dreiecks  und 
verbindet  die  so  gewonnenen  drei  Punkte  mit  den  gegenüber- 
liegenden Ecken,  so  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien 
in  einem  Punkte  e.  Derselbe  heißt  der  Pol  oder  Harmonikai- 
punkt der  Geraden  E  in  bezug  auf  das  Dreieck. 

Nach  diesen  Sätzen  stehen  sich  die  Begriffe  Pol  und  Polare  in  bezug 
auf  ein  Dreieck  vollkommen  dual  gegenüber. 

Man  könnte  noch  den  Einwurf  machen,  der  Satz  283  müsse  der  Be- 
schränkung unterworfen  werden,  daß  der  Punkt  e  nicht  auf  einer  Seite 
des  Dreiecks  liegen  dürfe,  und  der  Satz  284  müsse  an  die  Bedingung  ge- 
knüpft werden,  daß  die  Gerade  E  nicht  durch  eine  Ecke  des  Dreiecks 
hindurchgehen  dürfe,  da  der  Einheitspunkt  und  Einheitsstab  des  Funda- 
mentaldreiecks diesen  Bedingungen  unterliegen.  Indes  überzeugt  man 
sich  leicht,  daß  für  diese  besonderen  Fälle  die  beiden  Sätze  überhaupt 
evident  sind. 

B,ückt  nämlich  bei  Satz  283  der  Punkt  e  auf  eine  Seite  des  betrach- 
teten Dreiecks,  ohne  zugleich  in  eine  Ecke  desselben  zu  fallen,  so  ver- 
wandelt sich  die  Polare  des  Punktes  e  in  diese  Seite  selbst  (vgl.  Fig.  11). 

Rückt  ferner  der  Punkt  e  in  eine  Ecke     ß 
des  Dreiecks,  so  gehört  seine  Polare  in  bezug 
auf  das  Dreieck  dem   Strahlbüschel   an,    das 
diese  Ecke  zum  Scheitel 

hat,   bleibt   aber   in  die-         ^J.e^  \      I      /\  ^^^E 

sem  Strahlbüschel  unbe- 
stimmt (vgl.  Fig.  12). 

Geht  andererseits  bei 
Satz  284  die  Gerade  E 
durch  eine  Ecke  des 
Dreiecks  hindurch,  ohne 
zugleich  mit  einer  Seite  zusammenzufallen,  so  wird  diese  Ecke  selbst 
ihr  Pol  in  bezug  auf  das  Dreieck  (vgl.  Fig.  13). 


Fig.  11. 


Fig.  12. 


1)  Vgl.  J.  Plücker,  Analytisch-geometriBche  Entwicklungen.    Bd.  2.  Essen  1831. 
Seite  24. 

OraBmann:  Projektive  Geometrie  d.  Ebene.    II.  2 


Fig.  13.  Fig.  14. 
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Fällt  endlich  die  Gerade  E  mit  einer  Seite  des  Dreiecks  zusammen, 
80  gehört  ihr  Pol  in  bezug  auf  das  Dreieck  der  Punktreihe  an,  die  diese 

Seite  zum  Träger  hat, 
bleibt  aber  in  derselben 
unbestimmt(vgl.Fig.l4). 

Mit  Rücksicht  auf 
unsere  neuen  Bezeich- 
nungen kann  man  dem 
Satze  282  auch  die 
Fassung  geben: 

Satz  285:  Zweite  Fassung  von  Satz  282:  Die  Gerade  des  Ein- 
heitsstabes ist  die  Polare  (Harmonikale)  des  Einheitspunktes 
in  bezug  auf  das  Fundamentaldreieck,  also  auch  umgekehrt  der 
Einheitspunkt  der  Pol  (Harmonikaipunkt)  der  Geraden  des 
Einheitsstabes  in  bezug  auf  das  Fundamentaldreieck. 

Da  nach  diesem  Satze  und  den  ihm  vorausgeschickten  Bemerkungen 
in  einem  gegebenen  Fundamentaldreieck  die  Lage  des  Einheitspunktes 
durch  diejenige  des  Einheitsstabes  vollständig  mitbestimmt  ist,  wenigstens 
sofern  nicht  die  Gerade  des  Einheitsstabes  mit  einer  Seite  des  Fandamental- 
dreiecks  zusammenfällt,  so  kann  man  die  bisher  durch  Angabe  der  Lage 
des  Einheitspunktes  charakterisierten  Dreieckskoordinaten  eines  Stabes 
auch  durch  Angäbe  der  Lage  des  Einheitsstabes  zu  dem  Fundamentaldreieck 
festlegen,  was  der  obigen  Einführung  der  Dreieckskoordinaten  eines  Punktes 
dualistisch  genauer  entspricht. 

Weiterführung  der  geometrischen  Deutung  der  DreiecksTcoordinaten  eines 
Stabes.  Bezeichnet  man  jetzt  wieder  mit  F  den  Stab  von  der  Länge  1, 
welcher  der  Geraden  des  Einheitsstabes  E  angehört,  und  dessen  Sinn  so 
gewählt  ist,  daß  das  Produkt  [Ff]  positiv  wird,  und  versteht  wieder  unter 
der  Längenzahl  von  E  diejenige  Zahlgröße  V,  die  der  Gleichung  genügt 

(59)  E  =  VF, 

und  setzt  schließlich  (vgl.  Fig.  15)  die  Abstände  der  Geraden  des 
Einheitsstabes  von  den  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  gleich 
^[)  ^2;  ^3>  wobei  die  Vorzeichen  dieser  Abstände  in  entsprechender  Weise 
zu  bestimmen  sind  wie  bei  den  Größen  q^,  (\^,  qg,  so  ergeben  sich  aus 
den  Gleichungen  (57)  bei  ihrer  Anwendung  auf  die  Koordinaten  des  Ein- 
heitsstabes die  Sondergleichungen 

(60)  l  =  mj'q;,     l=in,rq;,     l^ntarq,; 

und  dividiert  man  endlich  mit  diesen  Gleichungen  in  die  Gleichungen  (57), 


Abschnitt  25,  Gleichung  (69)  bis  (02).     Satz  285  und  286. 
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E=l'F 


Fig.  15. 


aus  denen   sie   durch  Spezialisierung  hervorgegangen  sind,  so  erhält  man 
für  die  Stabkoordinaten  u,  die  Werte: 


U,  = 


t  qi 


u,  = 


l  q. 


(61)  «i-j,  ^,,     „2-i'qM 

Diese  Gleichungen  aber  liefern  die  Proportion 


l'qs 


(62) 

und  damit  den  Satz: 


Ui  :  U2  :  U3  = 


Satz  286:  Die  Dreieckskoordinaten  u,.  eines  Stabes  ü  in  bezug 
auf  das  Dreieck  e^e^e^  als  Fuudamentaldreieck  und  den  Stab  E 
als    Einheitsstab    sind    bis    auf  den    Proportionalitätsfaktor    p 

gleich    den   Verhältnissen  —,   aus    den  Abständen    des  Stabes    U 

q.- 

und  des  Einheitsstabes  E  von  den  Ecken  des  Fundamental- 
dreiecks, unter  I  die  Längenzahl  des  Stabes  U  und  unter  l'  die- 
jenige des  Einheitsstabes  E  verstanden: 

Ersetzt  man  wieder  die  laufende  Proportion  (62)  durch  die  in  ihr 
enthaltenen  einfachen  Proportionen 
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(63) 
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die  man  aucli  in  der  Form  schreiben  kann: 


(64) 


Uo  :  u,  = 


UglUi 


Ui  :  U„  = 


(\s       Qs 


SO  folgert  man  leicht  aus  zwei  Paaren  ähnlicher  Dreiecke  (vgl.  Fig.  16), 


Fig.  16. 

daß  zum  Beispiel  das  rechte  Verhältnis  —  :  —,    der  ersten  Proportion  (64) 
gerade  gleich  dem  Doppelverhältnis 

(e,,e„  [E,Ul  [E,E]) 

desjenigen  Punktwurfes  ist,  der  auf  der  Seite  E^  des  Fundamentaldreiecks 
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durch  die  ihr  angehörenden  Ecken  e^  und  e^  und  die  Punkte  \E^  U]  und 
[E^E'\  bestimmt  wird,  die  aus  der  Seite  E^  durch  die  Geraden  der  Stäbe 
U  und  E  ausgeschnitten  werden.  Die  Gleichungen  (64)  lassen  sich  daher 
auch  in  der  Form  schreiben: 

U,:u,  =  (e3,  e,,  iE,U\,  [E,E]) 
(65)  U3:u,  =  (e3,  e„  IE,U},  iE,E]) 

lu,  :u,  =  (e„  e„  IE,UI  [E,E]). 
Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  287:  Die  drei  Verhältnisse 

Uä :  Us,     U3  :  Ui,     Ui  :  Ug 
der  Dreiekskoordinaten  eines   beliebigen   Stabes   ü  sind   gleich 
den   Doppelverhältnissen    derjenigen    drei    Punktwürfe,    die    ge- 
bildet werden   durch  die  jenen  drei  Verhältnissen  entsprechen- 
den Eckenpaare 

e^  und  63,     63  und  e^,     e^  und  e^ 
des  Fundmentaldreiecks    und   die  aus   den  verbindenden  Seiten 

durch  die  Geraden  des  Stabes  U  und  des  Einheitsstabes  E  aus- 
geschnittenen Punktpaare 

[^iCT]  und  [jEJijE],     [i/gZ/]  und  [^2^],     \E^U]  undi  [E^E\ 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Deutung  der  Verhältnisse  der  drei  Linien- 
koordinaten Uj,  Ug,  U3  nennt  man  die  Linienkoordinaten  einer  Geraden  U 
in  bezug  auf  ein  gegebenes  Fundamentaldreieck  und  einen  gegebenen  Ein- 
heitsstab auch  wohl  die  Doppelverhältniskoordinaten  oder  Wurf- 
koordinaten der  Geraden  U^). 

Zusammenhang  der  Breiecksicoordinaten  eines  Stabes  mit  seinen  Zurück- 
leitungen auf  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  unter  Ausschluß  der  Gegen- 
ecken. Mechanische  Deutung  der  Stabkoordinaten.  Man  kann  aber  den 
Stabkoordinaten  ebenso  wie  den  Punktkoordinaten  auch  eine  mehr  mecha- 
nische Deutung  geben.    Um  diese  zu  finden,  zeige  man  zunächst  auch  hier 


1)  Hält  man*  die  in  den  Sätzen  279  und  287  ausgesprochenen  Eigenschaften  der 
Dreieckskoordinaten  eines  Punktes  und  eines  Stabes  mit  der  im  fünften  und  sechsten 
Hauptteil  entwickelten  Tatsache  zusammen,  daß  das  Doppelverhältnis  eines  Punkt- 
oder Strahlwurfes  bei  projektiver  (kollinearer  oder  reziproker)  Abbildung  invariant 
bleibt,  80  erkennt  man  den  Grund  dafür,  daß  die  Dreieckskoordinaten  zur  Behandlung 
der  projektiven  Geometrie  besonders  geeignet  sind.  Vgl.  hierzu  E.  Müller,  Die  ver- 
schiedenen Koordinatensysteme,  Encyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften, 
Bd.  m.     Teil  1.     Heft  4  (Leipzig  1910),  Seite  641. 
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wiederum,  daß  die  einzelnen  Grlieder  der  für  den  Stab  JJ  gegebenen  Viel- 
fachensumme 

(53)  ü=-\x^E^+yx,E^  +  Vi^E^, 

und  ebenso  die  Summen  je  zweier  dieser  Glieder  sich  als  Zurückleitungen 
des  Stabes   U  auffassen  lassen. 

Dazu  setze  man  in  die  Gleichung  (53)  für  die  Stabkoordinaten  u^,  Uj,  Uj 
ihre  Werte  aus  (54)  ein  und  erhält 

(66)  U^  [Ue,W,  +  We,-\E,  +  iUe,-\E,. 

Aus  der  Form  der  Glieder  rechter  Hand  folgt  aber  mit  Rücksicht 
auf  (13)  sofort,  daß  sie  die  Zurückleitungen  des  Stabes  U  auf  die  Seiten 
des  Fundamentaldreiecks  unter  Ausschluß  der  Gegenecken  sind.  Denn 
bezeichnet  man  diese  Zurückleitungen  mit  TT^,  W^,  W^,  so  wird  nach 
den  Gleichungen  (18)  des  4.  Abschnitts  und  (13)  in  der  Tat 

(67)  W,=^E,[Ue,l     W,  =  E,[Ue,l     W,=^  E,[Ue,-], 
oder  also 

(68)  TFi  =  u,E„     W,  =  n,E,,     W,  =  u,E,. 
Damit  ist  aber  wirklich  der  Satz  bewiesen: 

Satz  288:  Die  einzelnen  Glieder  der  Vielfachensumme  (53)  für 
den  Stab  ü  sind  die  Zurückleitungen  TT^,  W^,  W^  von  ü  auf 
die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  unter  Ausschluß  der 
Gegenecken. 

Hieraus  aber  folgt  wieder  nach  der  Entwickelung  auf  S.  44  des 
ersten  Bandes: 

Satz  289:  Die  drei  Summen  von  je  zwei  Gliedern  der  Viel- 
fachensumme (53)  für  ü  sind  die  zu  W^,  W^,  W^  ergänzenden 
Zurückleitungen  von  U,  das  heißt  die  Zurückleitungen  von  U 
auf  die  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  unter  Ausschluß  der 
Gegenseiten. 

Denn  diese  drei  Summen  geben  ja  zu  den  Größen  W^  addiert  die 
zurückgeleitete  Größe   ü. 

Bezeichnet  man  daher  noch  diese  Zurückleitungen  des  Stabes  U  auf 
die  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  unter  Ausschluß  der  Gegenseiten  mit 
Vi,  Fg,  Fg,  so  wird 

(69)  r,==}i,E,-\-u,E„     V,^\x,E,-\-Vi,E„     V,^  u,E,-{- n,E,. 
Andererseits  wird  nach  Gleichung  (17)  des  vierten  Abschnitts  und  (13) 

(70)  V,==[e,-UE,l     V,=^{e,-UE,\,     V,=^[e,-UE,]. 

Die  so  gewonnene  Auffassung  für  die  einzelnen  Glieder  der  Viel- 
fachensumme (53)  und  für  die  Summen  von  je  zweien  dieser  Glieder  er- 


Abschnitt  26,  Gleichung  (66)  bis  (72).     Satz  288  bis  290. 
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möglicht  es  nun  aber  tatsächlich,  für  diese  Größen  eine  Konstruktion  zu 
geben,  die  den  Kraftzerlegungen  in  der  Mechanik  entspricht,  so  daß  man 
dann  also  auch  für  die  Stabkoordinaten  u^  eine  mechanische  Beutung 
gewinnt. 

Nach  dem  Vorbilde  von  Seite  43  f.  des  ersten  Bandes  erhält  man 
nämlich  für  die  Zurückleitungen  W^  des  Stabes  ü  und  die  ergänzenden  Zu- 
rückleitungen F,  die  »3 
folgende  Konstruk- 
tion (vgl.  Fig.  17): 

Man  bringe  die 
Gerade  des  Stabes  ü 
zum  Schnitt  mit  der 
Dreiecksseite  E^  im 
Punkte  t^  und  ver- 
binde t^  mit  der  jener 
Seite  gegenüber- 
liegenden Ecke  e,.. 
Sodann  zerlege  man 
U  in  zwei  Kompo- 
nenten, die  den  Ge- 
raden der  Stäbe  E^ 
und  [<^ej  angehören, 
so  sind  diese  Kom- 
ponenten die  gesuch- 
ten Zurückleitungen 
Wi  und  F;.  des  Sta- 
bes  IL 

Für  die  Stab- 
koordinaten  Uj  selbst  ergibt  sich   dann   wegen  (68)  die  Darstellung 

(71) 


Fig.   17 


U,  = 


U,  = 


E, 


E, 


das  heißt,  man  hat  den  Satz: 

Satz  290:  Die  Dreieckskoordinaten  u,.  eines  Stabes  U  sind 
die  Verhältnisse  aus  seinen  Zurückleitungen  TF,  auf  die  Seiten 
des  Fundamentaldreiecks  unter  Ausschluß  der  Gegenecken  und 
a\is  den  in  diesen  Seiten  liegenden  Grundstäben  E^. 

Will  man  statt  der  Grundstäbe  E^  die  Seiten  S^  des  Fundamental- 
dreiecks   einführen,    so   hat  man  noch  die  Gleichungen  (18)  zu  benutzen 

und  erhält  so 

TTi  TTj  W, 


(72) 


^       ntj  nia  Sj '       2       nts  nii  (Sj '       ^       nti  ntj  Sj 
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Schließlich   möge  noch  bemerkt  werden,    daß    zur   Konstruktion   der 
drei  Zurückleitungen   TF,.  auch  schon  zwei  Parallelogrammkonstruktionen 

ausreichen.      Hat    man    nämlich    nach 
dem     soeben     entwickelten    Verfahren 
den  Stab    ü  in  seine  beiden  Kompo- 
nenten    Fj     und     TTg     zerlegt     (vgl. 
Fig.   18),    so   braucht   man    nur   noch 
den  Stab   Fg   als  Summe  zweier  Stäbe 
darzustellen,    die   in   den  Geraden   der 
Stäbe   Ej^   und   E^    liegen,    dann   sind 
diese  beiden  Stäbe 
die  gesuchten  bei- 
den    andern    Zu- 
rückleitungen }\\ 
und     TFg.      Eine 
solche     Summen- 
darstellung       ist 
immer      möglich, 
da  ja  nach  obiger 
Konstruktion    die 
Gerade    des    Sta- 
bes Fg  durch  den 
Punkt     e, ,      das 


Fig.  18. 


■3; 


heißt    durch    den 
Schnittpunkt   der   Geraden  von   E^   und   E^,   hindurchgeht. 


Die  DreiecksTwordinaten  des  unendlich  fernen  Stabes  J.  Wendet  man 
den  Begriff  der  Dreieckskoordinaten  eines  Stabes  auf  den  unendlich 
fernen  Stah  J  an,  für  den  wir  oben  auf  Seite  6  die  Darstellung  gefunden 
haben : 

(24)  J=m,E,-j-m,E,  +  m,E„ 

und  vergleicht  insbesondere  den  Ausdruck  (24)  mit  dem  für  einen  be- 
liebigen Stab  U  gegebenen  Ableitausdruck  (53),  an  den  wir  die  Er- 
klärung der  Dreieckskoordinaten  eines  Stabes  geknüpft  haben,  so  sieht 
man,  daß  die  Dreieckskoordinaten  des  unendlich  fernen  Stabes  J  mit  den 
Massen  der  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  übereinstimmen,  und  man 
hat  daher  den  Satz: 

Satz  291:  Die  Dreieckskoordinaten  des  unendlich  fernen 
Stabes  J  sind  gleich  den  Massen  der  Ecken  des  Fundamental- 
dreiecks. 


Abschnitt  25,  Gleichung  (73)  bis  (79).     Satz  291  und  292.  25 

Die  Gleichung  einer  Geraden  und  die  Gleichung  eines  Punktes  in  Drei- 
eckslioordinaten.  Es  ist  meist  nicht  nötig,  eine  Gerade  durch  eine  Glei- 
chung in  Punktkoordinaten  darzustellen,  da  es  für  gewöhnlich  bequemer 
sein  wird,  eine  Gerade  durch  einen  in  ihr  gelegenen  Stab  zu  bestimmen. 
Doch  kann  man  auch  leicht  den  Übergang  von  der  einen  zur  andern  Art 
der  Darstellung  machen. 

Ist  A  ein  beliebiger  Stab  und  x  der  laufende  Punkt  der  Geraden, 
die  durch  ihn  bestimmt  wird,  so  lautet  die  Gleichung  dieser  Geraden 

(73)  [Ax\  =  0. 

Ersetzt  man  in  ilir  den  Stab  A  und  den  Punkt  x  durch  ihre  Ableit- 
ausdrücke: 

(74)  ^  =  Ol  j^i  +  02^2  +  Ö3-E^3     und 

(75)  X  =  Ji^i  4-  Ja^a  +  £3^3. 
so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (73)  in 

(76)  a^ji  +  0252  +  03^3  =  0. 

Damit  ist  für  eine  Gerade,  die  den  Stab  A  enthält,  die  Gleichung  in 
Punktkoordinaten  gefunden.  Es  gehört  aber  auch  umgekehrt  einer  Ge- 
raden, deren  Gleichung  in  Punktkoordinaten  die  Form  (76)  hat,  der  Stab 
(74)  an.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  292:    Die  Gleichung  einer  Geraden,  die  den  Stab 

(74)  ^  =  0i£'i  +  a2^2  +  a3i?3 

enthält,  lautet  in  Punktkoordinaten  j^,  ^2?  Es?  bezogen  auf  das 
durch  die  drei  Stäbe  E^,  E^,  E^  bestimmte  Fundamentaldreieck: 

(76)  ttiJi  -f-  a^l^  +  OaJs  =  0; 

und  umgekehrt  gehört  der  durch  die  lineare  homogene  Glei- 
chung (76)  in  Punktkoordinaten  dargestellten  Geraden  der 
Stab  (74)  an. 

Will  man  andererseits  einen  Punkt  a  durch  eine  Gleichung  in  Linien- 
koordinaten darstellen,  so  bilde  man  zunächst  seine  Stabgleichung,  welche 
offenbar  lauten  wird: 

(77)  [aC/]  =  0, 

wo  ü  einen  veränderlichen  Stab  bedeutet,  dessen  Gerade  durch  den 
Punkt  a  hindurchgeht.  Ersetzt  man  in  der  Gleichung  (77)  den  Punkt  a 
imd  den  Stab   U  durch  ihre  Ableitausdrücke: 

(78)  a  =  a^ei  +  02^2  -f-  o-^e^    und 

(79)  U  =  u,E,  i- )X^E^ -\- Vi^E^, 
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SO  verwandelt  sich  die  Gleichung  (77)  in 

(80)        .  Qi  «1  +  a2«2  +  OgUg  =  0 . 

Damit  ist  für  den  Punkt  a  die  Gleichung  in  Linienkoordinaten  gefunden, 
und  da  auch  die  umgekehrte  Schluß  weise  zulässig  ist,  so  hat  man  den  Satz: 

Satz  293:   Die  Gleichung  des  Punktes 

(78)  a  =  a^e^  +  a^e^  +  a^e^ 

in  Linienkoordinaten  u^,  u^,  Ug  bezogen  auf  das  Dreieck  mit  den 
Ecken  e^,  Cg,  e^  als  Fundamentaldreieck  lautet: 

(80)  QiUi  +  Q2U2  +  a3U3  =  0; 

und    umgekehrt   läßt   ein   Punkt,    dessen    Gleichung   in   Linien- 
koordinaten die  Form  (80)  hat,  die  Darstellung  (78)  zu. 
Man  kann  noch  hinzufügen:  Die  Gleichung 

(81)  [Ux]  =  0 

ist  die  Gleichung  für  das  Vereintliegen  (die  Lizidenz)  des  Punktes  x  und 
des  Stabes  ü  (vgl.  Seite  41  des  ersten  Bandes),  das  heißt,  sie  ist  bei 
konstantem  U,  aber  veränderlichem  oc  die  Gleichung  der  Geraden  des 
Stabes  U  in  Punktkoordinaten,  und  bei  konstantem  x,  aber  veränderlichem 
U  die  Gleichung  des  Punktes  x  in  Stabkoordinaten.  Bei  Einführung  der 
Werte  (25)  und  (53)  nimmt  übrigens  die  Gleichung  (81)  die  Form  an 

(82)  .     UiJi  +  UgJa  +  UsSa^O, 

und  umgekehrt  läßt  sich  jede  Gleichung  von  der  Form  (82)  auch  in  der 
Form  (81)  schreiben.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  294:  Jede  in  den  Dreieckskoordinaten  j^,  jg;  h  eiiies 
Punktes  lineare  homogene  Gleichung  ist  die  Gleichung  der- 
jenigen Geraden,  deren  Linienkoordinaten  in  bezug  auf  dasselbe 
Dreieckskoordinatensystem  die  Koeffizienten  jener  Gleichung 
sind  und  jede  in  den  Dreieckskoordinaten  u^,  Ug,  Ug  eines  Stabes 
lineare  homogene  Gleichung  ist  die  Gleichung  desjenigen 
Punktes,  dessen  Punktkoordinaten  in  bezug  auf  dasselbe  Drei- 
eckskoordinatensystem mit  den  Koeffizienten  jener  Gleichung 
übereinstimmen. 

Die  Länge  des  Einheitsstabes  und  eines  heliebigen  Stabes,  die  Masse 
des  EinheitspunMes  und  eines  beliebigen  Punktes.  Es  ist  weiter  noch  von 
Interesse,  die  Länge  I'  des  Einheitsstabes  durch  seinen  Abstand  vom 
Einheitspunkte   und    die   Masse   m'  dieses   Punktes    auszudrücken.     Dazu 


Abschnitt  25,  Gleichung  (80)  bis  (88).     Satz  298  bis  295.  27 

führe  man  in  die  Erklärungsgleichungen  des  Einheitsstabes  und  Einheits- 
punktes 
(58)  E  =  E^ -\- E^  +  E^    und 

(2)  e  =  Cj  +  Cg  +  ^3 

für  E  und  e  ihre  Werte  aus  (59)  und  (4)"  ein  und  erhält  die  Gleichungen 

(83)  VF  =E^-\-E^-\-E^     und 

(84)  mr=  61  +  ^2  +  63. 

Diese  beiden  Gleichungen  (83)  und  (84)  multipliziere  man  mitein- 
ander unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (13)  und  (14),  so  ergibt 
sich  für  die  Länge  I'  des  Einheitsstabes  die  Gleichung 

(85)  \'m'[Ff]  =  3. 

Das  hier  auftretende  Produkt  [Ffl  besitzt  nun  aber  eine  einfache 
geometrische  Bedeutung.  Denn  da  der  Stab  F  die  Länge  1  hat,  und  auch 
der  Punkt  f  ein  einfacher  Punkt  ist,  so  ist  das  Blatt  [jP/*]  gleich  dem 
Abstände  des  Einheitspunktes  vom  Einheitsstabe  und  zwar  ist  dieser  Ab- 
stand positiv  zu  nehmen,  weil  nach  der  Festsetzung  auf  Seite  18  der  Sinn 
des  einfachen  Stabes  F  so  gewählt  werden  sollte,  daß  das  Produkt  \Ff^ 
positiv  wird.  Bezeichnet  man  daher  noch  den  positiv  genommenen  Ab- 
stand des  Einheitspunktes  und  Einheitsstabes  mit  q',  so  läßt  sich  die 
Gleichung  (85)  in  der  Form  schreiben 

(86)  I'm'q'  =  3, 

und  man  erhält  also  für  die  Länge  V  des  Einheitsstabes  den  Wert 

(87)  r=-4-,. 

Aus  ihm  folgt  insbesondere,  da  q'  positiv  ist,  der  Satz: 

Satz  295:  Die  Längenzahl  I'  des  Einheitsstabes  hat  immer 
dasselbe  Vorzeichen  wie  die  Masse  m'  des  Einheitspunktes. 

Die  Formeln  (86)  und  (87)  lassen  sich  sehr  leicht  dadurch  verall- 
gemeinern, daß  man  in  der  obigen  Entwickelung  an  die  Stelle  des  Ein- 
heitsstabes oder  des  Einheitspunktes  einen  beliebigen  Stab  ü  oder  einen 
beliebigen  Punkt  x  treten  läßt. 

Führt  man  nämlich  in  die  Gleichung 

(53)  U=Vi,E^  +  vi^E^-^Vi^E^ 

für  V  seinen  Wert  aus  (55)  ein  und  multipliziert  die  ehtstehende  Gleichung 

(88)  IT  =  UiJ5;i  +  UsEa  +  u,E3 
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mit  der  Gleichung  (84),  so  ergibt  sich  für  die  Längenzahl  t  des  Stabes 
TJ  die  Gleichung 

(89)  Itn'[T/-]  =  Ui  +  U2  +  U3. 

Hier  ist  dann  jetzt  das  Produkt  [Tf^  der  positiv  genommene  Abstand 
p'  des  Stabes  TJ  vom  Einheitspunkte  (vgl.  Seite  15);  die  Gleichung  (89) 
nimmt  daher  die  Form  an 

(90)  Im>'  =  Ui-f  Ug  -f-Ug. 

Und  diese  Gleichung  liefert,  falls  m'  und  p'  von  Null  verschieden  sind, 
für  die  Längenzahl  I  des  Stabes   TJ  den  Wert 

(91)  I  =  JL"i±^±ik. 

Schließlich  hat  man  noch  die  au  der  Formel  (91)  dualistisch  ent- 
sprechende Formel  zu  entwickeln.     Dazu  setze  man  in  die  Gleichung 

für  X  seinen  Wert  aus  (26)  ein,  wodurch  sie  übergeht  in 

(92)  mt  =  Jißi  +  EgCg  +  £363, 

und  multipliziere  dann  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  (83).  So  er- 
hält man 

(93)  \'m\_F{\  =  i,  +  i,  +  i,. 

Hier  stellt  das  Produkt  [Ff]  den  Abstand  q'  des  Punktes  x  vom  Einheits- 
stabe E  dar,  dieser  Abstand  positiv  oder  negativ  genommen,  je  nachdem 
der  Punkt  x  auf  derselben  Seite  des  Einheitsstabes  liegt  wie  der  Ein- 
heitspunkt oder  nicht.  Die  Gleichung  läßt  sich  daher  auch  in  der  Form 
schreiben 

(94)  t'mq'  =  Ji  +  E2-f-£3. 

Man  findet  also,  falls  V  und  q'  von  Null  verschieden  sind,  für  die  Masse 
m  des  Punktes  x  den  Wert: 

(95)  tn  =  -^  ii+i^+i.  . 

Übergang  zu  den  Cartesischen  Koordinaten.  Besondere  Wahl  der  Ecken 
des  Fundamentaldreieclis  und  des  EinheitspunMes.  Will  man  von  den 
Dreieckskoordinaten  zu  schiefwinkligen  oder  rechtwinkligen  Cartesischen 
Koordinaten  übergehen,  so  hat  man  zwei  von  den  drei  Ecken  des  Fun- 
damentaldreiecks, etwa  die  Punkte  e^  und  e^,  auf  den  positiven  Seiten  der 
Koordinatenachsen  des  Cartesischen  Systems  ins  Unendliche  rücken  zu 
lassen,  die  dritte  Ecke  e^  aber  zum  Anfangspunkt  des  Koordinatensystems 
zu  machen.  Den  Einheitspunkt  e  wählt  man  dabei  am  besten  so,  daß 
seine  Koordinaten  auch  im  Cartesischen  System  die  Werte  1,  1  erhalten. 


Abschnitt  25,  Gleichung  (89)  biß  (97).  29 

Dazu  hat  man  einen  Rhombus  zu  konstruieren,  dessen  Seite  gleich  der 
Längeneinheit  ist,  und  der  sich  an  die  positiven  Seiten  der  Koordinaten- 
achsen anlehnt.  In  diesem  Rhombus  ist  dann 
die  Gegenecke  des  Anfangspunktes  e^  der  durch 
die  obige  Forderung  charakterisierte  Einheits- 
punkt e  (vgl.  Fig.  19). 

Durch  diese  Wahl  des  Einheitspunktes 
und  die  auf  Seite  2  gestellte  Bedingung, 
daß    das    äußere    Produkt    [eiCgCs]    der    drei 

Grundpunkte  =  1  sein  solle,  ist  dann  sowohl         ^ ^L__^^/ 

die    Masse    des  Anfangspunktes  e^  wie    auch 

die   Länge    und    der    Sinn    derjenigen   beiden 

Strecken  e^  und  Cg  bestimmt,  die  als  die  greifbaren  Bilder  der  unendlich 

fernen  Ecken  des  Koordinatendreiecks  erscheinen  (vgl.  Seite  3  ff.  des  ersten 

Bandes). 

Bezeichnet  man  nämlich  wieder  die  Massen  der  vier  Punkte 

^i;      «2>      ^3>      ^      ™i^ 

nti,  ntg,  ntj,  m' 
und  die  mit  ihnen  zusammenfallenden  einfachen  Punkte  mit 

II)     tu     tzy     17 
so    lassen    sich   zunächst    die   Massen   ntj,   ntg,   Hlj   der  drei  Grundpunkte 
vermöge  der  obigen  Formeln 

(8)         "^^^"^{uunv  "^^-"^[hunv  ^'    ^[Afj.i 

bis  auf  einen  Proportionalitätsfaktor  tn'  bestimmen.  Dazu  denke  man 
sich  die  Lidizes  1  und  2  auf  die  beiden  Punkte  f^  und  f^  in  der  Weise 
verteilt,  daß  das  Produkt  {fif2f3]  positiv  wird;  dann  werden  mit  Rücksicht 
auf  die  Lage  des  Einheitspunktes  und  der  Punkte  f^  und  f^  nach  Seite  2  f. 
auch  die  Produkte 

[fnfzi  [ffM>  iffiQ 

positiv,  und  ebenso  werden  die  auf  Seite  8  eingeführten  Größen  g^,  §2»  ht 
welche  die  mit  einem  gewissen  Vorzeichen  versehenen  Seitenlängen  des 
Fundamentaldreiecks  darstellten,  nach  der  dort  gegebenen  Festsetzung  über 
das  Vorzeichen  sämtlich  positiv.  Mit  Rücksicht  hierauf  erhält  man  für 
die  Brüche  auf  der  rechten  Seite  von  (8)  die  Werte: 

und  die  Gleichungen  (8)  verwandeln  sich  also  in 
(97)  nii==m'     ,    m^  =  m' -^- ,    mg  =  m'. 
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Führt  man  aber  die  drei  Werte  (97)  für  rtii,  VX^,  ntg  in  die  Gleichung 

(10)  vxim^mslfjj^]  ==  1 

ein,  die  mit  der  Gleichung 

(9)  [e^e^e^]  =  1 

gleichbedeutend  ist,  so  erhält  man  die  Gleichung 

und  somit  für  m'  den  Wert 

(98)  ^'-V^a 
Nun  ist  das  Produkt 

(99)  [/i/;/;]  =  §1^2  sin  f, 

vorausgesetzt,  daß  unter  f  der  positiv  zu  rechnende  konkave  Winkel  ver- 
standen wird,  den  die  Stäbe  [fsfi\  und  [f^f^]  mit  einander  einschließen. 
(Vgl.  die  auf  Seite  29  gemachten  Angaben  über  das  Vorzeichen  von 
1/1/2/3]  >  ^1  ^^^  ^2-)     -^i®  Gleichung  (98)  verwandelt  sich  daher  in 

(100)  ^'==57^5 

y  sm  r 

und  die  drei  Gleichungen  (97)  gehen  über 

jL  JL 

(101)  nti  =  3-^,    m2  =  «-i=,    m^  =  ,-==, 

y  sm  f  y  sm  f  y  sm  ! 

wobei  mit  Rücksicht  auf  die  oben  (auf  Seite  1)  hinsichtlich  der  Massen 
Jtti,  nig,  tttg  getroffene  Voraussetzung  die  dritte  Wurzel  überall  reell  zu 
nehmen  ist ;  ja,  wegen  der  soeben  gemachten  Festsetzung  über  den 
Winkel  !  ist  diese  Wurzel  sogar  stets  positiv. 

Beachtet  man  jetzt  noch,  daß  die  Seiten  §>^  und  §2  des  Fundamental- 
dreiecks unendlich  lang  sind,  so  nehmen  die  Gleichungen  (101)  die 
Form  an: 

(102)  m,  =0,    «12  =  0,    ntg  =  3-^  ■ 


sin  l 
Aus  der  dritten  von  diesen  Gleichungen  folgt  wegen  (1),  daß 

(103)       .  '^-^,> 

ysm  ! 

während  die  beiden  ersten  Gleichungen  (102)  zeigen,  daß  die  Massen  m^ 
und  m2  der  beiden  unendlich  fernen  Ecken  e^  und  e^  des  Fundamental- 
dreiecks verschwinden.  Nun  ist  aber  ein  unendlich  ferner  Punkt  von  der 
Masse  0,  durch  Angabe  der  Linie,  auf  der  er  liegen  soll,  als  Größe  noch 
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gar  nicht  bestimmt;  denn  es  führt  zum  Beispiel  die  Konstruktion  der 
Summe  eines  einfachen  Punktes  der  Ebene  und  eines  unendlich  fernen 
Punktes  von  der  Masse  0  zu  l'einem  eindeutigen  Ergebnis  (vgl.  Seite  3  f. 
des  ersten  Bandes).  Man  weiß  nur,  daß  jener  einfache  Punkt  durch  die 
Vermehrung  um  den  unendlich  fernen  Punkt  von  verschwindender  Masse 
auf  der  Geraden  verschoben  wird,  die  von  dem  einfachen  Punkte  nach 
dem  unendlich  fernen  Punkte  hinführt,  die  Größe  und  der  Sinn  dieser 
Verschiebung  bleibt  dagegen  völlig  unbestimmt. 

Um  diese  Unbestimmtheit  aufzuheben,  muß  man  für  den  unendlich 
fernen  Punkt  noch  eine  Differenzdarstellung  aufsuchen,  durch  die  neben 
der  Richtung  jener  Verschiebung  auch  noch  deren  Größe  und  Sinn  ange- 
geben wird,  welche  also  den  unendlich  fernen  Punkt  als  Strecke  charakteri- 
siert (vgl.  Seite  4  f.  des  ersten  Bandes). 

Nun  erkennt  man  aber  leicht,  daß  die  unendlich  fe^'nen  Ecken  e^  und 
«2  des  Fundamentaldreiecks  durch  die  oben  getroffene  Verfügung  über  die 
Lage  des  Einheitspunktes  nicht  nur  hinsichtlich  ihrer  Massen.,  sondern  auch 
als  Strecken  bereits  vollständig  bestimmt  sind.  Dazu  bezeichne  man  noch 
die  Zurückleitungen  des  Einheitspunktes 

(104)  e  =  e^  -f-  ßg  -I-  Cg 

auf  die  Seiten  [e^e^]  und  [e^e.^]  des  Fundamentaldreiecks  unter  Ausschluß 
der  gegenüberliegenden  Ecken  e^  und  e^  mit  e^  und  e^  (vgl.  Seite  13), 
setze  also 

«4  =  «3  +  «1 


(105) 

I  ^5  —  ^3   "l"   ^2- 

Dann  sind  nach  dem  Begriffe  der  Zurückleitung  (vgl.  Seite  41  f.  des  ersten 
Bandes)  diese  Punkte  e^  und  e^  nichts  anderes  als  die  dritte  und  vierte 
Ecke    des    in  der  Figur  1 9  konstruierten  Rhombus.     Ihre  Massen  ferner 

stimmen  mit  denen  des  Punktes  e^  überein,  sind  also  gleich  ,  •     Be- 

ysinl 
zeichnet  man  daher  noch  die  mit  e^  und  e^  zusammenfallenden  einfachen 

Punkte  mit  f^  und  f^,  so  wird 

(106)  e,  =  3-4^ ,     ^5  =  5^  • 

y  sin  f  y  sin  f 

Und  löst  man  die  Formeln  (105)  nach  e^  und  e^  auf  und  setzt  zugleich 
für  ^3,  e^,  «5  ihre  Werte  aus  (103)  und  (106)  ein,  so  erhält  man 


(107) 


y  sm  f 

^i  "^  h       ^3  ^  37^.- ,.  V  5       /a)- 
yaia  i 
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Da  aber  die  Strecken  f^  —  f^  und  f^  —  f^  die  Strecken  der  vom  Punkte  f^ 

ausgehenden  Seiten  des  „Koordinatenrhombus"  sind,  und   diese  nach  der 

Voraussetzung  die  Länge  1   besitzen,   so   stimmen  die  Strecken  e^  und  e^ 

nach  Richtung  und  Sinn  mit  den  positiven  Seiten  der  Koordinatenachsen 

überein  und  besitzen  die  Länge 

1 

für  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem  insbesondere  die  Länge  1.    Für 

ein  solches  wird  zugleich  wegen  (101)  die  Masse  ntj  des  Anfangspunktes 

63  gleich  1. 

In  jedem  PaUe  aber  stimmen,  wie  die  Vergleichung  mit  (102)  oder 

(103)  zeigt,  die  Längen  der  Strecken  e^  und  e^  mit  der  Masse  ö-:=zz  des 

ysin  I 
Punktes  e^  überein.     Beachtet  man  daher,  daß  sich   der  Satz  4  auch  in 

der  Form  aussprechen  läßt: 

Vermehrt  man  einen  vielfachen  Punkt  von  der  Masse  nt  um 

eine   Strecke  g,   so   erhält  man  wieder  einen   vielfachen  Punkt, 

der  mit  jenem  Punkte  gleiche  Masse  hat  und  gegen  ihn  um  die 

Strecke  —   verschoben   ist,   so  folgt,    faUs   0  und   b   zwei  Zahlgrößen 

sind,  daß  auch  für  ein  schiefwinkliges  Koordinatensystem  die  Summen 

63  +  ae^     und     63  +  0^2 

diejenigen  Punkte  der  Koordinatenachsen  darstellen,  die  vom  Anfangspunkte 
die  Entfernungen  |  a  |  und  |  6  [  haben  und  auf  der  positiven  oder  negativen 
Seite  der  Koordinatenachsen  liegen,  je  nachdem  die  Zahlgrößen  Q  und  6 
positiv  oder  negativ  sind. 

Beziehungen  zwischen  den  so  gewonnenen  speziellen  DreiecJcskoordinaten 
und  den  Cartesischen  Koordinaten  eines  PunMes.  Nach  diesen  Vorbe- 
reitungen ist  es  nicht  mehr  schwer,  die  Beziehungen  zwischen  den  Drei- 
eckskoordinaten jj,  ^2?  h  ^^^  ^^^  Cartesischen  Koordinaten  eines  Punktes  x 
aufzufinden.  Auf  Seite  9  erhielten  wir  für  die  Dreieckskoordinaten  Ji,  fg»  h 
die  Formeln: 

J2==in3mim§2^2 

Dividiert  man  diese  Gleichungen  mit  dem  Produkte  ntiingingTn  aUer  in 
ihnen  auftretenden  Massen  und  setzt  linker  Hand  für  den  Bruch  — 

ntj   lltj  TOg 

seinen  Wert  [fifcifz]  aus  (10)  ein,  so  erhält  man  die  Formeln 


Abschnitt  26,  Gleichungen  (108)  biß  (112). 
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ITihTsi  n,        ^^ 


(108) 

oder  wegen  (101) 

(109) 

Nun  ist  nach  (99) 

(110) 

und  andererseits  ist 

(111)  hPs  =  [fif,Q- 

Setzt  man  aber  die  Werte  (HO)  und  (111)  in  die  Gleichungen  (109)  ein 
und  dividiert  mit  Ifif2f3],  so  verwandeln  sich  diese  Gleichungen  in: 


[Af,f.\ 


hh  = 


sinf 


(112) 


sinÄ 


sin  I 


sin  ! 


m 


=  l^sin  ! 


Betrachtet  man  jetzt  die  Gerade  des  Stabes 
r4 


Fig    20. 
Oraflmann:  Projektive  Geometrie  d.  Ebene.     11. 


J&2  =  [^361]  als  Abszissenachse 

und  die  Gerade  des  Stabes 

—  Ey  =  [6362]  als  Ordinatenachse 

eines  Carfesischen  Koordinaten- 
systems (vgl.  Fig.  20)  und  be- 
stimmt femer  die  positiven  Seiten 
der  Achsen  dieses  Cartesischen 
Systems  entsprechend  dem  Sinn 
E^,  so  wird 
der  Winkel  !  zu- 
gleich der  konkave 
Winkel  zwischen 
den  positiven  Seiten 
der  Abszissen-  und 
Ordinaten  -  Achse 
3 


der  Stäbe  E^  und 


■►5 
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des  Cartesischen  Systems,  und  bezeichnet  man  endlich  die  Koordinaten 
des  Punktes  x  in  dem  so  definierten  Cartesischen  System  mit  j  und  ^,  so 
wird  auch  dem  Vorzeichen  nach  (vgl.  Seite  8  f.) 

sm  t        ^ 

.  sm  i         '' 
Die  Gleichungen  (112)  lassen  sich  daher  auch  in  der  Form  schreiben: 

f|  =  |/slnTj 


(113) 


(114) 


l^t'sinf^ 
^-  =  f/sST. 


Mau   erhält  also  durch  Division  für  die  Verhältnisse  -  und  -    die  Werte 

Es  Es 

fEi  „ 

Es         * 


(115) 


1-^^ 


das  heißt:  Bei  der  von  uns  getroffenen  Wahl  der  drei  Grundpunkte  e^,  e«»  ^a 

und  des  Einheitspunktes  e  werden  die  Verhältnisse  -  und  —  der  Dreiecks- 
,         ,.  .  Es  Es 

koordmaten  j^,  jg?  Ss  eines  Punktes  x  zugleich  seine  Cartesischen  Koordi- 
naten i  und  ))  in  bezug  auf  die  Koordinatenachsen  \e^e^\  und  \e^e^. 

Beziehungen  zwischen  den  zugehörigen  speziellen  Dreieckshoordinaten 
eines  Stabes  und  den  Hesseschen  LinienJcoordinaten  seiner  Geraden.  Zum 
Schlüsse  endlich  möge  noch  untersucht  werden,  ob  bei  dem  so  gewonnenen 
Übergange  von  dem  Dreieckskoordinatensystem  zu  den  Cartesischen  Ko- 
ordinaten auch  die  Verhältnisse  —  und  —  der  Dreieckskoordinaten  u,,U9,u, 
eines  beliebigen  Stabes  U  in  bezug  auf  das  Pundamentaldreieck  e^e^e^  und 
den  Einheitspunkt  e  in  die  Hesseschen  Linienkoordinaten  u,  ö  der  Geraden 
dieses  Stabes  in  bezug  auf  das  oben  eingeführte  Cartesische  Achsenkreuz 
übergehen,  das  heißt  in  die  Ausdrücke 

(116)  U  = und     ö^  — y, 

unter  o  und  6  die  mit  passenden  Vorzeichen  versehenen  Stücke  ver- 
standen, welche  die  Gerade  des  Stabes  ü  von  den  Koordinatenachsen  ab- 
schneidet^) (vgl.  Fig.  21). 

1)  J.  Plücker,  dem  wir  den  Begriff  der  Linienkoordinaten  verdanken,  bezeich- 
nete die  drei  Konstanten  J.,  JS,  (7  der  Gleichung 


Abschnitt  26,  Gleichungen  (113)  bis  (116). 
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Um  dies  zu  prü- 
fen, denke  man  sich 
einstweilen  noch  das 
Koordinatendreieck 
endlich  und  gehe 
zurück  auf  die  Glei- 
chungen (57)  für  die 
Stabkoordinaten: 

(57)    u,  =  mjqa, 
Ug  =  tnglqa, 

aus  denen  für  die 
beiden  in  Frage 
stehenden  Verhält- 
nisse 


und  --  die 


einer  Geraden  in  recht- 
winkligen oder  schief- 
winkligen Punktkoordi- 
naten j,  t)  als  (homogene) 
Linienkoordinaten  jener 
Geraden  in  bezug  auf 
das  zu  Grunde  gelegte 
rechtwinklige 
schiefwinklige 
natensystem. 
J.  Plücker, 
eine  neue  Art, 


oder 

Koordi- 

Vgl. 

üeber 

der 


Fig.  21. 


analytischen  Geometrie 
Punkte  und  Curven  durch  Gleichungen  darzustellen.  Journal  für  die  reine  und  an- 
gewandte Mathematik  Bd.  6  (1830).  Seite  107 ff.  oder  das  Werk  desselben  Ver- 
fassers: Analytisch-geometrische  Entwicklungen  Bd.  2.  Essen  1831.  Seite  1  ff .  und 
Vorrede  Seite  VII. 

Neben  diesen  drei  homogenen  Plückerschen  Linienkoordinaten  benutzte  0.  Hesse 
auch  nichthomogene  Linienkoordinaten.  Er  gab  dazu  der  Gleichung  der  Geraden  die 
besondere  Form: 

UE  +  t)t)  -f  1  =  0 

und  führte  die  beiden  in  ihr  auftretenden  Koeffizienten  u  und  ö  von  j  und  \)  als 
nichthomogene  Linienkoordinaten  in  bezug  auf  das  rechtwinklige  oder  schiefwinklige 
Achsenkreuz  in  die  Betrachtung  ein.  Dieselben  haben  die  durch  die  Gleichungen  (116) 
angegebene  geometrische  Bedeutung  und  sind  von  mir  oben  als  Hessesche  Linien- 
koordinaten bezeichnet.  Vgl.  0.  Hesse,  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geo- 
metrie der  geraden  Linie,  des  Punktes  und  des  Kreises  in  der  Ebene.  Zweite  Auf- 
lage.    Leipzig  1873.     Seite  47  ff.  und  Seite  109  f. 

8* 
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Werte  folgen: 

(117)  h^^rCk       ^^^      .«?__«ki. 

und  diese  verwandeln  sich,  wenn  man  e^  und  e^  ins  unendliche  rücken 
läßt,  wegen  (101)  in: 

(118)  ^  =  ~^     und     -"i==l^. 

Nun  bestehen  aber  auch  noch  bei  endlicher  Lage  der  Punkte  e^  und 
e.2  wegen  der  Ähnlichkeit  der  beiden  Paare  rechtwinkliger  Dreiecke,  die 
von  der  Geraden  des  Stabes  Z7,  den  Abständen  q^,  q^  und  q^,  q^  und  den 
Koordinatenlinien  e^e^  und  e^e^  gebildet  werden  (vgl.  Fig.  21),  mit  Rück- 
sicht auf  die  auf  Seite  15  gegebene  Vorzeichenbestimmung  der  Abstände 
q^,  q^,  qg  die  Proportionen 

^  =  b-^     und     5^  =  ^^. 

Und  setzt  man  diese  Werte  für  die  Verhältnisse  —   und  --  in  die  Glei- 
chungen (118)  ein,  so  verwandeln  sich  diese  in 

(119)  Ä=.!i^i     und     h^^r-^    1 


«3  ^2—0  Ug  §1      —  b 

Sobald  aber  die  Punkte  e^  und  Cg  ins  Unendliche  fallen,  nehmen  die  Brüche 
-^-r —  und    ^  beide  den  Wert  1  an,  und  die  Gleichungen  (119)  gehen 

daher  wirklich  über  in 

(120)  ^  =  _1     und    ^  =  -i 
^       ^  Us  a  Ug  b 

oder  wegen  (116)  in 

(121)  ^  =  U     und     ^  =  ö. 
Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  296:  Verfügt  man  über  die  Bestimmungsstücke  eines 
Dreieckskoordinatensystems  in  der  Weise,  daß  man  die  beiden 
ersten  Ecken  Cj  und  e^  des  Fundamentaldreiecks  in  die  unend- 
lich ferne  Gerade  verlegt  und  zwar  zwei  Strecken  gleich  macht, 

die  mit  einander  den  Winkel  !  einschließen  und  die  Länge  „ 

y  sin  f 

besitzen,  während  man  als  dritte  Ecke  e^  einen  beliebigen  im 
Endlichen  liegenden  Punkt  verwendet,  dessen  Masse   ebenfalls 

gleich    3 ist,  so  sind  die  Verhältnisse  —  und  —  der  Dreiecks- 

|/sin  f  Es  Es 

koordinaten  j^,  jg,  jg  eines  jeden  Punktes  x  in  bezug  auf  jenes 
besondere  Fundamentaldreieck  gleich  den  Cartesischen  Koordi- 
naten j  und  t)  dieses  Punktes  in  bezug  auf  die  Koordinaten- 
achsen   [egßj]    und   [egög];    und    zugleich    sind    die  Verhältnisse  ~ 


Abschnitt  25,  Gleich.  (117)  bis  (121);  Abschnitt  26,  Gleich.  (1).  Satz  296  u.  297.    37 
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und  "  der  Dreieckskoordinaten  u^,  U^,  Ug  eines  jeden  Stabes  ü 
in  bezug  auf  dieses  Fundamentaldreieck  gleich  den  Hesseschen 
Linienkoordinaten  u  und  0  der  Geraden  jenes  Stabes  in  bezug 
auf  dieselben  Koordinatenachsen. 

Der  Satz  vereinfacht  sich  etwas,  wenn  das  Cartesische  Koordinaten- 
system rechtwinklig  ist;   alsdann  nämlich  nimmt  der  Satz  die  Form  an: 

Satz  297:  Verfügt  man  über  die  Bestimmungsstücke  eines 
Dreieckskoordinatensystems  in  der  Weise,  daß  man  die  beiden 
ersten  Ecken  e^  und  e^  des  Fundamentaldreiecks  in  die  unend- 
lich ferne  Gerade  verlegt,  und  zwar  zwei  Strecken  gleich  macht, 
die  auf  einander  senkrecht  stehen  und  die  Länge  1  haben, 
während  man  als   dritte  Ecke  e^  einen  beliebigen  im  Endlichen 

liegenden  einfachen  Punkt  verwendet,  so  sind  die  Verhältnisse  ^ 

Es 

und  "  der  Dreieckskoordinaten  j^,  jj,  jg   eines  jeden  Punktes  x 

in  bezug  "auf  jenes  besondere  Fundamentaldreieck  gleich  den 
rechtwinkligen  Koordinaten  j  und  t)  dieses  Punktes  in  bezuo- 
auf  die  Koordinatenachsen  [e^e^  und  \e^e^,  und  zugleich  sind 
die  Verhältnisse  -  und  —  der  Dreieckskoordinaten  u, ,  u,,  u., 
eines  jeden  Stabes  U  in  bezug  auf  dieses  Fundamentaldreieck 
gleich  den  Hesseschen  Linienkoordinaten  u  und  ö  der  Geraden 
jenes  Stabes  in  bezug  auf  dasselbe  rechtwinklige  Koordinaten- 
system. 

Abschnitt  26. 
Harmonische  Beziehungen  am  vollständigen  Viereck  und  Vierseit. 

Harmonische  PunJctwürfe  auf  den  3  Nebenseiten  eines  vollständigen 
Vierecks.  In  der  oben  (auf  Seite  1  ff.)  gegebenen  Entwickelung  zur  Ein- 
führung des  Dreieckskoordinatensystems  bildeten  die  drei  Grundpunkte 
Cj,  «2  7  ^3  zusammen  mit  dem  Einheitspunkte  e  ein  Viereck,  von  dem  keine 
drei  Ecken  in  einer  Geraden  liegen.  Man  wird  daher  für  die  Untersuchung 
der  Eigenschaften  eines  solchen  Vierecks  die  dort  getroffene  Verfügung 
über  die  Massen  der  drei  Grundpunkte  beibehalten  können,  dabei  aber 
gut  tun,  die  dem  Einheitspunkte  e  bisher  eingeräumte  Sonderstellung 
wenigstens  zum  Teil  dadurch  zu  beseitigen,  daß  man  für  den  negativ  ge- 
nommenen Einheitspunkt  —  e  em  neues  Zeiclien  einführt,  also  etwa 

(1)  e,  =  -e. 

setzt.    Alsdann  nimmt  die  Beziehung  (2)  des  vorigen  Abschnitts  zwischen 
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dem  Einheitspunkte  und  den  drei  Grundpunkten  die  Form  an^) 

(2)  ei  +  e2  +  e3  +  e,  =  0. 
Für  jeden  von  den  drei  Punkten 

(3)  «  =  64  +  61       &  =  64  +  gg       C  =  ^4  +  63 

erhält  man  dann  noch  eine  zweite  Darstellung;  denn  es  wird  wegen  (2) 

[0  =  64  +  ej  =  — (63  +  63) 

(4)  6  =  e^  4-  Cg  ==  —  (63  +  ej 

U  =  64  4-  ^3  =  —  (e^  +  62). 

Diese  Gleichungen  zeigen,  daß 

der  Punkt  a  sowohl  der  Geraden  e^e^  wie  der  Geraden  e^e^  angehört,  daß  femer 

„       ,  daß  endlich 


J7 

6463 

« 

» 

» 

J> 

6463 

« 

W 

}} 

6061 


"1  Co 


Die  drei  Punkte  a,  &,  c  sind  daher  die  Schnittpunkte  der  drei  Paare 
Gegenseiten  des  vollständigen  Vierecks  e^e^e^e^,  oder  was  dasselbe  ist,  die 
Nebenecken  dieses  vollständigen  Vierecks  (vgl.  Fig.  22). 


a+b 


Fig.  22. 


Fig.  23. 


Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  (4)  folgt  nun  aber  durch  Sub- 
traktion die  Gleichung: 
(5)  h  —  c  =  e^  —  63, 

welche  zeigt,  daß   der  Punkt  b  —  c  der  Schnittpunkt   der  Nebenseite  hc 
des  vollständigen  Vierecks  e^e^e^e^  mit  dessen  Seite  e^e^  ist  (vgl.  Fig.  23). 


1)  Vgl.  hierzu  und  zu  dem  Dualistischen  |uf  S.  42:  0.  Hesse,  Vorlesungen  aus 
der  analytischen  Geometrie  der  geraden  Linie,  des  Punktes  und  des  Kreises  in  der 
Ebene.  Zweite  Auflage.  Leipzig  1873.  S.  66  f.  und  S.  43  f.  und  J.  Kraus,  Die  geo- 
metrische Deutung  von  Invarianten,  welche  bei  ebenen  CoUineationen  auftreten. 
Inaugural- Dissertation.     Gießen  1886.     S.  12. 
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Andererseits  ergibt  die  Addition  der  beiden  letzten  Gleichungen  (4) 
für  die  Summe  h  -\-  c  den  Wert: 

h -\- c  =  2e^-\- 6^  + e^ 
oder  wegen  der  ersten  Gleichung  (4): 

6  +  c  =  2e^  —  («4  +  Cj) 
oder  endlich: 

(6)  &  +  c  =  64  —  Cj . 

Der  durch  die  Summe  &  +  c  dargestellte  Punkt  ist  also  der  Schnitt- 
punkt der  Nebenseite  hc  des  vollständigen  Vierecks  e^e^e^e^  mit  der  Seite 
e^e^  dieses  Vierecks,  und  die  beiden  Punkte  b  —  c  und  6  -f  c  werden  da- 
her aus  der  Nebenseite  bc  durch  die  beiden  Gegenseiten  e^e.^  und  e^e^ 
jenes  vollständigen  Vierecks  ausgeschnitten,  das  heißt  durch  diejenigen 
beiden  Gegenseiten  dieses  vollständigen  Vierecks,  die  sich  in  der  zur 
Nebenseite  bc  gegenüberliegenden  Nebenecke  a  schneiden. 

Da  aber  nach  Seite  54  des  ersten  Bandes  vier  Punkte 

b,    c,     b  -\-  c,     b  —  c 

einen  harmonischen  Punktwurf  bilden,  und  neben  den  beiden  Gleichungen 
(5)  und  (6),  das  heißt  neben  den  Gleichungen 

(7)  6  —  c  =  ^2  —  63,    &  +  c  =  C4  —  ßj , 

zugleich  auch  die  in  bezug  auf  a,  6,  c  und  e^,  e^,  e^  zyklisch  entsprechen- 
den Gleichungen 

(8)  c  —  a  =  e^  —  e^,     c-\-a  =  e^  —  e^     und 

(9)  a  —  &  ==  Ci  —  Cj,     a  -f-  &  =  e^  —  63 

gelten,  so  hat  man  den  Satz  (vgl.  Fig.  23): 

Satz  298:  In  einem  vollständigen  Viereck  wird  jede  Neben- 
seite durch  die  beiden  in  der  gegenüberliegenden  Nebenecke 
zusammentreffenden  Seiten  des  Vierecks  harmonisch  geteilt. 

Harmonische  PunJitwürfe  auf  den  6  Hauptseiten  eines  vollständigen 
Vierecks.  Übrigens  beweist  man  noch  leicht,  daß  auch  umgekehrt  die 
Nebenseiten  eines  vollständigen  Vierecks  auf  jeder  von  den  sechs  Haupt- 
seiten zwei  Punkte  bestimmen,  die  zusammen  mit  den  beiden  dieser  Seite 
angehörenden  Ecken  des  Vierecks    einen  harmonischen  Punktwurf  bilden. 

Stellt  man  nämlich  die  erste  Gleichung  (4)  mit  der  Gleichung  (6) 
zusammen,  betrachtet  also  das  Gleichungssystem 

(10)  o  =  e^  -I-  ej ,     &  +  c  =  e^  —  gj. 
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SO  sieht  man,  daß  die  Seite  e^e^  durch  die  auf  ihr  enthaltene  Nebenecke 

a  und  die  gegenüberliegende  Nebenseite  bc 
harmonisch  geteilt  wird  (vgl.  Fig.  24). 

Andererseits  läßt  sich  aus  der  ersten 
Gleichung  (4)  und  der  Gleichung  (5)  das 
Gleichungss jstem  zusammenstellen  : 


(11) 


a  =  -  (e^  +  63), 
&  —  c  =  e„  —  e,; 


Fig.  24. 


und  dieses  zeigt,  daß  auch 
die  Seite  62*^3  durch  die  auf 
ihr  enthaltene  Nebenecke  a 

und  die  gegenüberliegende  Nebenseite  hc  harmonisch  geteilt  wird. 

Und  da  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  bei  zyklischer  Vertauschung 

der   Größen   a,  h,  c  und  e^,  e^,  e^   gültig  bleiben,  so  daß  also  auch  die 

Gleichungen  bestehen: 

(12)  &  =  64  +  e„ 


(13) 
(14) 
(15) 


&  ==  -  (^3  +  ej, 

C    =    64^    -J-    Cg, 

C    =     -     («1     +     «2); 


c  +  a  =  64  —  ^2, 

C  Cl     =     Cq  Ca    • 

«  +  &  =  64  —  63, 

a  —  h  =  ßi  —  e,. 


so  sieht  man,  daß  auch  die  Seiten  e^e^  und  e^e^  und  ebenso  die  Seiten 
6463  und  e^e^  des  vollständigen  Vierecks  jedesmal  durch  die  auf  ihnen 
liegende  Nebenecke  und  die  gegenüberliegende  Nebenseite  harmonisch  ge- 
teilt werden,  und  man  hat  den  Satz: 

Satz  299:  Jede  Seite  eines  vollständigen  Vierecks  wird  durch 
die  auf  ihr  enthaltene  Nebenecke  und  die  gegenüberliegende 
Nebenseite  harmonisch  geteilt. 


Ü&er  ein  einem  vollständigen  Viereck  eingeschriebenes  vollständiges  Vier- 
seit.    Aus  der  geometrischen  Bedeutung  der  sechs  Punkte 

b  -\-  c,     c  -}■  a,     a  -\-b', 
b  —  c,     c  —  a,     a  —  b 

kann  man  leicht  noch  eine  weitere  Folgerung  ziehen,  wenn  man  berück- 
sichtigt, daß  zwischen  diesen  sechs  Punkten  die  vier  Gleichungen  bestehen: 

■{c  + d)-{a-\-b)  +  (b  — c)  =  0 

(a+  &)  —  (&  -f  c)  +  (c  —  a)  =  0 

(6  -f  c)  —  (c  +a)  +  (a—b)  =  0 
.(b-  c)  +  (c  -  a)  +  (a  -  &)  =  0. 


(16) 


Abschnitt  26,  Gleichungen  (11)  bis  (16).     Satz  299  und  300. 
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Diese  vier  Gleichungen  zeigen  nämlich,  daß  immer  je  drei  solche  von 
jenen  sechs  Punkten,  die  in  einer  von  den  vier  Gleichungen  zusammen 
vorkommen,  in  einer  Geraden 
liegen,  woraus  wiederum 
folgt,  daß  diese  sechs  Punkte 
die  sechs  Ecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits  bilden 
(vgl.  Fig.  25). 

Von  den  sechs  Ecken 
dieses  vollständigen  Vier- 
seits gehören  dann  immer  je 
zwei  Gegenecken  einer  und 
derselbenNebenseite  des  voll- 
ständigen Vierecks  an.  Die  beiden  Nebendreiecke  des  vollständigen  Vier- 
ecks und  Vierseits  fallen  also  zusammen.  Überdies  liegt  jede  von  den 
sechs  Ecken  des  vollständigen  Vierseits  auf  einer  von  den  sechs  Seiten 
des  vollständigen  Vierecks.  Das  vollständige  Vierseit  ist  somit  zugleich 
dem  vollständigen  Viereck  eingeschrieben. 

Berücksichtigt  man  endlich  noch,  daß  die  vier  Punkttripel,  die  den 
Gleichungen  (16)  zufolge  in  einer  Geraden  liegen,  immer  den  drei  Seiten 
eines  der  vier  Dreiecke  angehören,  die  man  aus  dem  vollständigen  Vier- 
eck entnehmen  kann,  so  hat  man  den  Satz: 

Satz  300:  Konstruiert  man  auf  jeder  Nebenseite  eines  voll- 
ständigen Vierecks  die  beiden  Punkte,  in  denen  sie  von  den- 
jenigen beiden  Seiten  des  Vierecks  geschnitten  wird,  die  durch 
die  jener  Seite  gegenüberliegende  Nebeuecke  hindurchgehen, 
so  liegen  immer  drei  solche  von  diesen  sechs  Schnittpunkten, 
die  den  drei  Seiten  eines  der  vier  in  dem  Viereck  enthaltenen 
Dreiecke  angehören,  in  einer  Geraden.  Die  vier  durch  diese 
vier  Punkttripel  charakterisierten  Geraden  bilden  daher  ein 
vollständiges  Vierseit,  dessen  Nebenseiten  mit  denen  des  voll- 
ständigen Vierecks  zusammenfallen,  und  dessen  sechs  Ecken 
überdies  auf  den  sechs  Seiten  des  vollständigen  Vierecks  liegen, 
das  also  dem  vollständigen  Viereck  eingeschrieben  ist. 

Man  kann  noch  hinzufügen:  In  jeder  Ecke  des  in  diesem  Satze  be- 
schriebenen vollständigen  Vierseits  werden  die  beiden  von  ihr  ausgehenden 
Seiten  des  vollständigen  Vierseits  durch  die  jene  Ecke  enthaltende  Seite 
und  Nebenseite  des  vollständigen  Vierecks  harmonisch  getrennt;  denn  die 
genaitnten  vier  Geraden  projizieren  die  auf  den  beiden  andern  Nebenseiten 
nach  Satz  298  enthaltenen  harmonischen  Punktwttrfe.  Man  hat  also 
den  Satz: 


ß+b 


42  Harmonische  Beziehungen  am  vollständigen  Viereck  und  Vierseit. 

Satz  301:  Ist  ein  vollständiges  Vierseit  einem  vollständigen 
Viereck  im  Sinne  des  Satzes  300  eingeschrieben,  so  wird  ein 
jedes  von  einer  Ecke  des  vollständigen  Vierseits  ausgehende 
Seitenpaar  dieses  Vierseits  durch  die  diese  Ecke  enthaltende 
Seite  und  Nebenseite  des  vollständigen  Vierecks  harmonisch 
getrennt. 

Harmonische  Strahlwürfe  in  den  3  Nehenecken  eines  vollständigen  Vier- 
seits. Um  zu  den  dualistisch  entsprechenden  Ergebnissen  zu  gelangen, 
bezeichne  man  noch  den  dem  Einheitsstab  E  unseres  Dreieckskoordinaten- 
systems entgegengesetzten  Stab  mit  E^j  setze  also: 

(17)  E,  =  -E. 

Dadurch  nimmt  die  zwischen  dem  Einheitsstabe  E  und  den  drei  Grundstäben 
E^,  E^,  Eq  herrschende  Beziehung  (58)  des  vorigen  Abschnitts  die  Form  an: 

(18)  E,  +  E,  +  E,-\-E,  =  0. 

Aus  ihr  aber  ergeben  sich  für  das  durch  die  vier  Stäbe  E^,  E^,  E^,  E^ 
bestimmte  vollständige  Vierseit  die  den  Sätzen  298  und  299  dualistisch 
entsprechenden  Sätze.  Zunächst  findet  man  wieder  leicht  die  Bedeutung 
der  drei  Summen: 

(19)  A^E,  +  E„    B  =  E,  +  E„    C  =  E,  +  E,. 

Wegen  (18)  gestattet  nämlich  jede  von  diesen  drei  Summen  noch  eine 
zweite  Darstellung.     Denn  es  wird 

iA  =  E,  +  E,  =  -(E,  +  E,) 

(20)  Ib  =  E,-]-E,=^-{E,-]-E,) 
\C  =  E,-^E,^-(E,  +  E,). 

Diese  drei  Gleichungen  zeigen,  daß 

die  Gerade  des  Stabes  Ä  sowohl  durch  den  Punkt  E^^E^ 

}>  }}  »  V         ■'-*  V  }}  }}  V        -^i-^i 

»  n  '?  V  ^  77  5i  77  7>  -^4-^3 

wie  durch  den  Punkt  E^E.^  hindurchgeht,  daß 
„        „         ,,         „       E^E^  „  und  daß 

77  77  7?  77  ^\^2  77 

Die  Geraden  der  drei  Stäbe  A,  B,  C  sind  daher  die  Verbindungslinien 
der  drei  Paare  Gegenecken  des  vollständigen  Vierseits  (vgl.  Fig.  26). 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  (20)  folgt  nun  aber  durch  Sub- 
traktion die  Gleichung: 

(21)  B-C==E,-E„ 

welche  aussagt,  daß  die  Gerade  des  Stabes  B  —  C  durch  die  Nebenecke 


Abschnitt  26,  Gleichung  (17)  bis  (25).     Satz  301. 
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BC  des   vollständigen  Vierseits  E^E^E^E^  und  durch  dessen  Ecke  E^E^ 
hindurchgeht  (ygl.  Fig.  27). 

Andererseits  ergibt  die 
Addition  der  beiden  letzten 
Gleichungen  (20)  unter  Be- 
nutzung der  ersten  Gleichung 
(20)  für  die  Summe  B -}-  C 
den  Wert: 


B^' 


O^ ;, 


Fig.  26. 


(22)  B-\-C  =  E^-E,. 

Der  durch  die  Summe  B  -\-  C 
dargestellte  Stab  gehört  also  einer  Geraden  an,  welche  die  Nebenecke  BC 
des  vollständigen  Vierseits  mit  der  Ecke  E^E^  dieses  Vierecks  verbindet. 
Die  Geraden  der  beiden  Stäbe  B  —  C  und  B  -\-  G  projizieren  daher  von 
der  Nebenecke  BC  aus  die  beiden  Gegenecken  E^E^  und  E^E^  jenes 
vollständigen  Vierseits,  das  heißt  diejenigen  beiden  Gegenecken  desselben, 
die  der  zur  Nebenecke  BC  gegenüberliegenden  Nebenseite  Ä  angehören. 
Da  aber  nach  Seite  58  des  ersten  Bandes  vier  Stäbe 
B,  C,  B+C,  B-C 
einen  harmonischen  Strahlwurf  bilden,  und  neben  den  beiden  Gleichungen 
(21)  und  (22),  daß  heißt  neben  den  Gleichungen 

(23)  B-C==E,-E,,    B+C=E,-E,, 

zugleich   auch  die  in  bezug  auf  A,  B,  C  und  E^,  E^^  E^  zyklisch   ent- 
sprechenden Gleichungen 


(24)  C-A==E,-E\, 

(25)  A~B==E,-E„     A-\-B 
gelten,  so  hat  man  den  Satz  (vgl.  Fig.  27) 


C+  A  =  E^-  E^     und 


E^  —  Eq 


Fig.  37. 
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Satz  302:  In  einem  ToUständigen  Vierseit  werden  die  von 
einer  Nebenecke  ausgehenden  Nebenseiten  durch  die  beiden  auf 
der   dritten  Nebenseite   liegenden  Ecken    des   Vierseits  harmo- 


nisch getrennt. 


Harmonische  Strahlwürfe  in  den  6  HauptecTcen  eines  vollständigen  Vier- 
seits. Aber  man  überzeugt  sich  leicht^  daß  auch  die  sechs  Hauptecken 
eines  yollständigen  Vierseits  harmonische  Strahlwürfe  enthalten.  Stellt 
man  nämlich  die  erste  Gleichung  (20)  mit  der  Gleichung  (22)  zusammen, 
betrachtet  also  das  Gleichungssystem 

(26)  Ä  =  E,-{-E,,    B+C  =  E^-E,, 

so  sieht  man,  daß  die  von  der  Ecke  E^E^  ausgehenden  Seiten  E^  und  E^ 
durch  die  diese  Ecke  enthaltende  Nebenseite  A  und  den  von  ihr  nach 
der  gegenüberliegenden  Nebenecke  gezogenen  Strahl  B  +  C  harmonisch 
getrennt  werden  (vgl.  Fig.  27). 

Andererseits  läßt  sich  aus  der  ersten  Gleichung  (20)  und  der  Glei- 
chung (21)  das  Gleichungssystem  zusammenstellen: 

(27)  A^-(E,-hE,),    B-C==E,-E,', 

und  dieses  zeigt,  daß  auch  die  von  der  Ecke  E^E^  ausgehenden  Seiten 
E2  und  E^  durch  die  diese  Ecke  enthaltende  Nebenseite  Ä  und  den  von 


ihr    nach    der    gegenüberliegenden    Nebenecke    gezogenen    Strahl   B  —  C 
harmonisch  getrennt  werden  (vgl.  Fig.  28  und  die  obige  Fig.  27). 

Und   da  die  Gleichungen  (26)  und  (27)  bei  zyklischer  Vertauschung 
der  Größen  Ä,  B,  C  und  E^,  E^,  E^  gültig  bleiben,  so   daß  also  auch 


Abschnitt  26,  Gleichungen  (26)  bis  (32).     Satz  302  und  308. 
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C-A  =  E,-~E,, 
Ä  +  B  =  E, 
Ä-B  =  E, 


E. 


3) 


E. 


die  Gleichungen  bestehen: 

(28)  B  =  E,  +  E„ 

(29)  B  =  -{E,-^E,), 

(30)  C  =  E,  +  E,, 

(31)  C  =  -(E,-\-  E,), 
BO  hat  man  den  Satz: 

Satz  303:  In  jedem  vollständigen  Vierseit  werden  die  von 
einer  Ecke  ausgehenden  Seiten  durch  die  diese  Ecke  enthaltende 
Nebenseite  und  den  nach  der  gegenüberliegenden  Nebenecke 
gezogenen  Strahl  harmonisch  getrennt. 

über  ein  einem  vollständigen  Vierseit  umschriebenes  vollständiges  Vier- 
eck.    Aus  der  geometrischen  Bedeutung  der  sechs  Stäbe 

B-{-G,     C+A,    A-^B; 

B-C,     C-A,    A-B 
kann  man  sodann  genau  so  wie  bei  der  dualistischen  Entwickelung  eine 
Folgerung  ziehen  hinsichtlich  eines  dem  vollständigen  Vierseit  E^E^E^E^ 
in  besonderer  Weise  umschriebenen  vollständigen  Vierecks.    Beachtet  man 
nämlich,  daß  zwischen  den  genannten  sechs  Stäben  die  vier  Gleichungen 

bestehen: 

■  {C  +  A)  -  {A-^  B)  +  {B-  C)  =  0, 

{A+B)-{B+C)  +  {C-Ä)  =  0, 
{B+C)-{C  +  Ä)  +  {A-B)  =  0, 
.(B-C)-\-{G-  A)  +  (^  -  J5)  =  0, 


(32) 


so  sieht  man,  daß  die  Geraden  immer  dreier  solcher  von  den  sechs  Stäben, 
die  in  einer  von  den  vier  Gleichungen  zusammen  vorkommen,  durch  einen 
und  denselben  Punkt  gehen, 
woraus  wiederum  folgt,  daß 
die  sechs  Geraden  jener  Stäbe 
die  Seiten  eines  vollständigen 
Vierecks  bilden  (vgl.  Fig.  29). 
Von  den  sechs  Seiten  dieses 
vollständigen  Vierecks  gehen 
dann  immer  je  zwei  Gegen- 
seiten durch  eine  und  die- 
selbe Nebenecke  des  voU-  ^^3-  ^^■ 
ständigen  Vierseits.  Die  beiden  Nebendreiecke  des  vollständigen  Vierecks 
und  Vierseits  faUen  also  zusammen,  und  überdies  geht  jede  von  den 
sechs  Seiten  des  vollständigen  Vierecks  durch  eine  von  den  sechs  Ecken 
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des  vollständigen  Vierseits.  Das  vollständige  Viereck  ist  somit  zugleich 
dem  vollständigen  Vierseit  umschrieben. 

Berücksichtigt  man  endlich  noch,  daß  die  vier  Strahltripel,  die  den 
Gleichungen  (32)  zufolge  in  je  einem  Punkt  zusammenlaufen,  immer  durch 
die  drei  Ecken  eines  von  den  vier  Dreiseiten  hindurchgehen,  die  man  aus 
dem  vollständigen  Vierseit  entnehmen  kann,  so  gelangt  man  zu  dem 
folgenden  Satz,  der  als  eine  neue  Fassung  des  dualistisch  sich  selbst  ent- 
sprechenden Satzes  300  angesehen  werden  kann: 

Satz  304:  Projiziert  man  von  jeder  Nebenecke  eines  voll- 
ständigen Vierseits  diejenigen  beiden  Gegenecken  des  vollstän- 
digen Vierseits,  die  auf  der  jener  Nebenecke  gegenüberliegenden 
Nebenseite  liegen,  durch  zwei  Strahlen,  so  gehen  von  den  sechs 
so  erhaltenen  projizierenden  Strahlen  immer  drei  solche  Strah- 
len, welche  die  drei  Ecken  eines  der  vier  dem  Vierseit  an- 
gehörenden Dreiseite  enthalten,  durch  einen  und  denselben 
Punkt  hindurch.  Die  vier  durch  diese  vier  Strahltripel  charakte- 
risierten Punkte  bestimmen  daher  ein  vollständiges  Viereck, 
dessen  Nebenecken  mit  denen  des  vollständigen  Vierseits  zu- 
sammenfallen, und  dessen  sechs  Seiten  überdies  durch  die  sechs 
Ecken  des  vollständigen  Vierseits  hindurchgehen,  das  also  dem 
vollständigen  Vierseit  umschrieben  ist. 

Man  kann  noch  hinzufügen:  Auf  jeder  Seite  des  in  diesem  Satze  be- 
schriebenen vollständigen  Vierecks  werden  die  beiden  auf  ihr  liegenden  Ecken 
des  vollständigen  Vierecks  durch  die  ihr  angehörende  Ecke  und  Nebenecke 
des  vollständigen  Vierseits  harmonisch  getrennt;  denn  die  genannten  vier 
Punkte  sind  die  Schnittpunkte  der  in  den  beiden  andern  Nebenecken  nach 
Satz  302  enthaltenen  harmonischen  Strahlwürfe.    Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  305:  Ist  ein  vollständiges  Viereck  einem  vollständigen 
Vierseit  im  Sinne  des  Satzes  304  umschrieben,  so  wird  jedes 
auf  einer  Seite  des  vollständigen  Vierecks  liegende  Eckenpaar 
dieses  Vierecks  durch  die  auf  dieser  Seite  gelegene  Ecke  und 
Nebenecke  des  vollständigen  Vierseits  harmonisch  getrennt. 

Lineale  Konstruktion  des  vierten  Jiarmonischen  PunMes  und  Anwendung 
auf  die  KonstruTction  der  Harmonikale  eines  Punktes  in  hezug  auf  ein  Drei- 
eck.    Auf  Grund   des   Satzes  298   löst   man  leicht  die  folgende  Aufgabe: 

Aufgabe:  Es  sind  gegeben  drei  Punkte  a,  h,  c  einer  Geraden; 
es  soll  der  zu  dem  Punkte  c  harmonisch  zugeordnete  Punkt  d 
unter  alleiniger  Anwendung  des  Lineals  konstruiert  werden. 

Lösung:  Man  lege  durch  den  ersten  Punkt  a  zwei  beliebige  Geraden 
und   durch  den  dritten  Punkt  c  eine  dritte  Gerade,   die  die  beiden  ersten 


Abschnitt  26.     Satz  304  und  305. 
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Geraden  in  l  und  n  schneiden  möge  (vgl.  Fig.  30).  Sodann  verbinde 
man  den  zweiten  Punkt  h  mit  den  Punkten  l  und  n  und  bezeichne  die 
Schnittpunkte  der  beiden  Verbindungslinien 

bl     und     bn 


mit  den  zuerst  gezogenen  Geraden 


an     und     al     mit 
m     und     k. 

Schließlich  verbinde  man  noch  ]c  mit  m,  so  schneidet  die  Verbindungs- 
linie aus  der  Geraden  ab  den  gesuchten  vierten  harmonischen  zu  c  zu- 
geordneten Punkt  d  aus. 

Denn  die  vier  Punkte  k^  l,  m,  n  mit  ihren  sechs  Verbindungslinien 
bilden  ein  vollständiges  Viereck,  von  dem  ab  eine  Nebenseite  ist.  Ferner 
werden  die  Punkte  c  und  d  aus  der  Nebenseite  ab  durch  diejenigen  beiden 
Gegenseiten  hm  und  In  des  vollständigen  Vierecks  khnn  ausgeschnitten, 
die  sich  in  der  zur  Nebenseite  ab  gegenüberliegenden  Nebenecke  treffen. 
Nach  dem  Satze  298  ist  also  der  Punktwurf  a,  b,  c,  d  harmonisch. 


Es  möge  noch  bemerkt  werden,  daß  die  angegebene  Konstruktion 
den  vierten  harmonischen  Punkt  sowohl  dann  liefert,  wenn  c  zwischen  a 
und  b  liegt  (vgl.  Fig.  30),  wie  auch  dann,  wenn  c  außerhalb  des  Linien- 
stückes ab  gelegen  ist  (vgl.  Fig.  31). 

Man  kann  die  soeben  angegebene  Konstruktion  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  den  Satz  298  zum  Beispiel  verwenden,  wenn  es  sich 
um  die  Lösung  der  Aufgabe  handelt: 

Aufgabe:  Zu  einem  gegebenen  Punkte  seine  Harmonikale 
(Polare)  in  bezug  auf  ein  gegebenes  Dreieck  zu  konstruieren. 

Lösung:  Man  bezeichne  die  Ecken  des  gegebenen  Dreiecks  mit  61,63,63, 
seine  Seiten  mit  E^,  E^,  E^,  den  gegebenen  Punkt  mit  e,  so  hat  man,  um 
die  Harmonikale  des  Punktes  e  zu  konstruieren,  nach  Satz  283  den  Punkt  e 
von  den  drei  Ecken  e^,  e^,  e^  des  Dreiecks  auf  die  gegenüberliegenden 
Seiten  E^^,  E^,  E^  zu  projizieren  und  zu  den  drei  Projektionen  p^,  p^,  p. 
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auf  den  sie  enthaltenden  Seiten  die  vierten  harmonischen  Punkte  q^, 
in  bezug  auf  die  jene  Seiten  bestimmenden  Ecken  zu  konstruieren. 


Fig.  82. 


Die  Konstruktion  dieser  vierten  harmonischen  Punkte  q^,  q^,  q^  ®^" 
gibt  sich  aber  nach  dem  soeben  angegebenen  Verfahren  höchst  einfach, 
indem  man  die  drei  Projektionen  p^,  p^,  p^  des  Punktes  e  miteinander 
verbindet  (vgl.  Fig.  32);    dann  schneiden  die  Verbindungslinien 


aus  den  Seiten 


^1, 


^2} 


PiPi 


des  Dreiecks  die  gesuchten  vierten  harmonischen  Punkte 

aus,  wie  aus  der  Anwendung  des  Satzes  298  auf  die  vollständigen  Vierecke 

Ci^z^i-Pa;     ^PzhPu     ^Px%Pi 
und  ihre  Nebenseiten 

^2  % '  ^3  ^1 ;  ^1  ^ 

unmittelbar    hervorgeht.     Nach    Satz  283    liegen    aber    dann    die    Punkte 

^n  %i  %  i^  einer  Geraden,  welche  die  gesuchte  Harmonikale  (Polare)  des 

Punktes  e  in  bezug  auf  das  Dreieck  61^263  bildet. 


Fünfter  Hauptteil. 
Die  Kollineation. 

Abschnitt  27. 
Die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Kollineation. 

Der  extensive  Bruch  für  die  TunM-Tunht- Abbildung  einer  Kollineation. 
Für  die  analytische  Behandlung  der  linearen  Abbildungen  in  der  Ebene 
ist  es  von  Nutzen,  wie  im  binären  Gebiet,  das  heißt  wie  bei  den  Projek- 
tivitäten  in  der  Geraden  und  im  Strahlbüschel,  extensive  Brüche  ein- 
zuführen, deren  Zähler  und  Nenner  Punkte  oder  Stäbe  sind.  Doch  werden 
diese  Brüche  im  ternären  Gebiet  drei  Zähler  und  drei  Nenner  enthalten 
müssen. 

Wir  behandeln  zunächst  die  Kollineation  in  der  Ebene  und  benutzen 
dabei  als  Grundpunkte,  die  zugleich  die  Nenner  der  extensiven  Brüche 
werden  sollen,  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  vielfache  Punkte 

(1)  «1  =  nti/i,    ^2  =  m/g,    «3  =  ^zfz, 

deren  Massen  ntj,  m^,  lüg  in  der  Weise  bestimmt  sein  mögen,  daß  das 
äußere  Produkt 

(2)  [616363]  =  1 

wird,  und  daß  überdies  ein  der  Lage  nach  beliebig  gewählter  vierter  Punkt 
e,  welcher  nur  nicht  mit  zwei  Grundpunkten  in  derselben  geraden  Linie 
liegen  mag,  der  Einheitspunkt  wird,  daß  also 

(3)  e  =  «1  +  ßa  +  63 

wird    (vgl.  Fig.  33).     Durch    diese  beiden 

Forderungen  sind,   wie   im  25.  Abschnitte 

gezeigt    ist,    die   Massen    der   drei    Grund- 

punkte  eindeutig  bestimmt  und  damit  auch  j,.    ^^ 

die  Masse  des  Einheitspunktes.    Außerdem 

läßt  sich  jeder  beliebige  weitere  Punkt  x  der  Ebene  als  Vielfachensumme 

der  drei  Grundpunkte  e^,  e^,  e^  also  unter  der  Form 

(4)  X  =  i^e^  +  i^e^  +  i^e^ 

darstellen.     Seine  Ableitzahlen   sind  dabei  die  auf  das  Dreieck  e^e^e^  als 

Grafimann:  Projektive  Geometrie  d.  Kbene.    II.  4 
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Fundamentaldreieck  und  den  Punkt  e  als  Einheitspunkt  bezogenen  Drei- 
eckskoordinaten des  Punktes  x. 

Will  man  jetzt  einen  Abbildungsfaktor  !  definieren,  der  jeden  be- 
liebigen Punkt  X  der  Ebene  bei  der  Multiplikation  in  einen  (im  allge- 
meinen) von  ihm  getrennt  liegenden,  eindeutig  bestimmten  Punkt  y  ==  x% 
derselben  Ebene  überführt,  so  hat  man 

erstens  diejenigen  Punkte  a^,  a^,,  «g  festzulegen,  die  den  Grund- 
punkten Cj,  «2;  ^3  zugeordnet  werden  sollen,  welche  also  den  Gleichungen 

(5)  e^i  =  a^,    e^l  =  a^,    e^l  =  a^ 

Genüge  leisten.     Daneben  aber  kann  man 

zweitens  noch  die  Forderung  stellen,  es  solle  ein  jeder  Punkt 

welcher  durch  die  drei  Zahlgrößen  j^,  jgj  E3  aus  den  drei  Grundpunkten 
^17  ^2>  ^3  abgeleitet  ist,  in  denjenigen  Punkt  xl  umgewandelt  werden,  der 
aus  den  „Bildern"  a^,  a^,  a^  der  drei  Grundpunkte  durch  dieselben  Ableit- 
zahlen entwickelt  wird,  das  heißt  in  den  Punkt 


(6) 


xi  =  l]_a^-\-  J2«2  +  h^fi 


Durch    die  Punkte    a^j^üund   xl   wird   dann   die   Ebene   doppelt  überdeckt. 

Zur  Unterscheidung 
mögen  die  Punkte  x 
die  Punkte  des  ersten 
Systems  und  die  Punkte 
xi  die  Punkte  des  zwei- 
ten Systems  genannt 
werden  (vgl.  Fig.  34). 

Der  durch  die  bei- 
den angegebenen  For- 
derungen sachlich  defi- 
nierte Abbildungsfaktor 
f  läßt  sich  nun  aber  for- 
mell durch  einen  Bruch 
mit  den  drei  Nennern 
und    den    drei   entsprechenden   Zählern    a^,  a^,  a^    ausdrücken, 


Fig.  34 


das  heißt  in  der  Form 
(7) 


l 


a, ,  a. 


Durch  eine  solche  Bruchdarstellung  kann  man  nämlich  andeuten,  daß  aus 
jeder  von  den  drei  in  den  Nenner  gestellten  Größen  e^  bei  der  Multipli- 
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kation  mit  f  der  entsprechende  Zähler  a,.  hervorgeht,  daß  also  wirklich 
die  drei  Gleichungen  bestehen 

(8)  M  =  «o    «  =  1,2,  3. 

Man  wird  aber  zugleich  auch  der  zweiten  von  den  beiden  oben  gestellten 
Forderungen  gerecht,  wenn  man  noch  die  Bestimmung  hinzufügt,  der 
Bruch  f  soUe  sich  einer  Vielfachensumme  von  Punkten  gegenüber  bei 
der  Multiplikation  distributiv  verhalten.     In  der  Tat  wird  dann 

^^  =  (Ji^i  +  h^i  +  h^s)^  =  £i  ^J  +  h  ^2^  +  Es  ^3^ 
das  heißt  wegen  (8) 

ool  =  Ji«!  +  Jaöa  +  h^3, 

wie  oben  in  (6)  verlangt  wurde. 

Überhaupt  lassen  sich  auf  die  extensiven  Brüche  von  der  Form  (7) 
alle  Begriffsbestimmungen  wörtlich  übertragen,  die  wir  im  ersten  Bande 
Seite  11 6  ff.  bei  Einführung  der  Abbildungsbrüche  für  die  Projektivitäten 
in    der    Geraden   gegeben   haben.     Wir  heben  jetzt  nur  folgendes  hervor: 

Setzt  man  noch  fest,  daß  zwei  Abbildungsbrüche,  welche  Punkte  in 
Punkte  überführen,  und  ebenso  zwei  Vielfachensummen  solcher  Abbildungs- 
brüche dann  und  nur  dann  einander  gleich  gesetzt  werden  sollen,  wenn 
sie  mit  jedem  Punkt  der  Ebene  multipliziert  Gleiches  liefern,  wobei  wie 
immer  an  der  Distributivität  der  Multiplikation  festgehalten  wird,  so  ist 
damit  der  Abbildungsbruch  f  auch  als  Größe  vollständig  definiert.  Ins- 
besondere erscheinen  alsdann  die  Zahlgrößen  als  spezielle  Fälle  eines 
solchen  Abbildungsbruches.     So  hat  zum  Beispiel  der  Bruch 


mit  der  Zahlgröße  1  die  Eigenschaft  gemein,  jeden  Punkt  x  bei  der  Multi- 
plikation unverändert  zu  lassen,  und  man  kann  daher  jenen  Bruch 


setzen.  Damit  hat  man  dann  zugleich  die  Möglichkeit  gewonnen,  einen 
Abbildungsbruch  von  der  Form  (7)  mit  einer  beliebigen  Zahlgröße  durch 
Addition  oder  Subtraktion  zu  verknüpfen. 

Ferner  ergibt  sich  sofort,  daß  es  zur  Gleichheit  zweier  solcher  Ab- 
bildungsbrüche hinreicht,  wenn  sie  mit  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegen- 
den Punkten  multipliziert  Gleiches  liefern.  Sind  nämlich  f  und  f  zwei 
solche  Abbildungsbrüche,  welche  mit  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegenden 
Punkten  h^,  h^,  h^  multipliziert  Gleiches  liefern,  für  die  also  die  Glei- 
chungen bestehen 

(t)  hj  =  hj,  h,i^h,r,  ht^M, 
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SO  wird  sicher  auch  für  jeden  beliebigen  Punkt  x 

xt  =  xt, 
so  daß  man  also  auch  setzen  kann 

!  =  r. 

Denn  jeder  beliebige  Punkt  x  der  Ebene  läßt  sich  aus  den  drei  nicht  in 
gerader  Linie  liegenden  Punkten  h^,  b^,  b^  numerisch  ableiten.    Es  sei  etwa 

dann  wird 

^!  =  t)i  &if  +  ^2  ^2^  +  ^3  ^3^  ^^s  ^^iß^  wegen  (f) 

=  (9i&j +  t)2&2  +  ^3yr 

=  x\', 
womit  die  obige  Behauptung  bewiesen  ist. 

Die  Grundeigenschaften  der  Punkt- PunM-Äbbildung  einer  KoUineation. 
Der  Fundamentalsatz  der  KoUineation.  Aus  der  analytischen  Forderung 
der  Distributivität  des  Bruches  f  entspringen  unmittelbar  die  geometri- 
schen Grundeigenschaften  der  durch  ihn  dargestellten  Abbildung, 

zunächst  diejenige  Eigenschaft,  der  die  Abbildung  f  ihren  Namen 
KoUineation  verdankt.     Sind  nämlich  x,  y,  z  drei  Punkte  einer  Geraden 

(vgl.    Fig.    35),    so    läßt    sich    jeder    von 
ihnen     als     Vielfachensumrae     der     beiden 
andern  darstellen,   das  heißt,   es  wird  zum 
Beispiel 
(9)  z  ^ix^-  t)y. 

Den  drei  Punkten  x,  y,  z  entsprechen  nun 
.V      ^       ,   aber  nach  Obigem  die  Punkte 

xl,    yf,    zl, 

und  es  wird  mit  Rücksicht  auf  (9) 

zi  =  {ix  +  >i)y)i, 

woraus  wegen  der  Distributivität  von  f  folgt,  daß 

(10)  zt==l  xX  +  ^  yi 

ist.  Diese  Gleichung  aber  zeigt  wirklich,  daß  auch  der  Punkt  zl  mit  den 
Punkten  xt  und  yt  auf  einer  Geraden  liegt.  Die  Abbildung  f  hat  also 
die  Eigenschaft,  daß  Punkten,  die  zusammen  auf  einer  Geraden  liegen, 
die  also,  wie  man  sagt,  kollinear  sind,  stets  wieder  kollineare  Punkte 
entsprechen.     Aus  diesem  Grunde  heißt  die  Abbildung  f  die  kollineare 


l^-^^yfi 


Fig.  35. 


Abschnitt  27,  Gleichung  (9)  bis  (12).     Satz  306  und  307. 
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Abbildung  oder  KoUineation,  genauer  die  Punkt-Punkt-Abbildung 
der  KoUineation,  und  man  hat  den  Satz: 

Satz  306:  Erste  Grundeigenschaft  der  KoUineation:  Drei 
Punkte  einer  Geraden  werden  durch  koUineare  Abbildung 
wieder  in  drei  Punkte  einer  Geraden  übergeführt. 

Eine  zweite  Eigenschaft  der  kollinearen  Abbildung,  die  mit  der 
ersten  eng  zusammenhängt,  läßt  sich  ebenfalls  unmittelbar  aus  der  Dis- 
tributivität  des  Bruches  t  ableiten,  nämlich  die  Invarianz  des  Boppel- 
verhälinisses  von  vier  Punkten  einer  Geraden. 

Wie  schon  gelegentlich  der  Einführung  des  Doppelverhältnisses  auf 
Seite  54  des  ersten  Bandes  entwickelt  ist,  lassen  sich  vier  in  einer  Ge- 
raden liegende  Punkte,  auf  deren  Masse 
es  nicht  ankommt,  stets  in  der  Form  dar- 
stellen 

X,  y,  u  =  x-i-  Qy,     v=^x-{-1)y 

(vgl.  Fig.  36)',    und    das   Doppelverhältnis 
des  Punktvnirfes  xyuv  wird 


u'hx'-i-Qy' 


ufx+Qy 


(11) 


^fx+i)y 


Fig.  36. 


(xyuv)  =  ^, 

das  heißt  gleich  dem  Verhältnis  der  Para- 
meter des  dritten  und  des  vierten  Punktes. 
Sind  nun  x\  y',  u,  v  diejenigen  Punkte, 
die  den  Punkten  x,  y,  u,  v  jenes  Wurfes  in 
der  KoUineation  f  zugeordnet  sind,  so  wird 

X  =  xl,     y  =  yt 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Distributivität  von  f 

u  =ut  =  (xi-Qy)t  =  xi  +  Q  yt==x' -{-Qy 
v'  =  vf  =-  (x  -\-  ^y)t  =  xt  +  t\  yt  =  X  -\-  f)y'. 

Die  Ausdrücke   für  die  vier  Punkte  des  zugeordneten  Wurfes  erscheinen 
daher  unter  der  Form 

X,  y,  u  =x'  -\-  Qy\     v'  =  x'  -\-  %y'. 

Sein  Doppelverhältnis  wird  also  wieder 

(12)  (^'yVi;')  =  |-- 

Und  man  hat  den  Satz: 

Satz  307:  Zweite  Grundeigenschaft  der  KoUineation:  Ein 
jeder  Punktwurf  wird  durch  kollineare  Abbildung  in  einen 
Punktwurf  von  demselben  Doppelverhältnis  verwandelt. 


ijr'+^y 
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Aus    der  Invarianz   des  Doppelverhältnisses  eines  Punktwurfes  aber 
folgert  man  weiter  den  Satz: 

Satz  308:   Jede  Punktreihe  wird  durch  eine  Kollineation  in 
eine  projektive  Punktreihe  übergeführt. 

Will  man  noch  die  Frage  beantworten,  wie  viele  Punkte  man  in  den 
beiden  Systemen  der  Punkte  x  und  xf  einander  zuordnen  darf,  um   die 
Abbildung  festzulegen,  beschränke  man  sich  auf  den  Fall,   wo    auch    die 
drei  Zählerpunkte  a^,  a^,  %  ein  eigentliches  Dreieck  bilden,   verfüge  so- 
dann über   die  Massen 
^1?  ^2  7  ^3    ^®^   Zähler- 
punkte   a^,  «2?  0^3     <ies 
Bruches  f  in  der  Weise, 
daß  ein  der  Lage  nach  be- 
liebig gewählter  Punkt  a 
der  Einheitspunkt    der 
drei   Punkte   a^,  a^,  a^ 
wird,  daß  also 

(13)    a  =  ai  +  a^-\-as 

wird  (vgl.  Fig.  37), 
und  bezeichne  den  Wert 
des    äußeren  Produktes 


Fig.  37. 


[«lagflg]  mit  Q,  setze  also 

(14)  [a^a^a^]  =  a; 
dann  wird 

(15)  a  =  «1  +  «2  +  0^3  =  ^it  -|-  e^t  +  e^t  =  (e^  +  ^2  +  ^s)^  =  ^% 

das  heißt,  der  Einheitspunkt  a  des  Zählersystems  wird  durch  die  Kolli- 
neation f  dem  Einheitspunkte  e  des  Nennersystems  zugewiesen.  Da  nun 
aber  sowohl  die  vier  Punkte  e^,  e^,  e^  und  e,  wie  die  vier  Punkte  a^,  a^^ 
«3  und  a,  abgesehen  von  den  oben  erwähnten  Einschränkungen,  ihrer  Lage 
nach  ganz  beliebig  gewählt  werden  können,  und  durch  Angabe  der  Lage 
des  Punktes  a  die  Massen  der  drei  Zählerpunkte  a^,  a^,  a^  des  Bruches  f 
bis  auf  einen  Proportionalitätsfaktor  eindeutig  bestimmt  sind,  so  hat  man 
den  folgenden  Fundamentalsatz: 

Satz  309:  Fundamentalsatz  der  Kollineation:  Um  die  Punkt- 
Punkt-Abbildung  einer  Kollineation  in  der  Ebene  festzulegen, 
kann  man  vier  beliebig  gelegenen  Punkten  des  ersten  Systems, 
von  denen  aber  keine  drei  derselben  Geraden  angehören  dürfen, 
vier  beliebig  gelegene  Punkte  des  andern  zuweisen,  von  denen 
jedoch  wieder  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen.  Dadurch  ist 
dann  die  Abbildung  bis  auf  einen  Zahlfaktor  «indeutig  bestimmt. 
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M'^=]y^iR 


Die  zu  der  Punkt- PunJct-Äbbildung  t  einer  Kollincation  adjunyierte 
Stab-Stab- Ahbildung  ft.  Da  die  KoUineation  l  den  Funkten  einer  Geraden 
stets  wieder  Punkte  einer  Geraden  zuweist,  so  kann  man  die  durch  den 
Bruch  f  definierte  Abbildung  auch  als 
eine  Beziehung  zwischen  den  Ge- 
raden der  Ebene  auffassen.  Diese 
Abbildung  der  Geraden  der  Ebene  wird 
aber  durch  den  Bruch  f  nur  indirekt 
vermittelt.  Um  eine  direkte  Darstel- 
lung derselben  zu  finden,  berücksichtige 
man,  daß  die  Gerade  eines  beliebigen 
Stabes  [y^]  durch  die  KoUineation  f 
in  die  Gerade  des  Stabes  [i/!-;sf]  über- 
geführt wird  (vgl.  Fig.  38),  und 
suche  die  Beziehung  zwischen  den 
Ableitausdrücken  dieser  beiden  Stäbe  aut. 


Fig.  38. 


Setzt  man  wie  gewöhnlich 
80  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (12)  des  25.  Abschnitts 


(16) 


(17)  M  = 

Andrerseits  wird 

(18) 


^2  ^3 


Br  + 


^2  + 


9l92 


E. 


.^J  =    Sl«l   +    S2«2   +    53%; 

und  setzt  man  daher  noch 

(19)  [«2«3]  =  ^i,    [ö3«i]  =  ^2,     [ai«2] 

so  findet  man  für  den  zweiten  Stab  [yf-^f]  die  Darstellung: 


"^3» 


(20) 


[yf-^I]  = 


^2^3 

§2  h 


A,+ 


^3  9l 


Ä.+ 


9l  98 

3i  S2 


Der  Stab  [?/f-^rf]  des  zweiten  Systems  wird  also  aus  den  Stäben 
A^,  A^,  A^  durch  dieselben  Zalilgrößen  abgeleitet,  durch  die  der  ent- 
sprechende Stab  \yz^  des  ersten  Systems  aus  den  Grundstäben  £'^,  E^j 
jBg  hervorging;  und  man  wird  daher  allgemein  den  Geraden  der  Stäbe 
\yz^  die  Geraden  der  Stäbe  [i/f--2ff]  zuweisen,  wenn  man  neben  dem 
Bruche  f  noch  einen  zweiten  extensiven  Bruch  Ä  einführt,  dessen  Nenner 
und  Zähler  die  Stäbe  E^  und  A^  sind,  das  heißt  die  multiplikativen  Kom- 
binationen ohne  Wiederholung  zur  zweiten  Klasse  aus  den  Nennern  und 
Zählern  des  Bruches  f,  wenn  man  also  setzt 
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(21)  ^  =  ^^-4'    ^« 

(22)  pi^h^s],     E,  =  [e,e,],    E,  =  [e,e,] 

ist.     In  der  Tat  wird  dann 

(23)  M^  =  [2/f-^J], 
und  man  erhält  den  Satz: 

Satz  310:    Adjungiert  man  einem  Kollineationsbruche 

welcher  Punkte  in  Punkte  überführt,  einen  zweiten  Bruch 

^  TP         Ti^         TP 

in  der  Weise,  daß  dieser  neue  Bruch  den  Seiten  E^  des  Nenner- 
dreiecks von  t  die  Seiten  Ä^  des  Zählerdreiecks  von  t  zuordnet, 
diese  Seiten  dargestellt  als  die  äußeren  Produkte  der  Zähler- 
und Nennerpunkte  von  t,  so  weist  der  „adjungierte  Bruch"  ft 
überhaupt  jedem  Stabe  [j/;?],  das  heißt  jedem  Produkte  zweier 
Punkte  y  und  z  des  ersten  Systems,  den  Verbindungsstab  [?/f -^f] 
ihrer  Bilder  yt  und  zt  im  zweiten  System  zu. 

Aus  diesem  Satze  läßt  sich  noch  eine  wichtige  Folgerung  ziehen. 
Nach  der  ersten  Grundeigenschaft  der  Kollineation  (Satz  306)  wird  einem 
jeden  mit  zwei  Punkten  y  und  2  in  einer  Geraden  liegenden  Punkte  x 
durch  eine  Kollineation  f  ein  Bildpunkt  xl  zugeordnet,  der  mit  den  Bild- 
punkten yf  und  2  t  der  Punkte  y  und  z  wiederum  in  einer  Geraden  liegt. 
Es  entspricht  also  einem  Punkte  x,  der  die  Gleichung 

(t)  [^(y^)]  =  o 

erfüllt,  ein  Bildpunkt  xt,  der  der  Gleichung 

[a;%!.^f)]==0 

Genüge  leistet;   und  diese  Gleichung  kann  man  wegen  (23)   auch  in  der 

Form  schreiben: 

(tt)  [xi-yB^]^0. 

Setzt  man  endlich  in  den  beiden  Gleichungen  (f)  und  (ff) 

(24)  M=t^. 
wodurch  sie  die  Form  annehmen: 

(25)  [a;Z7]  =  0    und 

(26)  [xf-U^]==0, 

so  kann  man  das  gewonnene  Ergebnis  auch  so  formulieren: 
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Aus  der  Bedingung  für  das  Vereintliegeu  eines  Punktes  x  und  eines 
Stabes   C/,  das  heißt  aus  der  Gleichung 
(25)  [a;Cr|  =  0, 

folgt  die  entsprechende  Gleichung 

[a;f.Z7t]=0 

für  das  Vereintliegen  der  zugehörigen  Bilder  x\  und  TJ^  in  der  Kolli- 
neation  f,  Ä.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  311;  Ist  f  der  extensive  Bruch  für  die  Punkt-Punkt- 
Abbildung  einer  Kollineation  und  Ä  der  adjungierte  Bruch  für 
die  zugehörige  Stab- Stab-Abbildung,  so  zieht  die  Bedingungs- 
gleichung 

(25)  [a;Cr|  =  0 

für  das  Vereintliegen  des  Punktes  x  und  des  Stabes  V  die  ent- 
sprechende Bedingungsgleichung 

(26)  \xX  •  CTÄ]  =  0 

nach  sich  für  das  Vereintliegen  der  Bilder  x\  und  ZJÄ  des  Punk- 
tes X  und  des  Stabes   TJ  in  der  Kollineation  f,  Ä. 

Das  Icomhinatorische  Produkt  [fl]  der  PunM-PunM-Äbhildungen  zweier 
Kollineationen.  Man  kann  übrigens  den  Bruch  für  die  zur  Kollineation 
f  adjungierte  Kollineation  Ä  auch  als  kombinatorisches  Quadrat  des  Bruches 
f  darstellen,  vorausgesetzt,  daß  mau  für  das  kombinatorische  Produkt 
zweier  Kollineationen  t  und  I  derselben  Ebene  eine  Erklärung  aufstellt, 
die  das  ternäre  Analogen  des  im  13.  Abschnitt  eingeführten  kombinato- 
rischen Produktes  zweier  Projektivitäten  derselben  Geraden  bildet  (vgl. 
insbesondere  die  Formeln  (8)  und  (18)  des  13.  Abschnitts). 

Zunächst  läßt  sieh  die  Formel  (8)  des  13.  Abschnitts,  das  heißt 
die  Formel 

unmittelbar  auf  den  Fall  übertragen,  wo  an  die  Stelle  der  beiden  Pro- 
jektivitäten p  und  q  derselben  Geraden  zwei  Kollineationen  f  und  I  der- 
selben Ebene  getreten  sind.  Man  kann  nämlich  genau  entsprechend  einen 
Ausdruck  [y^r-ft]  definieren  durch  die  Formel 

(27)  [y^.ft]  =  t^l:lü_-iM:^ 

und  dann  gerade  so  wie  bei  der  Formel  (*)  zeigen,  daß  der  durch  den 
Bruch  auf  der  rechten  Seite  von  (27)  definierte  Ausdruck  [yz-U]  den 
Charakter  eines  aus  den  vier  Größen  y,  z,  f,  l  gebildeten  Produktes  besitzt, 
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indem  erstens  jeder  Zahlfaktor,  der  zu  einer  der  vier  Größen  y,  z^  \,  X 
hinzutritt,  vor  den  ganzen  Ausdruck  gestellt  w^den  kann,  und  indem 
zweitens  der  Ausdruck  distributiv  ist  gegenüber  einer  Summe,  die  an 
Stelle  einer  der  vier  Größen  y,  z,  t,  i  in  den  Ausdruck  eingesetzt  wird. 
Das  Produkt  [f/^-ff]  verdient  aber  auch  den  Namen  eines  homhi- 
natorischen  Produktes,  da,  wie  aus  der  Erklärungsformel  (27)  ohne 
weiteres-  folgt,  wenigstens  für  seine  Punktfaktoren  y  und  z  die  Grund- 
formel eines  solchen  Produktes  gilt: 

(28)  [xx'n]==0, 
die  dann  die  Formel 

(29)  [zyn]=-[yz-n\ 
nach  sich  zieht  (vgl.  Seite  10  des  ersten  Bandes). 

Die  beiden  Punktfaktoren  y  und  z  des  Produktes  [^^flj  sind  also 
nur  mit  Zeichenwechsel  vertauschbar,  während  seine  beiden  KoUineations- 
faktoren  t  und  l  offenbar  ohne  Zeichenwechsel  vertauscht  werden  dürfen. 
Denn  es  wird  wegen  (27) 

oder,  da  die  Punktfaktoren  yl  und  zt,  zi  und  yt  der  äußeren  Produkte 
des  Zählers  nur  mit  Zeichenwechsel  vertauschbar  sind: 

Das  ist  aber  nach  (27)  gerade  der  Ausdruck  für  das  Produkt  [2/^-tl], 
das  heißt,  es  ist  wirklich 

(30)  [yz-n]==[yz.n], 
und  man  hat  den  Satz: 

Satz  312:  In  dem  kombinatorischen  Produkte  [i/^-fl]  sind 
die  Punktfaktoren  y  und  z  mit,  die  Kollineationsfaktoren  f  und 
(  ohne  Zeichenwechsel  vertauschbar. 

Aus  den  Formeln  (28)  und  (29)  kann  man  ferner  wiederum  folgern, 
daß  das  kombinatorische  Produkt  [«/^;-!l]  auch  als  ein  Produkt  aufgefaßt 
werden  kann,  dessen  einer  Faktor  der  Stab  [yz]  ist.  Dazu  suche  man  eine 
Größe  [f  1]  einzuführen,  welche  die  Eigenschaft  hat,  einen  jeden  Stab  \j/z^ 
bei  der  Multiplikation  in  das  kombinatorische  Produkt  [i/^-fl]  zu  ver- 
wandeln, die  also  für  beliebige  Werte  von  y  und  z  der  Gleichung  genügt: 

(31)  [y^][n]==y^-n]. 

Um  auf  Grund  dieser  Gleichung  einen  analytischen  Ausdruck  für  die 
Größe  [fl]  zu  finden,  setze  man  in  die  Gleichung  (31)  für  y  und  z  ihre 
Ableitausdrücke  (16)  ein,  schreibe  die  Gleichung  also  in  der  Form: 
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führe  sodann  die  Multiplikation  der  runden  Klammem  aus  und  berück- 
sichtige dabei,  daß  sowohl  linker  Hand  wie  rechter  Hand  die  Regeln  der 
kombinatorischen  Multiplikation  zur  Geltung  kommen  (vgl.  hinsichtlich 
der  rechten  Seite  die  Formeln  (28)  und  (29)).  Auf  diese  Weise  erhält 
man  die  Gleichung: 

(32)  I  ^'''[e.e.]  +  ...|[nj-:'''''[Vs-«i]  +  -- 

Hier  sind  die  Ausdrücke  [6363 -fl],  ...  gewisse  Stäbe,  die  nach  (27)  die 
Darstellung  gestatten: 

(33)  [eggs-n]^^'''"'^^^^'^'-''^^   •••. 

für  die  sich  also,  wenn  man  noch 

(OA\  f  __   ^H    ^8'    ^8  (    __    Oi>    Ojy    t>s 

setzt,  die  Werte  ergeben: 

r^  ^    tn  —  i^M—  [«3^1      r.  .    *ii  —  [«sM  — [«ift»] 


(35) 


K.,.fI]==f-^iMzi[^«^] 


Die  in  der  geschweiften  Klammer  der  linken  Seite  von  (32)  angegebene 
Vielfachensumme  der  Stäbe  [Cj^g],  [egcj,  [e^e^  wird  nun  durch  die  Mul- 
tiplikation mit  der  Größe  [fl]  in  die  entsprechende  Vielfachensumme 
der  Stäbe  [e^e^-lX],  [e^e^-i\\,  [e^€^-l\\  übergeführt,  und  da  diese  Be- 
ziehung für  beliebige  Werte  von  l),  und  §j,  i,  h  =  l,  2,  3  gelten  soU,  so 

kann  man  setzen: 

/ggN  rj jT  ^  [e^eg-tl],  [ggei-fl],  [e^e^-W] ^ 

^       ^  '-     ■'  [«S«s]'  [^S«l]»  [«iCj] 

Den  so  definierten  Ausdruck  [fl]  bezeichnen  wir  als  das  kombinato- 
rische Produkt  der  KoUineationen  f  und  l.  Dasselbe  stellt,  wie 
die  Gleichung  (36)  zeigt,  die  Stab-Stab- Abbildung  einer  gewissen  neuen 
KoUineation  dar. 

Man  überzeugt    sich   dann   wieder   leicht,    daß   seine  Faktoren    ohne 
Zeichenwechsel  vertauschbar  sind.     Denn  es  wird  nach  (36) 

^^  '-"^~     K^],        [e,e,],       [e,e,-\ 

Nun  sind  aber  nach  dem  Satze  312  die  entsprechenden  Zähler  der  Brüche 

(36)  und  (37)  einander  gleich;  man  hat  also  die  Formel: 

(38)  [H]  =  [f  l] 

und  damit  den  Satz: 
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Satz  313:  In  dem  kombinatorischen  Produkte  der  Punkt- 
Punkt-Abbildungen  zweier  Kollineationen  sind  die  Faktoren 
ohne  Zeichenwechsel  vertauschbar. 

Führt  man  schließlich  noch  in  die  Bruchdarstellung  (36)  des  kom- 
binatorischen Produktes  [!I]  an  Stelle  der  Zähler  [egCg-fl]/  ...  ihre  Werte 
aus  (35)  ein,  so  findet  man  für  das  kombinatorische  Produkt  [f(]  den 
Ausdruck: 

^      ^     ^    -"  [«8^5],  [e,ej,  [CjCg] 

Die  zu  einer  Punkt- Funkt -Kollineation  f  adjungierte  Kollineation  ^  als 
kombinatorisches  Quadrat  von  t.  Läßt  man  in  der  Formel  (27)  die  beiden 
in  ihr  auftretenden  Kollineationen  einander  gleich  werden,  setzt  also 
l  =  t,    so  ergibt  sich  aus  ihr  die  Spezialformel: 

[yz  f^]  =  ^- ^-Y^ — ^-'  • 

Da  aber 

[yl-zi]  =  -[zi-yt\ 

ist,  so  vereinfacht  sich  diese  Formel  zu 

(40)  [yzl'^  =  [yl.zl\. 

Ferner  folgt   aus   (86)    für   das   „kombinatorische  Quadrat"   [f^]   der 
Kollineation  !  die  Darstellung 

rj2-]  ^  [egCgt^],  [e^e^V],  je^e^V] 

^   -■         [^2^3],      [egcj,      [e,ej] 
oder  wegen  (40) 
/4I)  rf2-|  _  [Cat-est],  [gsl-e^f],  {e^l-e^l\ 

^       ^  ■-     -'  [«2«8],  [«S^l]'  [«1^2]       ' 

wofür  man  mit  Rücksicht  auf  den  Wert  von  f  in  (34)  auch  schreiben  kann: 
/Ä<^\  rf2i  _  Kctgl^   [«8^1].   K«i] 

^  ^^  LlJ        [-,_,e3],     [e,cj,     Ke,] 

oder  wegen  (22) 

Die  Vergleichung  mit  (21)  zeigt  dann,  daß 

(44)  [f2j  =  Ä 

ist,    und   ferner  entnimmt  man  aus   dieser   Grleichung  und  aus  (31)  und 
(40),  daß 

(45)  \_yz-\  t  =  [yz-\m  ==  Vv^^  =  Vv^  '  ^^, 

wodurch    zugleich    die    Formel   (23)   bestätigt  wird.     Das  Hauptergebnis 
dieser  Untersuchung  läßt  sich  in  dem  Satze  ausdrücken: 
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Satz  314:  Die  adjungierte  Abbildung  ^  der  Punkt-Punkt- 
Abbildung  !  einer  Kollineation  ist  das  kombinatorische  Qua- 
drat von  f. 

Das  kombinatorische  Produkt  [f  Int]  der  Punkt-PimJct-Äbhildungen  dreier 
KoUineationen.  Diesen  Formeln  kann  man  gleich  noch  die  Ausdrücke 
für  die  dreifaktorigen  kombinatorischen  Produkte  von  KoUineationen  an- 
reihen. Sind  f,  I,  m  die  Punkt-Punkt- Abbildungen  dreier  KoUineationen 
und  X,  y,  z  drei  beliebige  Punkte  der  Ebene,  so  definieren  wir  das  kom- 
binatorische Produkt 

[xyz  •  f  Im] 
durch  die  Formel 


(46)    [xyz -11X0]==  \~,  I 


[xl  •  y\ '  zm]  -\-  [yt  •  z\  •  xvx]  -f  [zl  •  x\  ■  ym'\\ 
\xi  '  zl  •  ym]  —  [yt  •  xl  ■  zm]  —  [zt  ■  yl  ■  xrn]}  ' 

das  heißt,  wir  verstehen  unter  dem  kombinatorischen  Punkte  [xyz  •  f  Im] 
das  arithmetische  Mittel  der  Ausdrücke,  die  hervorgehen,  wenn  man  die 
Punktfaktoren  x,  y,  z  in  aUen  möglichen  Anordnungen  mit  den  in  der 
Reihenfolge  {,  t,  m  genommenen  KoUineationsfaktoren  multipliziert,  die 
erhaltenen  Produkte  jedesmal  zu  einem  planimetrischen  Produkte  ver- 
einigt und  dem  so  entstehenden  Produkte  das  Plus-  oder  Minuszeichen 
vorsetzt,  je  nachdem  die  Anordnung  der  Punktfaktoren,  die  in  diesem 
Produkte  vorkommt,  gegenüber  der  ursprünglichen  Anordnung  x,  y,  z  eine 
gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Inversionen  aufweist. 

Aus  der  Erklärungsformel  (46)  folgt  ohne  Weiteres,  daß  das  durch 
sie  definierte  Produkt  [a;i/-2;-!tm]  verschwindet,  sobald  zwei  von  seinen  drei 
Punktfaktoren  einander  gleich  werden,  daß  also  für  dasselbe  die  Grund- 
formeln bestehen: 

[xuu  •  fim]  =  0 

(47)  .    [vyvnm\  =  0 

[wwz  •  f  Im]  =  0. 
Denn  setzt  man  in  (46) 

y  =  z  =  Uj 

so  heben  sich  auf  der  rechten  Seite  die  sechs  Glieder  paarweise  gegen- 
seitig auf,  und  dasselbe  gilt,  wenn 

z  =  X  =  V     oder 

X  =  y  =  w     setzt. 

Aus  den  Grundformeln  (47)  ergeben  sich  ferner  wie  gewöhnlich 
(vgl.  Seite  10,  20,  142  des  ersten  Bandes)  die  Vertauschungsformeln 

[xyz  -tlrnj^      [yzx  -11111]=      [zxy-Um] 


(48) 

'  —  [xzy  •  Um]  =  —  [yxz  ■  f  Im]  =  —  [zyx  •  Um]. 
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Da  endlich  das  Produkt  [xyz  •  ftm]  nacli  (46)  ebenso  wie  das  Pro- 
dukt [xyz]  ein  Blatt  der  Ebene  e^^e^e^  darstellt  und  ein  solches  nach 
unserer  Verabredung  auf  Seite  26  des  ersten  Bandes  als  eine  unbenannte 
Zahl  aufgefaßt  werden  kann,  so  gilt  dasselbe  auch  von  dem  Bruche 

(49)  \xy^^ 

^     '  \xyz\       ' 

von  dem  wir  noch  voraussetzen  wollen,  daß  sein  Nenner 

(50)  \xyz\^^    sei. 

Man  überzeugt  sich  dann  genau  so  wie  bei  der  entsprechenden  Ent- 
wickelung  im  binären  Gebiet  (vgl.  Bd.  I  Seite  143),  daß  die  durch  den 
Bruch  (49)  dargestellte  Zahlgröße  von  der  Lage  und  Masse  der  drei 
Punkte  X,  y,  z  unabhängig  ist.  Wir  zeigen  dazu,  daß  der  Bruch  (49) 
seinen  Wert  nicht  ändert,  wenn  man  die  beliebigen,  nur  an  die  Be- 
dingung (50)  gebundenen  Punkte  x,  y,  z  durch  die  Grundpunkte  e^,  e^,  e^ 
ersetzt,  beweisen  also  die  Formel 

^     ^  [^y^]  [61^263] 

Wir  führen  zu  dem  Zwecke  in   den  Bruch  linker  Hand  für  die  Punkte 

X,  y,  z  ihre  Ableitausdrücke 

2/ =  t)iei +11362 +  1)363 

^  =  Sl^l    +  82^2    +  53«3 

ein  und  erhalten  so  für  ihn  die  Darstellung: 

\_xyz  ■  Um]  _  [(£1  e,  +  •  ■){t),  e,  +  •  -Xj.e,  +  •  •)  •  f  Im] 
[xyz]  [(El  61  +  .  •)  (t),  6i  +  ■  •)  (äi  61  +  . .)] 

oder,  wenn  wir  ausmultiplizieren  und  im  Nenner  die  Gesetze  der  äußeren 

Multiplikation,  im  Zähler  die  ihnen  entsprechenden  Formeln  (47)  und  (48) 

anwenden: 

[xyz  ■  Um]  _  3) [616,63    Um] 

iP"^)  [xyz]  35  [61 6363]       ' 

wo  S)  die  Determinante  der  Ableitzahlen  des  Gleichungssystems  (52)  be- 
deutet, wo  also 

£17  £2?  £3 

5i;  t)2;  ^3 

ist,  und  wo  diese  Determinante  wegen  (50)  nicht  verschwindet.  Die  Glei- 
chung (53)  aber  reduziert  sich,  wenn  man  rechter  Hand  mit  ®  kürzt, 
gerade  auf  die  zu  beweisende  Formel: 

(51)  [a;y^r  ■  Um]  _  [616,63  -  Um]  ^ 


(54)  ®  = 
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Damit  ist  in  der  Tat  gezeigt,  daß  der  Bruch  (49)  von  der  Lage  und 
Masse  der  Punkte  x,  y,  z  unabhängig  ist;  und  man  kann  daher  für  diesen 
Bruch  ein  Symbol  einführen,  das  nur  noch  die  Größen  f,  l,  m  enthält; 
wir  wählen  das  Zeichen  [flm],  setzen  also 

(55)  [•<■»]  =  ^-''^^. 

und  bezeichnen  die  so  definierte  Größe  [fim]  als  das  Tcombinatorische  Pro- 
dukt der  Kollineationen  X,  \,  m.  Dabei  können  in  der  Formel  (55)  für 
X,  y,  z  drei  ganz  beliebige  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  be- 
nutzt werden;  insbesondere  kann  man  also  auch  die  drei  Grundpunkte 
e^j  e^,  Cg  verwenden,  so  daß  man  auch  hat  (vgl.  auch  die  Gleichung  (51)) 

(56)  [,l„]«[^dL_JpÜ. 

Aus  der  Formel  (55)  folgt  ferner  durch  Wegschaffung  des  Nenners  die 
Formel 

(57)  [xyz][tlm]  =  [xyz -11x0]. 

Außerdem  beweist  man  wieder  leicht,  daß  die  Faktoren  des  kombina- 
torischen Produktes  [flm]  ohne  Zeichenwechsel  vertauschbar  sind,  daß  also 

(58)  [Um]  =  [tmf]  =  [mfl]  =  [fml]  =  [tfm]  =  [mlty). 

Der  Potenzivert  der  PimJct-Punlct-Ähhildung  einer  KoUineation.  Nimmt 
man  in  der  Formel  (56)  die  Kollineationsbrüche  l,  l,  m  einander  gleich 
an,  setzt  somit 

«1  =  1  =  ! 

so  verwandelt  sich  das  kombinatorische  Produkt  [flm]  in  die  kombina- 
torische dritte  Potenz  [f^]  von  !,  die  wir  als  den  „Potenzwert  des 


1)  Es  möge  hier  noch  bemerkt  werden,  daß  das  kombinatorische  Produkt  [flm] 
dreier  Kollineationen  I,  l,  m  in  der  Ebene  den  6*»"  Teil  der  kubischen  Determinante 
darstellt,  die  man  aus  den  27  Elementen  a.,,  b  ,,  c.^,  i,  k  =  1,  2,  3,  bilden  kann, 
das  heißt  den  6'«»  Teil  der  Summe  von  denjenigen  6*  Gliedern,  die  entstehen,  wenn 
man  in  dem  Produkte  ttubj^Csg  das  Gebinde  1,  2,  3  der  vorderen  Indizes  seiner  drei 
Faktoren  und  ebenso  das  Gebinde  1,  2,  3  der  hinteren  Indizes  allen  möglichen  Per- 
mutationen unterwirft  und  dem  dadurch  hervorgehenden  Produkte  das  Plus-  oder 
Minuszeichen  vorsetzt,  je  nachdem  in  ihm  die  Summe  der  beiden  Inversionszahlen, 
die  dem  Gebinde  der  vorderen  und  dem  Gebinde  der  hinteren  Indizes  zugehören, 
eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist.  Über  das  Entsprechende  im  binären  Gebiet 
siehe  Bd.  I  Seite  144.  Zum  Begriff  der  kubischen  Determinante  vergleiche  R.  F.  Scott, 
A  treatise  on  the  theorie  of  determinants.  Cambridge  1880.  Seite  89  ff.  und  E.  Pascal, 
Die  Determinanten,  deutsch  von  H.  Leitzmann.  Leipzig  1900.  Seite  184  ff.  Weitere 
Litteratur  über  kubische  Determinanten  findet  man  bei  M.  Lecat,  Histoire  de  la 
theorie  des  determinants  ä  plusieurs  dimensions.    Gand  1911. 
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Bruches  t"  bezeichnen  wollen.     Es  wird 


(59)  [f3]  = 

In    dem   B 

der  Zähler 


In    dem   Bruche  auf  der  rechten  Seite  ist  aber  mit  Rücksicht  auf  (46) 


Und  da  hier  nach  den  Gleichungen  (43)  des  zweiten  Abschnitts  sämtliche 
Glieder  innerhalb  der  geschweiften  Klammer  (einschließlich  ihrer  Vor- 
zeichen genommen)  einander  gleich  sind,  so  wird 

[e^e^e^V]  =  [ej  ■  e^t  ■  est] 
und  also  der  Potenzwert  von  f 

Genau  entsprechend  dem  Potenzwerte  eines  Projektivitätsbruches  im  binären 
Gebiet  (vgl.  Seite  144  ff.  des  ersten  Bandes)  ist  somit  der  Potenzwert  eines 
Kollineationshruches  t  gleich  dem  Jcomhinatorischen  Produkte  seiner  Zähler 
dividiert  durch  dasjenige  seiner  Nenner. 

Da  übrigens  nach  (2)  das  Produkt  im  Nenner  von  (60)  den  Wert  1 
hat,  so  kann  man  die  Gleichung  (60)  auch  in  der  Form  schreiben: 

(61)  [f j  =  Kas^sl; 

oder  wenn  man  die  Gleichung  (14)  berücksichtigt,  auch  in  der  Form: 

(62)  [f3]  =  0. 

Ferner  kann .  man  aus  der  Gleichung  (60)  noch  folgern,  daß  das 
Produkt 

(63)  [e,e,e,W^  =  [eJ-e,l.e,f\ 

ist,  und  diese  Gleichung  bleibt  auch  bestehen,  wenn  man  an  die  SteUe 
der  Punkte  e^,  e^,  e^  drei  ganz  beliebige  Punkte  x,  y,  z  treten  läßt,  das 
heißt,  es  gilt  auch  die  Gleichung 

(64)  \xyz'\  [f3J  =  \x\  '  y\  ■  z\\ 

Das  Verschwinden  des  Potenzwertes  der  PunM-PunJct-Äbhildung  einer 
Kollineation:  Entartende  Punlct-PunJct-Kollineationen.  Das  Verschwinden 
des  Potenzwertes  einer  Punkt-Punkt-Kollineation  f,  das  heißt  die  Gleichung 

(65)  [V]  =  0 
oder  wegen  (61)  die  Gleichung 

(66)  Kag^s]  =  ö, 

ist  dann  wieder  die  Bedingungsgleichung  des  Entartens  der  Kollineation. 
In  der  Tat  ist  es  ja  klar,  daß  bei  einer  Kollineation  f,  deren  Zähler  a^,  a^,  a^ 
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der  Gleichung  (66)  Genüge  leisten,  die  Punkte  des  zweiten  Systems  nicht 
mehr  die  ganze  Ebene  überdecken  können.  Aus  dieser  Gleichung  (66) 
folgt  nämlich^),  daß  zwischen  den  drei  Zählerpunkten  a^,  a^,  «3  eine  Zahl- 
beziehung herrscht,  das  heißt  eine  Gleichung  von  der  Form 

(67)  ajöi  +  Ogag -f  0303  =  <^j 

in  der  wenigstens  eine  der  drei  Größen  a^  von  Null  verschieden  ist. 

Man  hat  dann  drei  Fälle  zu  unterscheiden: 

Erstens  den  Fall,  wo  von  den  drei  Produkten  aus  je  zweien  der 
drei  Punkte  a^  wenigstens  eins  von  Null  verschieden  ist, 

zweitens  den  Fall,  wo  alle  diese  Produkte  gleichzeitig  null  sind, 
aber  doch  nicht  alle  drei  Größen  a^  selbst  verschwinden,  und  endlich 

drittens  den  Fall,  wo  alle  drei  Zähler  a^  des  Bruches  l  gleich 
Null  sind. 

Zuerst  sei  also  der  Fall  betrachtet,  wo  zwar  das  äußere  Produkt  [«jagag] 
aller  drei  Zählerpunkte  des  Bruches  f  verschwindet,  aber  wenigstens  eins 
von  den  drei  Produkten 

[«2  «3].       [«3«l];       K«2] 

aus  je  zweien  dieser  Punkte  von  Null  verschieden  ist.  Wir  bezeichnen 
diesen  Fall  als  den  Fall  der  einfach  entartenden  Punkt-Punkt- 
Kollineation. 

Es  läßt  sich  zeigen,  daß  in  diesem  Falle  neben  der  Gleichung  (67) 
nicht  noch  eine  zweite,  von  ihr  unabhängige  Zahlbeziehung  zwischen  den 
a^  bestehen  kann.     Ist  nämlich  zum  Beispiel  das  Produkt 

(68)  K%]4=0, 

so  herrscht  zwischen  den  Punkten  a^  und  a^  keine  Zahlbeziehung*),  wo- 
raus wiederum  folgt,  daß  in  der  Gleichung  (67) 

(69)  03  4=  0 

sein  muß;  denn  bei  verschwindendem  O3  würde  sich  ja  die  Gleichung  (67) 
auf  eine  Zahlbeziehung  zwischen  «j  und  a^  allein  reduzieren,  und  eine 
solche  ist  eben  durch  die  Ungleichung  (68)  ausgeschlossen.  Ist  aber  die 
Ungleichung  (69)  erfüllt,  so  ist  die  Gleichung  (67)  nach  a^  auflösbar  und 
liefert  für  a^  den  Wert: 

(70)  a,--^a,~la. 

Angenommen  nun,  es  bestände  zwischen  den  drei  Punkten  a^,  a^,  a^  noch 


1)  Hinsichtlich  der  benutzten  Schlußweise  vergleiche  man:  H.  Graßmann,  Die 
Außdehnungslehre.  Berlin  1862.  Nr.  G6.  (Gesammelte  mathematische  und  physi- 
kalische Werke,  Bd.  1,  Teil  2.     Leipzig  1896). 

2)  Vgl.  die  soeben  zitierte  Ausdehnungslehre  Nr.  61. 

Grafimann:  Projektive  Geometrie  d.  Ebene.     II.  5 
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eine  zweite  Zahlbeziehung: 

(*)  ^i«!  +  ^202  +  ^stta  =  0; 

so  müßte  auch  diese  aus  denselben  Griünden  wie  die  Zahlbeziehung  (67) 

nach  «3  auflösbar  sein  und  würde  für  a^  den  Wert  ergeben: 

Subtrahiert  man  aber  von  der  Gleichung  (**)  die  Gleichung  (70),  so  er- 
hält man  die  neue  Gleichung: 

und  diese  kann,  da  zwischen  den  Punkten  a^  und  a^  keine  Zahlbeziehung 
herrscht,  nicht  anders  bestehen,  als  wenn  ihre  Koeffizienten  einzeln  ver- 
schwinden, das  heißt,  es  müssen  die  Gleichungen  erfüllt  werden: 

|i  =  ^     und     1^  =  ^ 

oder,  was  dasselbe  ist,  die  Proportion: 

^1  :  ^2  =  §3  =  Qi  :  Ol  :  fls- 
Diese  Proportion  aber  zeigt,  daß  die  Zahlbeziehung  (*)   aus  der  Zahlbe- 
ziehung (67)  durch  bloße  Multiplikation  mit  einem  Zahlfaktor  hervorgeht, 
daß  es  also  keine  von  der  Zahlbeziehung  (67)  unabhängige  Zahlbeziehung 
zwischen  den  Punkten  a^,  a^,  a^  gibt.     Man  hat  daher  den  Satz: 
Satz  315:  Sobald  das  dreifaktorige  äußere  Produkt 

[a^a^a^  =  0 
ist,  aber  wenigstens   eins  von  den  drei  zweifaktorigen  äußeren 
Produkten 

K^sl;     K<^i]>     K»2] 
von  Null  verschieden  ist,  besteht  zwischen  den  drei  Größen  a^ 
eine,    aber    auch    keine    weitere    von    ihr   unabhängige   Zahlbe- 
ziehung 

a^a^  +  a^a^  +  Qg^  =  0. 

Geometrisch  gedeutet  sagt  die  Gleichung  (67)  aus,  daß  die  drei 
Punkte  «1,  «2  7  0^3)  die  den  drei  Grundpunkten  e^,  e^,  e.^  durch  die  Kolli- 
neation f  zugewiesen  werden,  in  einer  Geraden  liegen.  Daraus  aber  folgt 
dann,  daß  überhaupt  einem  jeden  beliebigen  Punkte 

des  ersten  Systems  im  zweiten  System  ein  Punkt  dieser  Geraden  ent- 
spricht.    Denn  dem  Punkte  x  wird  durch  die  KoUineation  f  der  Punkt 

Xi  =  Ji«!   -f  J2«2  +  Es «3 

zugeordnet;  und  dieser  gehört  der  Geraden  der  drei  Punkte  a^,  a^,  a^  an. 
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Diese  Gerade  heißt  daher  die  Hauptgerade  der  einfach  eutartenden 
Punkt-Punkt-KoUineation.  Auf  sie  konzentrieren  sich  die  Punkte 
des  zweiten  Systems. 

Man  kann  noch  hinzufüffeu:  Ebenso  wie  allen  übrioren  Punkten  der 
Ebene  werden  auch  den  Punkten  der  Hauptgeraden  selbst  Punkte  dieser 
Hauptgeraden  zugewiesen,  und  da  nach  Satz  308  einer  jeden  Punktreihe 
bei  kollinearer  Abbildung  eine  projeJdive  Pimlireihe  entspricht,  so  bildet 
die  Punktreihe  der  Hauptgeraden  zusammen  mit  der  ihr  koUinear  zuge- 
ordneten Punktreihe  eine  ProjeJctivität  in  der  Hauptgeraden.  Eine  Projek- 
tivität  in  einer  Geraden  aber  enthält,  wenn  sie  nicht  eine  bloße  Deckung 
ist  (vgl.  Seite  197  des  ersten  Bandes),  zwei  getrennte  reelle,  zwei  zu- 
sammenfallende reelle  oder  zwei  konjugiert  komplexe  Doppelpunkte  (vgl. 
die  Sätze  100  und  101  und  Seite  197  ff.  des  ersten  Bandes).  Und  diese 
beiden  Doppelpunkte  jener  Projektivität  sind  zugleich  DoppelpunMe  der 
KoUineation  und  mögen  die  Hauptpunkte  der  Kollineation  f  heißen. 

Neben  ihnen  aber  besitzt  die  Kollineation  noch  einen  dritten  Doppel- 
punkt, den  man  zugleich  als  Nidlpunkt  de^'  Kollineation  bezeichnen  kann. 
Derselbe  ist  nichts  anderes  als  derjenige  Punkt 

(71)  a  =  a^ej -H  agga  +  OgCj, 

der  aus  den  Nennerpunkten  e^,  e^,  e.^  durch  die  Koeffizienten  a^,  a^,  O3 
der  Zahlbeziehung  (67)  abgeleitet  ist  Wegen  (7)  wird  nämlich  sein  zu- 
geordneter Punkt  af  im  zweiten  System: 

at  =  a^a^  -f  a^a^  -f-  a^a^, 
das  heißt  wegen  (67): 

(72)  af  =  0. 

Die  einfach  entartende  Punkt-Punkt-Kollineation  f  weist  also  dem  Punkte  a 
die  Zahlgröße  0  zu,  und  zwar  ist  offenbar  (vgl.  Satz  315)  der  Punkt  a  der 
einzige  Punkt,  der  diese  Eigenschaft  hat,  und  möge  daher  der  Nullpunkt 
der  einfach  entartenden  Punkt-Punkt-Kollineation  genannt  werden. 
Schreibt  man  die  Gleichung  (72)  in  der  Form 

(73)  af  =  0  •  ^, 

wo  2  einen  ganz  beliebigen  Punkt  der  Ebene  bedeutet,  so  sieht  man,  daß 
der  Bildpunht  des  Nullpunktes  a  seiner  Lage  nach  ganz  unbestimmt  ist,  daß 
ihm  aber  die  Masse  0  zukommt.  Man  ist  daher  nicht  gerade  genötigt, 
als  zugeordneten  Punkt  des  Nullpunktes  a  einen  Punkt  der  Hauptgeraden 
der  Kollineation  f  anzusehen  wie  bei  den  übrigen  Punkten  der  Ebene, 
sondern  man  kann  auch  jeden  andern  Punkt  der  Ebene,  insbesondere  den 
Punkt  a   selbst,  als  zugeordneten  Punkt  des  Nullpunktes  a  auffassen.    In 
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diesem  Sinne  erscheint  der  Nullpunkt  a  zugleich  als  ein  dritter  Doppel- 
punTd  der  einfach  entartenden  Punkt-Punkt-Kollineation  f. 

Man  kann  den  Nullpunkt  a  der  Kollineation  f  auch  in  ihre  Bruch- 
darstellung als  Nenner  einführen.  Dabei  hat  man  dafür  zu  sorgen,  daß 
die  neuen  Nenner  linear  unabhängig  von  einander  werden,  und  muß  daher 
den  Nullpunkt  a  an  die  Stelle  desjenigen  Nenners  setzen,  der  dem  nicht 
verschwindenden  Koeffizienten  der  Gleichung  (67)  entspricht,  das  heißt  nach 
(69)  an  die  Stelle  des  Nenners  e^.  Man  erhält  so  für  den  Kollineation s- 
bruch  f  die  Darstellung 

(nA\  f  __  %  >  ^i>  ^ 

welche  das  obige  Ergebnis  bestätigt,  daß  in  einer  einfach  entartenden 
Punkt-Punkt-KoUineation  f  einem  jeden  Punkte  der  Ebene  ein  Punkt  der 
Hauptgeraden  a^a^  zugewiesen  wird,  wobei  freilich  als  Bild  des  Null- 
punktes a  auch  jeder  beliebige  Punkt  der  Ebene  angesehen  werden  kann, 
wenn  man  ihm  die  Masse  0  beilegt. 

Der  zweite  Fall,  der  beim  Verschwinden  des  äußeren  Produktes  [«i^o^] 
aller  drei  Zählerpunkte  des  Bruches  t  für  die  Punkt-Punkt- Abbildung  einer 
KoUineation  eintreten  kann,  war  der,  wo  die  sämtlichen  drei  zweifaktorigen 
Produkte  [^as],  [0^3  c^i],  [fl^ittj]  ihrer  drei  Zählerpunkte  null  sind,  wo  also 
die  drei  Gleichungen  bestehen: 

(75)  K«3]  =  K»i]  =  K«2]  =  0, 

während  wenigstens  eine  der  drei  Größen  a^  von  Null  verschieden  sein 
sollte.  Wir  sagen  in  diesem  Falle,  die  Punkt-Punkt-Kollineation  l 
sei  zweifach  entartend. 

Verfügen  wir  alsdann  über  die  Indizes  der  drei  Größen  a^  in  der 
Weise,  daß  «g  nicht  verschwindet,  so  werden  zwischen  den  drei  Größen  a^ 
zwei  Zahlbeziehungen  von  der  Form  bestehen  müssen: 

(76)  a^  ==  fttg,     a^  =  gag     oder 

(77)  «1  —  fag  =  0,     «2  -  9«3  ==  ö- 

Diese  Gleichungen  sagen  aus,  daß  die  beiden  Punkte  a^  und  a^,  sofern 
sie  nicht  nuU  sind,  mit  dem  Punkte  «g  zusammenfallen.  Daraus  wiederum 
folgt,  daß  dann  überhaupt  jedem  Punkte 

^  "^  Jl^l  "T  $2^2  "I"  ?3^3 

der  Ebene  ein  mit  dem  Punkte  «g  zusammenfallender  Punkt  zugewiesen 
wird;  denn  es  wird 

^{=  El«l  +  J2«2  +  J3«3 

oder  wegen  (76) 


Abschnitt  27,  Gleichung  (74)  bis  (88).  69 

Aus  diesem  Grunde  heißt  der  Punkt  a,  der  Hauptpunkt  der  zweifach 
entartenden  Punkt-Punkt-KoUineation  f. 

Bezeichnet  man  ferner  noch  die  beiden  Punkte,  die  aus  den  Nenner- 
punkten e^,  e.2,  Cg  durch  die  Koeffizienten  der  beiden  Zahlbeziehungen  (77) 
abgeleitet  sind,  mit  a    und  a",  setzt  also 

(78)  .  a  =e^—  fgg,     a"  =  e^  —  gcg, 

so  lassen  sich  die  Gleichungen  (77)  auch  in  der  Form  schreiben 

(79)  a'f  =  0,     a"f  =  0, 

welche  zeigt,  daß  den  Punkten  a  und  a'  durch  die  KoUineation  !  die 
Zahlgröße  0  zugewiesen  wird.  Aber  man  sieht  auch  sofort,  daß  die  KoUi- 
neation f  eine  ganze  Punktreihe  von  Nullpunkten  besitzt;  denn  sie  ver- 
wandelt bei  der  Multiplikation  auch  jede  Vielfachensumme  der  Punkte  a 
und  a"  in  die  Zahlgröße  0.     In  der  Tat  wird  für  jeden  Punkt 

(80)  a  =  a'a  -f-  a"a" 
der  Geraden  a'a"  wegen  (79) 

(81)  at  =  0. 

Die  ganze  Punktreihe  a'a  -f-  a"a"  besteht  demnach  aus  Nullpunkten  der 
zweifach  entartenden  Punkt-Punkt-Kollineation.  Eine  solche  KoUi- 
neation besitzt  somit  einen  Hauptpunkt  und  eine  Nullpunktreihe. 
Man  kann  auch  hier  wieder  die  Nullpunkte  a'  und  a"  der  KoUineation 
in  ihre  BruchdarsteUung  als  Nenner  einführen,  wobei  man  wieder  dafür 
Sorge  zu  tragen  hat,  daß  die  drei  Nenner  der  neuen  Bruchdarstellung  linear 
unabhängig  von  einander  sind.  Diese  Bedingung  wird  erfüUt,  wenn  man 
die  beiden  NuUpunkte  a  und  a"  an  die  SteUe  der  Nenner  e^  und  e^  treten 
läßt.  Man  bekommt  so  für  den  extensiven  Bruch  der  zweifach  entartenden 
Punkt-Punkt-KoUineation  die  DarsteUung: 

(82)  f  =  ^4:^. 

Der  dritte  Fall  einer  entartenden  KoUineation  f  ist  die  dreifach 
entartende  oder  uneigentliche  Punkt-Punkt-Kollineation.  Bei 
ihr  verschwinden  alle  drei  Zähler  des  Bruches  f.  Derselbe  hat  also  die 
Form 

(83)  f  =  ^:^-^-2 

und  weist  überhaupt  einem  jeden  Punkte  der  Ebene  die  Zahlgröße  0  zu. 
Auch  hat  in  diesem  Falle  der  Bruch  f  selbst  den  Wert  0. 

Man  kann  schUeßUch  die  gewonnenen  Ergebnisse  in  dem  folgenden 
Satze  zusammenfassen: 
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Satz  316:  Der  Potenzwert  der  Punkt-Punkt-Abbildung  f  einer 
KoUineation    in    der  Ebene   verschwindet    dann   und    nur  dann 
wenn  diese  KoUineation  entartet. 

Ist  in  diesem  Falle  von  den  drei  äußeren  Produkten  aus  je 
zweien  der  Zähler  des  Bruches  !  wenigstens  noch  eins  von  Null 
verschieden,  so  nennt  man  die  Abbildung  eine  einfach  entartende 
Punkt- Punkt- KoUineation.  Dieselbe  ordnet  sämtlichen  Punkten 
der  Ebene  Punkte  einer  und  derselben  Geraden  zu,  die  als  die 
Hauptgerade  der  einfach  entartenden  Punkt-Punkt-KoUineation 
bezeichnet  wird;  außerdem  besitzt  die  KoUineation  noch  einen 
ausgezeichneten  Punkt,  dem  durch  die  Abbildung  die  Zahlgröße 
0  zugewiesen  wird,  und  der  daher  der  Nullpunkt  der  einfach 
entartenden  Punkt-Punkt-Kollineation  heißt. 

Verschwinden  dagegen  alle  drei  zweifaktorigen  äußeren 
Produkte  der  drei  Zähler  von  t,  ohne  daß  zugleich  alle  drei 
Zähler  selbst  gleich  Null  sind,  so  heißt  die  Abbildung  eine 
zweifach  entartende  Punkt-Punkt-Kollineation.  In  ihr  entspricht 
jedem  Punkte  der  Ebene  ein  und  derselbe  Punkt,  der  Haupt- 
punkt der  KoUineation;  außerdem  aber  besitzt  sie  eine  ganze 
Punktreihe  von  Nullpunkten,  das  heißt  von  Punkten,  denen  die 
Zahlgröße  0  zugewiesen  wird. 

Verschwinden  endlich  sämtliche  drei  Zähler  des  Bruches  f, 
so  heißt  die  Abbildung  eine  dreifach  entartende  oder  uneigent- 
liche Punkt- Ptmkt- KoUineation.  Bei  ihr  ist  jeder  Punkt  der 
Ebene  ein  Nullpunkt  der  KoUineation. 

Das  kombinatorische  Produkt  [Äß]  der  Stab- Stab -Ahbildungen  zweier 
Kollineationen.    Wir  haben  oben  auf  Seite  55  f.  die  Stab-Stab-Kollineation 

als  adjungierte  Abbildung  zur  Pankt-Punkt-KoUineation  eingeführt.  Aber 
man  kann  selbstverständlich  ebenso  gut  auch  von  einer  durch  den 
Bruch  (84)  definierten  Stab-Stab-Kollineation  als  der  ursprüng- 
lichen KoUineation  ausgehen  und  von  ihr  die  adjungierte  Punkt- 
Punkt-Kollineation. 

bilden,  daß  heißt  diejenige  Abbildung,  deren  Zähler  und  Nenner  die  zwei- 
faktorigen  planimetrischen  Produkte  der  Zähler  und  Nenner  von  Ä  sind. 
Auch  für  diese  adjungierte  Abbildung  f  einer  Stab-Stab-KoUineation 
Ä  ergibt  sich  eine  Darstellung  als  kombinatorisches  Quadrat  von  ^,  wenn 
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man  noch  den  Begriff  des  kombinatorischen  Produktes  [Ä8]  zweier  Stäb- 
Siab-Kollineationen  Ä  und  ß  einführt. 

Wir  definieren  dazu  genau  wie  bei  der  dualistisch  entsprechenden 
Entwickelung  zunächst  den  Ausdinick  [FTTÄß],  in  welchem  Fund  W 
zwei  beliebige  Stäbe  sind,  durch  die  Formel 

(86)  [VW-m-^""'''''^-^'^''^, 

aus  der  dann  wiederum  folgt,  daß,  wenn  U  ebenfalls  einen  Stab  bedeutet, 

(87)  [C7t7.Äß]  =  0 
ist,  und  daß 

(88)  [WV-  tßl  =  -  [VW-  m] 
aber 

(89)  [FTT- ßÄ]  =  [FTT- Äß] 
ist.     Wir  nennen  den  Ausdruck 

[VW-  Äß] 

das  kombinatorische  Produkt  der  Stabe  V,  W  und  der  Kollineationen  Ä, 
ß.     Die  Formeln  (88)  und  (89)  enthalten  den  Satz: 

Satz  317:  In  dem  kombinatorischen  Produkte  [VW-  Äß]  sind 
die  Stabfaktoren  Fund  W  mit,  die  Kollineationsfaktoren  Ä  und 
ß  ohne  Zeichenwechsel  vertauschbar. 

Definiert  man  sodann  weiter  das  kombinatorische  Produkt  [Äß] 
durch  die  Formel 

(90)  [FTF][Ä8]  =  [FTF-  tß], 

die  für  beliebige  Werte  der  Stäbe  F  und  W  gelten  soll,  so  zeigt  man 
wieder  wie  auf  Seite  58 f.,  daß 

ist,  woraus  wegen  (89)  noch  folgt,  daß  allgemein 

(92)  [ßÄ]  =  [tß] 
ist.     Es  gilt  also  der  Satz: 

Satz  318:  In  dem  kombinatorischen  Produkte  der  Stab-Stab- 
Abbildungen  zweier  Kollineationen  sind  die  Faktoren  ohne 
Zeichenwechsel  vertauschbar. 

In  dem  Bruche  auf  der  rechten  Seite  von  (91)  besitzen  die  Zähler 
nach  (86)  die  Werte: 

(93)  [E^E,  ■  ^ß]  ==  [^^^■E>^]-[^,^jJ!^^ , .  .^ 
für  die  man,  wenn  man  noch 
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setzt,  auch  schreiben  kann: 

(95)  [E,E,  •  a g]  =  ^^* ^'^  7  ^^'  ^'\'-^. 

Bei  Einführung  dieser  Werte  nimmt  die  Gleichung  (91)  die  Gestalt  an: 
^{[A,B,]-[A,B,]),i{[Ä,JB,]-[A,B,]),^{[Ä,B,]-[A,B,]} 


(96)    [t8]  = 


[E'sjjE'g], 


[J^;^i], 


[E,E,] 


Die  zu  einer  Stab -Stab -KoUineation  Ä  adjungierte  KoUineation  l  als 
Jcombinatorisches  Quadrat  von  Ä.  Für  das  „kombinatorische  Quadrat" 
Iß^]  der  Stab-Stab-Kollineation  Ä  erhält  man  ferner  wie  auf  Seite  60  die 
Formeln: 

(97)  [FTrÄ2]  =  [Ft-  TTt]     und 

[E,&.E^&],    [^-gÄ-JSiÄ],  [E.St-E^St] 


(98) 


T 


[E,E,],  [E,E,],  [E\E,]      ' 

von   denen  sich   die  letztere   wegen   der  ersten  Formel  (94)   verkürzt  zu: 


(99) 


[Ä^] 


[A,Ä,],  IÄ,A,],[Ä,A,] 


[E,E,],IE,E,],[E,E,] 

Der  Bruch  rechter  Hand  ist  aber  nach  (85)  gerade  der  Ausdruck  für  die 
zur  Stab-Stab-KoUineation  Ä  adjungierte  Punkt-Punkt-Kollineation  I,  und 


man  hat  daher  die  Gleichung  bewiesen: 

(100)  OT  =  f. 
Diese  Gleichung  enthält  den  Satz: 

Satz  319:  Die  adjungierte  Abbildung  (  der  Stab-Stab-Ab- 
bildung ^  einer  KoUineation  ist  das  kombinatorische  Quadrat 
von  t. 

Ferner  entnimmt  man  aus  der  Gleichung  (100)  und  aus  (90)  und 
(97),  daß 

(101)  [FTF]f  =  [FTr|[tT  =  [FTF^]  =  [Ft  •  TFt]. 

Insbesondere  ist  also 

(102)  [FTr]!  =  [Fa-  TTÄ], 

und  man  hat  den  zu  dem 
Satze  310  dualistisch  ent- 
sprechenden    Satz      (vgl- 
WR     Fig.  39): 

Satz  320:  Adjungiert 
man  einem  Kollinea- 
tionsbruche 


Mg.  39. 


All  Af,  A^ 

E     E     E  ' 

■^1 1  ■'-'i  »  -'-'s 
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welcher  Stäbe  in  Stäbe  überführt,  einen  zweiten  Bruch 

in  der  Weise,  daß  er  den  planimetrischen  Produkten  aus  je 
zweien  von  den  Nennern  des  Bruches  Ä  die  entsprechenden 
planimetrischen  Produkte  aus  den  Zählern  von  Ä  zuordnet,  so 
weist  dieser  zu  St  adjungierte  Bruch  f  überhaupt  jedem  Punkte 
[FTT^,  daß  heißt  jedem  Produkte  zweier  Stäbe  V  und  JV  des 
ersten  Systems,  den  Schnittpunkt  [FÄ-  TFÄ]  ihrer  Bilder  FÄ 
und   IFÄ  im  zweiten  System  zu. 

Die  Grundeigenschaften  der  Stab- Stab -Ahhildung  einer  Kollineation. 
Überhaupt  ergibt  die  Auffassung  der  Kollineation  als  Stab-Stab-Abbüdung 
zu  jedem  oben  für  die  Kollineation  gewonnenen  Satze  eine  dualistisch  ent- 
sprechende Eigenschaft.  Insbesondere  kann  man  aus  der  Distributivität 
des  Bruches  Ä  die  folgenden  beiden  neuen  Grrundeigenschaften  der  Kolli- 
neation folgern: 

Satz  321:  Dritte  Grundeigenschaft  der  Kollineation:  Drei 
gerade  Linien,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  werden  durch  kol- 
lineare Abbildung  wieder  in  drei  gerade  Linien  übergeführt, 
die  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden.     Und: 

Satz  322;  Vierte  Grundeigenschaft  der  Kollineation:  Ein 
jeder  Strahlwurf  wird  durch  kollineare  Abbildung  dn  einen 
Strahlwurf  von  demselben  Doppelverhältnis  verwandelt. 

Hieraus  aber  folgt  weiter  der  Satz: 

Satz  323:  Jedes  Strahlbüschel  wird  durch  eine  KoUiueation 
in  ein  projektives  Strahlbüschel  übergeführt. 

Die  hollinearen  Bilder  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse. 
Aus  dem  Satze  323  und  seinem  dualistischen  Gegenstück,  dem  Satze  308, 
ergibt  sich  dann  noch  ein  wichtiger  Satz  über  die  kollineare  Abbildung 
der  Kurven  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse,  nämlich  der  Satz: 

Satz  324:  Bei  kollinearer  Abbildung  ist  das  Bild  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  wieder  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  und  das 
Bild  einer  Kurve  zweiter  Klasse  wieder  eine  Kurve  zweiter 
Klasse. 

In  der  Tat  läßt  sich  ja  jede  Kurve  zweiter  Ordnung  als  Erzeugnis 
zweier  projektiven  Strahlbüschel  darstellen,  und  da  nach  Satz  323  jedes 
Strahlbüschel  durch  eine  Kollineation  in  ein  projektives  Strahlbüschel 
übergeführt  wird,  so  werden  insbesondere  auch  zwei  zueinander  projek- 
tive   Strahlbüschel    wieder   in    zwei    projektive    Strahlbüschel    verwandelt. 
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also  auch  diejenige  Kurve  zweiter  Ordnung,  die  das  Erzeugnis  der  beiden 
ersten  projektiven  Strahlbüschel  bildet,  in  das  Erzeugnis  der  beiden  letzten 
projektiven  Strahlbüscbel,  das  heißt  wieder  in  eine  Kurve  zweiter  Ord- 
nung. 

Natürlich  kann  man  die  Begründung  auch  auf  Grund  des  Satzes  54 
geben.  Man  kann  nämlich  nach  diesem  Satze  jede  Kurve  zweiter  Ord- 
nung als  geometrischen  Ort  derjenigen  Punkte  x  auffassen,  welche  vier 
feste  Punkte  a,  h,  c,  d  durch  einen  Strahlwurf  von  gegebenem  Doppel- 
verhältnis g  projizieren.  Wenn  aber  das  Doppelverhältnis  eines  jeden 
Strahlwurfes  bei  der  kollinearen  Abbildung  erhalten  bleibt,  so  projiziert 
auch  das  Bild  xt  des  laufenden  Punktes  x  jener  Kurve  zweiter  Ordnung 
die  Bilder  af,  &f,  et,  dt  jener  vier  festen  Punkte  durch  einen  Strahlwurf 
von  dem  Doppelverhältnis  g,  das  heißt,  auch  der  Punkt  xt  beschreibt  eine 
Kurve  zweiter  Ordnung. 

Den  zweiten  Teil  des  Satzes  324  beweist  man  ebenso: 

Da  eine  jede  Kurve  zweiter  Klasse  als  Erzeugnis  zweier  projektiven 
Punktreihen  dargestellt  werden  kann,  und  nach  Satz  308  jede  Punktreihe 
durch  eine  Kollineation  in  eine  projektive  Punktreihe  übergeführt  wird, 
so  werden  insbesondere  auch  zwei  zueinander  projektive  Punktreihen  wieder 
in  zwei  projektive  Punktreihen  verwandelt,  also  auch  diejenige  Kurve 
zweiter  Klasse,  die  das  Erzeugnis  der  beiden  ersten  projektiven  Punkt- 
reihen bildet,  in  das  Erzeugnis  der  beiden  letzten  projektiven  Punktreihen, 
das  heißt  wieder  in  eine  Kurve  zweiter  Klasse. 

Auch  hier  kann  man  einen  zweiten  Beweis  geben,  und  zwar  unter 
Benutzung  des  Satzes  56.  Eine  jede  Kurve  zweiter  Klasse  läßt  sich 
nämlich  als  Hüllkurve  aller  Geraden  U  auffassen,  die  von  vier  festen 
Geraden  A,  B,  C,  I)  in  einem  Punkt wurf  von  gegebenem  Doppelverhält- 
nis g  geschnitten  werden.  Wegen  der  Invarianz  des  Doppelverhältnisses 
bei  der  kollinearen  Abbildung  wird  daher  auch  das  Bild  U^  der  Geraden 
U  die  Bilder  Ä^,  B^,  C^,  DA  jener  vier  festen  Geraden  in  einem  Punkt- 
wurfe vom  Doppelverhältnis  g  schneiden,  daß  heißt,  selbst  eine  Kurve 
zweiter  Klasse  umhüllen  müssen. 

Die  zur  adjungierten  Ähhildung  ^  einer  Punkt- PunTct- Kollineation  f 
adjungierte  Ähhildung  f.     Ist  die  Stab-Stab-KoUineation 


^1  >    -2^2  1    ^3 

die  adjungierte  Abbildung  einer  Punkt-Punkt-Kollineation 


(104)  f  =  "b^L-^n^ 
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SO  daß 

ist,  so  unterscheidet  sich  die  zur  adjungierten  Kollineation  Ä  adjungierte 
Abbildung 

von  der  ursprünglichen  Kollineation  f  in  (104)  nur  um   den  Zahlfaktor 

(107)  ^^s,a,a,a,^  =  \i\ 

(vgl.  die  Gleichungen  (61)  und  (14));  es  gilt  nämlich  dann  die  Formel 

(108)  f=a!. 

In  der  Tat  ist  ja  nach  den  Formeln  (15)  des  25.  Abschnitts: 

(109)  [^A]  =  ^l,       [J^3^l]=^2,       [^1^2]  =  «3, 

und  überdies  wird  wegen  (107)  (vgl.  auch  die  Gleichung  (21)  des  3.  Ab- 
schnitts) das  Produkt: 

[^2-^3]  =  [«3«!  •  a^aj  =  K«i«2]«i  =  K«2«3]«i  =  oa^; 

und  Entsprechendes  gilt  auch  für  die  Produkte  [^3-4J  und  [^j-^g].    Man 
erhält  also  die  Formeln: 

(110)  [^2^3]  =  aai,    [^3^i]  =  aa2,    [vli^g]  =  o^sl 
und  die  Gleichung  (106)  nimmt  daher  die  Gestalt  an: 

f  =   ß  <*!>    «8  1    "8 

und    diese    ist  mit  Rücksicht  auf  (104)   gleichbedeutend  mit  der  obigen 

Gleichung: 

(108)  f  =  af . 

Wegen  (100),   (44),  und  (62)   auch  kann  man  dieselbe  übrigens  auch  in 
der  Form  schreiben: 

(111)  f=[r]==[[n"]  =  OTf. 

Das  JcomhinatoriscJie  Produkt  [Ä8Ü)i]  ihr  Stah-Stab -Abbildungen  dreier 
KoUineationetL  Sind  ^,  fi,  SR  die  Stab -Stab -Abbildungen  dreier  Kolli- 
neationen  und  ü,  F,  W  drei  beliebige  Stäbe  der  Ebene,  so  definieren 
wir  das  kombinatorische  Produkt 

[üvwstum] 
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durch  die  Formel: 

(112)  _i^i   [ü^-vfi-wm]  +  [vst'W^-um]  +  [w^'U^'Vm]] 

Ist  dann  noch 

(113)  [urw]  +  o, 

so  ist  der  Bruch 

[urw] 

eine  von  der  Lage,  der  Größe  und  dem  Sinne  der  Stäbe  U,  V,  W  un- 
abhängige Zahlgröße  und  kann  als  homhinatorisches  Produkt  der  Kolli- 
neationsbrüche  Ä,  8,  3K  aufgefaßt  werden.    Wir  setzen  also: 

(114)  [t8«]  =  L^f^«], 

wobei  ü,  V,  W  drei  beliebige,  aber  der  Ungleichung  (113)  unterliegende, 
Stäbe  sind.  Und  da  wegen  der  Gleichung  (16)  des  25.  Abschnitts  diese 
Ungleichung  auch  für  die  drei  Grundstäbe  E^,  E^,  E^  erfüUt  ist,  so  wird 
insbesondere  auch 

(115)  [^ggK]=^^^-gJJjJ- 

Aus  der  Formel  (114)  folgt  ferner  durch  Wegschaffung  des  Nenners 
die  Formel 

(116)  iuvw^[mm\  =  \uvw-mm\. 

Weiter  sind  wieder  die  Faktoren  des  Produktes  [Ä89W]  ohne  Zeiche'n- 
wechsel  vertauschbar,  so  daß  man  hat: 

(117)  [mm-]  =  [8SWÄ]  =  [swtö]  =  läsrö]  =  [mm]  =  mmi 

Der  Potenzwert  der  Stab- Stab- Ähhüdung  einer  KoUineation.  Nimmt 
man  endlich  noch  in  der  Formel  (115)  die  KoUineationsbrüche  Ä,  8,  8K 
einander  gleich  an,  setzt  also 

3W  =  8  =  Ä, 
so    verwandelt    sich  das  kombinatorische  Produkt   [Ä89WJ   in   die   kom- 
binatorische  dritte  Potenz   von  Ä,   die  wir  durch  das  Symbol  [Ä^] 
darstellen  und  wieder  als  den  „Potenzwert  des  Bruches  B'^  bezeichnen 
woUen.     Es  wird 

(118)  OT_[^^«!]. 

Hierin  ist  wegen  (112)  der  Zähler  der  rechten  Seite  (vgl.  auch  die  Ent- 
wickelung  auf  Seite  64) 

(119)  IE,E,E,  Ä«]  =  [E,^  ■  E,^  .  E.m-, 
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also  wird  der  Potenzwert  von  Ä 

oder  mit  Rücksicht  auf  den  Wert  von  Ä  in  (84) 

(121)  [«']  =  [mi- 

Der  Fotenzivert  des  Bruches  ^  ist  also  wieder  gleich  dem  planimetriscJien 
Produkte  der  Zähler  dividiert  durch  dasjenige  der  Nenner. 

Übrigens  vereinfacht  sich  die  Gleichung  (121)  wegen  der  Gleichung 
(16)  des  25.  Abschnitts  zu 

(122)  OT  =  [AJ,^3]; 

und  wenn  man  noch  entsprechend  wie  bei  der  Punkt -Punkt- Kollin  eation 
f  für  das  plani metrische  Produkt  der  drei  Zählerstäbe  von  Ä  eine  kurze 
Bezeichnung  einführt,  also  etwa 

(123)  VA^.A]  -  51 

setzt,  so  verwandelt  sich  die  Formel  (122)  in 

(124)  [t^]  =  51. 

Diese  Zahlgröße  2t  steht,  falls  die  Stab- Stab -Kollineation  Ä  die  ad- 
jungierte  Abbildung  einer  Punkt-Punkt-Kollineation  f  sein  sollte,  zu  deren 
Potenzwert  a  in  einer  engen  Beziehung;  denn  es  wird  wegen  (123),  (110) 
und  (105) 

(125)  21  =  [^1^2  ^3]  =  [affg^g]  =  a[a3^3]  =  a[a^a^a^  =  ala^a^a^l  =  qI 
Die  Gleichung  (124)  läßt  sich  dann  also  auch  in  der  Form  schreiben: 

(126)  [r]  =  a2 

oder,  wenn  man  will,  (vgl.  die  Gleichungen  (44)  und  (62))  in  der  Form: 

(127)  [[i'f]  =  [f^]l 

Das  Verschwinden  des  Fotenzwertes  der  Stab -Stab -Abbildung  einer 
Kollineation:  Entartende  Stab-Stab-Kollineationen.  Verschwindet  der  Potenz- 
wert [Ä^]  einer  Stab-Stab-Kollineation  Ä,  "besteht  also  die  Gleichung 

(128)  [^8]  =  0 
oder  wegen  (122)  die  Gleichung 

(129)  [A,A,A,]  =  0, 

so  entartet  die  Stab-Stab-KoUineation  ^.  Dabei  ergeben  sich  wieder  drei 
verschiedene  Formen  der  Entartung: 

Die  einfach  entartende  Stab-Stab-Kollineation  gestattet  die 
BruchdarsteUung 

(130)  «  =  |rtt^ 
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und  weist  allen  Geraden  der  Ebene  die  Geraden  eines  und  desselben  Strahl- 
büschels  mit  dem  Scheitelpunkt  [^1^-2]  zu;  dieser  Punkt  heißt  der  Haupt- 
punkt der  einfach  entartenden  Stab-Stab-Kollineation.  Die  Ge- 
raden des  zweiten  Systems  konzentrieren  sich  also  auf  die  Strahlen  des 
Strahlbüschels,  das  den  Hauptpunkt  zum  Scheitel  hat. 

Man  kann  noch  hinzufügen:  Ebenso  wie  allen  übrigen  Geraden  der 
Ebene  werden  auch  den  Strahlen  dieses  Strahlbüschels  selbst  durch  die  Kolli- 
neation Strahlen  zugewiesen,  die  in  diesem  ausgezeichneten  Strahlbüschel 
enthalten  sind.  Und  da  nach  Satz  323  einem  jeden  Strahlbüschel  bei 
kollinearer  Abbildung  ein  projektives  StraMbüschel  entspricht,  so  bildet  das 
Strahlbüschel  des  Hauptpunktes  zusammen  mit  dem  ihm  kollinear  zu- 
geordneten Strahlbüschel  eine  ProjeJäivität  in  dein  Strahlhüschel  des  Haupt- 
punktes. Eine  Projektivität  im  Strahlbüschel  aber  enthält,  wenn  sie  nicht 
«ine  bloße  Deckung  ist,  zwei  getrennte  reelle,  zwei  zusammenfallende 
reelle  oder  zwei  konjugiert  komplexe  Doppelstrahlen;  und  diese  beiden 
Doppelstrahlen  der  Projektivität  im  Strahlbüschel  sind  zugleich  Doppel- 
linien  der  Kollineation  und  mögen  die  Hauptlinien  der  einfach  ent- 
artenden Stab-Stab-Kollineation  genannt  werden. 

Neben  diese  beiden  Hauptlinien  ist  dann  als  dritte  Doppellinie  noch 
die  Gerade  des  Stabes  A  zu  stellen,  welche  als  Nulllinie  der  Kolli- 
neation  bezeichnet  werden  kann;    denn  dieser  Geraden  entspricht  nach 

(130)  in  der  Abbildung  die  Zahlgröße  0. 
Ziveitens  stellt  der  Bruch 

(131)  «-Ivi^ 

eine  zweifach  entartende  Stab-Stab-Kollineation  dar.  Sie  führt 
sämtliche  Geraden  der  Ebene  in  eine  und  dieselbe  Gerade  A^,  die  Haupt- 
linie, über  und  hat  das  Strahlbüschel,  das  durch  die  beiden  Stäbe  A' 
und  A"  bestimmt  wird,  zum  Nullstrahlbüschel,  indem  jeder  Geraden 
dieses  Strahlbüschels  die  Zahlgröße  0  zugeordnet  wird. 
Drittens  ist  der  Bruch 

der  Ausdruck  einer  dreifach  entartenden  oder  uneigentlichen 
Stab-Stab-Kollineation.  Bei  ihr  entspricht  jeder  Geraden  der  Ebene 
die  Zahlgröße  0.  Auch  hat  in  diesem  Falle  der  Bruch  Ä  selbst  den 
Wert  0. 

Man  kann  noch  bemerken,  daß  die  adjungierte  Abbildung  einer  ein- 
fach entartenden  Punkt -Punkt -Kollineation  eine  zweifach  entartende  Stab- 
Stab-Kollineation,  und  die  adjungierte  Abbildung  einer  zweifach  entartenden 
Punkt- Punkt-Kollineation  eine  uneigentliche  Stab-Stab-Kollineation  ist;  und 
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daß  umgekehrt  die  adjungierte  Abbildung  einer  einfach  entartenden  Stab- 
Stab -Kollineation  eine  zweifach  entartende  Punkt- PunM- Kollineation,  und 
die  adjungierte  Abbildung  einer  zweifach  entartenden  Stdb-Stab-Kollineation 
eine  uneigentliche  Punkt- Punli-Kollineation  ist;  daß  aber  die  einfach  ent- 
artende Stab-Stab-Kollineation  sich  nicht  als  adjungierte  Abbildung  einer 
Punkt-Punkt-Kollineation  darstellen  läßt,  und  ebenso  wenig  eine  einfach 
entartende  Punkt-Punkt-KoUineation  als  adjungierte  Abbildung  einer  Stab- 
Stab-Kollineation. 

Die  inverse  Abbildung  einer  Kollineation.  Schließt  man  entartende 
Kollineationen  von  der  Betrachtung  aus,   so   stellt   der  aus   dem  Bruche 

für  die  Punkt-Punkt-Kollineation  durch  Vertauschung  seiner  Zähler  und 
Nenner  hervorgehende  reziproke  Bruch: 

ebenfalls  eine  Punkt-Punkt-Kollineation  dar,  und  zwar  gerade  die  um- 
gekehrte, „inverse"  Kollineation,  durch  welche  die  Punkte  xl  des  zweiten 
Systems  der  Kollineation  f  in  die  entsprechenden  Punkte  x  des  ersten 
Systems  zurückverwaudelt  werden.  Denn  nach  dem  Begriffe  des  exten- 
siven Bruches  wird 

(134)  a,^  =  e,. 
Ist  also  wieder 

^  =  Ei^i  +  £2^2  +  £3^3?     somit 
xl  =  l^a^  -f  jga,  -f-  jgag,     so  wird 

=  X,     das  heißt,  es  wird  wirklich 

(135)  xt-i  =x. 

Die  Notwendigkeit,  bei  der  Bildung  der  inversen  Kollineation  --  sich 
auf  Abbildungen  f  zu  beschränken,  die  nicht  entarten,  wird  dadurch  be- 
dingt, daß  wegen  der  Distributivität  eines  extensiven  Bruches  eine  Zahl- 
beziehung zwischen  den  drei  Nennern  a^,  a^,  a^  des  Bruches 

die  entsprechende  Zahlbeziehung  zwischen  den  drei  Zählern  e^,  e^,  e^  nach 
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sich  ziehen  würde.  Eine  solche  aber  widerspricht  der  von  uns  oben 
(vgl.  S.  49)  gemachten  Voraussetzung,  nach  der  diese  Punkte  nicht  der- 
selben Geraden  angehören  sollten.  Und  diese  Voraussetzung  für  die 
Nennerpunkte  der  Kollineation  t  war  auch  erforderlich,  weil  sonst  durch 
den  Bruch  t  gar  nicht  jedem  Punkt  der  Ebene  ein  Bildpunkt  zugeordnet 
werden  würde.  Man  sieht  daher,  daß  die  Begriffe  „umkehrbare"  und 
„nicht  entartende"  Kollineation en  gleichbedeutend  sind. 

Ganz    entsprechende    Beziehungen    gelten    auch    für    die   inverse   Ab- 
bildung einer  Stab-Stab-Kollineation. 


Dualistisches  zum  Fundamentalsatz  der  Kollineation.  Um  endlich  zu 
dem  Fundamentalsatz  der  Kollineation  das  dualistische  Gegenstück  zu 
entwickeln,  beweise  man  zunächt  den  folgenden  Hülfssatz: 

Satz  325:  Sind  in  einer  Ebene  vier  gerade  Linien  (r^,  G^,  G^,  G^ 
gegeben,  von  denen  keine  drei  durch  einen  Punkt  gehen,  so 
läßt  sich  stets  ein  Fundamentaldreieck  angeben,  dessen  Grund- 
stäbe ^1,  E^,  JB3  dreien  von  diesen  Geraden  angehören,  während 

zugleich  sein  Einheitsstab 

E  =  E^  -]-  E^  -\-  E^ 

in  der  vierten  Geraden  gelegen  ist  (vgl. 
Fig.  40). 

Zum  Beweise  bezeichne  man  mit  f^,  f^,  f^ 
diejenigen  drei  einfachen  Punkte,  in  denen 
sich  die  drei  Geraden  G^,  G^,  G^  schneiden, 
und  mit  f  den  einfachen  Punkt,  welcher  der 
vierten  Geraden  (r^  in  bezug  auf  das  Dreieck 
/1/2/3  ^1^  P^l  zugeordnet  ist  (vgl.  Seite  17  f.). 
Mit  Rücksicht  auf  die  soeben  über  die  Geraden 
(tj.  getroffene  Festsetzung,  nach  der  keine  drei 
von  den  vier  Geraden  G-  durch  einen  Punkt 
gehen  sollen,  nach  der   also  insbesondere  die 


Fig.  40. 


Gerade  G^  nicht  durch  eine  Ecke  des  Dreiecks 


/i/2/3  hindurchgehen  darf,  kann  dann  der  Pol  f  der  Geraden  G^  auch  nicht 
mit  zweien  von  den  drei  Ecken  f^,  f^,  f^  jenes  Dreiecks  in  einer  geraden 
Linie  liegen.  Der  Punkt  f  erfüllt  also  in  bezug  auf  das  Dreieck  fif2f3  die 
Bedingung,  die  oben  auf  Seite  1  an  den  Einheitspunkt  des  Fundamental- 
dreiecks gestellt  wurde.  Wählt  man  daher  zu  Grundpunkten  drei  vielfache 
Punkte  e^,  e^,  e^,  welche  mit  den  Punkten  /j,  f^,  f^  zusammenfallen,  und 
deren  Massen  ntj,  ntg,  nt2  so  bestimmt  sein  mögen,  daß  ein  mit  f  zu- 
sammenfallender   Punkt    e    der    Einheitspunkt    wird,    und    daß    zugleich 
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[^1^2^31  ="  1  wird,  was  nach  Seite  1  ff.  immer,  aber  auch  nur  auf  eine 
Weise  möglich  ist,  so  gehören  wirklich  nicht  nur  die  drei  Grundstäbe 
£'i,  E^f  E^  des  Systems  den  drei  gegebenen  Geraden  öj,  G^,  G^  an, 
sondern  es  liegt  zugleich  auch  (vgl.  Seite  15  ff.)  der  Einheitsstab  E  des 
Fundamentaldreiecks  auf  der  vierten  Geraden  G^.  Damit  aber  ist  unser 
Satz  bewiesen. 

Will  man  jetzt  zwei  ebene  Systeme  in  der  Weise  kollinear  auf  ein- 
ander beziehen,  daß  vier  gerade  Linien  von  allgemeiner  Lage  G^,  G^y  G^,  G^ 


Fig.  « 


in  vier  andere  gerade  Linien  Jö^,  H^,  H^,  H^  derselben  Art  übergeführt 
werden  (vgl.  Fig.  41),  so  wähle  man  als  Nenner  des  KoUineations- 
bruches  f  die  soeben  charakterisierten  drei  Punkte  e^,  als  Zähler  aber  die- 
jenigen drei  Punkte  a„  die  zu  den  vier  Geraden  H  in  einer  entsprechenden 
Beziehung  stehen  wie  die  drei  Punkte  e^  za  den  vier  Geraden  G,  das 
heißt,  man  benutze  als  Zählerpunkte  a^  des  Bruches  f  die  Schnittpunkte 
der  drei  ersten  Geraden  H^,  H^,  H^  und  bestimme  die  Massen  dieser 
Punkte  in  der  Weise,  daß  der  Pol  der  vierten  Geraden  H^  in  bezug  auf 
das  Dreieck  a^a^a^  der  Einheitspunkt  a  der  drei  Punkte  a,  wird.  Dann 
gehört  zugleich  der  Einheitsstab  des  zweiten  Systems 

der  vierten  Geraden  if^  an,  und  es  werden  somit  durch  die  KoUineation  Ä 
nicht  nur  die  Stäbe  E^,  E^,  E^,  die  den  Geraden  G^,  G^,  G^  angehören, 
in  die  Stäbe  J.^,  A^,  A^  übergeführt,  die  auf  den  Geraden  Ä^,  H^j  H^ 
liegen,  sondern  zugleich  auch  der  Stab  E  der  Geraden  (r,  in  den  Stab  A 
der  Geraden  H^,  das  heißt,  es  wird  wirklich  durch  den  Bruch 

Graßmann:  Projektive  Geometrie  d.  Kbene.    II.  6 
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oder  auch  durch  den  adjungierten  Bruch 

die  gewünschte  Zuordnung  geleistet.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  326:  Um  eine  Kollineation  in  der  Ebene  festzulegen, 
kann  man  vier  beliebigen  Geraden  von  allgemeiner  Lage  vier 
ebensolche  Geraden  zuweisen. 

Die  Beziehungen  einet'  Kollineation  zur  unendlich  fernen  Geraden.  Die 
Affinität.      Die    Fluchtlinie    und    Verschwindungslinie    einer    Kollineation. 


Fig.  42. 

Eine  besondere  Betrachtung  verdienen  noch  diejenigen  Punkte,  welche  durch 
eine  Kollineation  den  Strecken  der  Ebene  zugewiesen  werden,  und  andrerseits 
die  Punkte,  die  durch  die  Kollineation  in  Strecken  verwandelt  werden.  Wie 
auf  Seite  3  ff.  des  ersten  Bandes  gezeigt  ist,  können  die  Strecken  der 
Ebene  als  die  im  Endlichen  liegenden  und  in  ihm  verschiebbaren,  gleich- 
sam greifbar  gewordenen  Abbilder  der  unendlich  fernen  Punkte  aufgefaßt 
werden,  und  eine  solche  Strecke  stellte  sich  dar  als  die  Differenz  zweier 
im  Endlichen  liegenden  Punkte  von  gleicher  Masse.  Führt  man  zum  Bei- 
spiel die  Grundpunkte  e^  durch  Division  mit  ihrer  Masse  tn^  auf  die  ent- 
sprechenden einfachen  Punkte  zurück  und  bildet  aus  diesen  die  Differenzen 


^^        m,        tti. 


(136) 

so    erhält    man    die  Ausdrücke    für  zwei   Strecken,  die  nach  Länge  und 
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Richtung  mit  zwei  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  übereinstimmen  (vgl. 
Fig.  42).  Aus  diesen  beiden  Strecken  läßt  sich  dann  jede  weitere 
Strecke  g  der  Ebene  numerisch  ableiten,  das  heißt,  es  lassen  sich  zu  jeder 
Strecke  g  der  Ebene  zwei  Zahlgrößen  o,  und  Qj  finden,  für  welche  die 
Gleichung  besteht 

(137)  g  =  a^g^  +  Og^g-, 

und  umgekehrt  stellt  jeder  Ausdruck  von  der  Form  (137)  eine  Strecke  der 
Ebene  dar. 

Bezeichnet  man  weiter  diejenigen  Größen,  welche  die  Kolliueation  f 
den  drei  Strecken  g^,  g^  und  g  zuweist,  mit  q^,  q^  und  q,  setzt  also 

(138)  Qi-gJ,     Q-2=9^h     Q.=9^,     so  wird 

(139)  ^1  =  5--^%     ^2  =  ^-^     und 

(140)  q  =  Qi2i  +  02^2- 

Es  bieten  sich  dann  der  Betrachtung  zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle  dar. 

Erstens  nämlich  der  Fall,  wo  die  beiden  Größen  q^  und  q^  selbst 
wieder  Strecken  sind.  Dann  ist  auch  ihre  Vielfachensumme  q  eine  Strecke; 
die  Kolliueation  f  verwandelt  also  überhaupt  jede  Strecke  g  der  Ebene 
wieder  in  eine  Strecke,  oder  anders  ausgedrückt,  sie  weist  jedem  unendlich 
fenien  Punkte  wieder  einen  unendlich  fernen  Punkt  zu.  Daraus  aber 
folgt,  daß  parallele  Geraden,  das  heißt  gerade  Linien,  die  einen  unendlich 
fernen  Punkt  gemein  haben,  in  gerade  Linien  derselben  Art  übergeführt 
werden,  also  bei  ihrer  Abbildung  parallel  bleiben. 

Die  durch  diese  Eigenschaft  charakterisierte  besondere  Art  der  KoUi- 
neation  führt  den  Namen  Affinität.  Ihr  analytisches  Merkmal  findet 
man,  wenn  man  die  Bedingung  aufsucht,  unter  der  die  Punkte  des  Mi- 
nuendus  und  Subtrahendus  der  Differenzen  (139)  gleiche  Massen  besitzen. 
Dazu  bezeichne  man  noch  die  Massen  der  Grundpunkte  a^  des  zweiten 
Systems  mit  it.-,  so  werden  die  in  Betracht  kommenden  Brüche  --- ,  — ^ ,  -- 
gleiche  Massen  haben,  sobald  sich  verhält 

(141)  nti  :  THa  :  nts  =  ni  :  Ha  :  W.^. 
Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  327:  Eine  Kolliueation  wird  zur  Affinität,  wenn  die 
Massen  der  drei  Grundpunkte  des  ersten  Systems  den  Massen 
der  drei  Grundpunkte  des  zweiten  proportional  sind. 

Der  zweite,  allgemeinere,  Fall  ist  der,  wo  die  Bedingung  (141)  nicht 
erfüllt  ist,  wo  also  die  beiden  durch  die  Differenzen  (139)  dargestellten 
Punkte  q^  und  q^  nicht  beide  zugleich  unendlich  fern  sind  (auf  diesen 
Fall  bezieht  sich  speziell  die  obige  Figur  42).  Dann  liegt  wegen  (140) 
ein  jeder  Punkt  q,  der  im  zweiten  Systeme  einem  unendlich  fernen  Punkte  g 
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des   ersten  Systems   entspricht,  auf  der  durch   die  Punkte  q^   und  q^  be- 
stimmten Geraden 

(142)  Q  -  fe&] = r(^  -  ^)  ( j  -  ^)i = ^s-- + 1?^ + ^  • 

\       /      ^       Liiizj       Lvitij        mg/ \ni2        TOg/j        ittjOig        ittjtiii        ntiOtj 

Diese  Gerade  Q,  deren  Punkte  den  unendlich  fernen  Punkten  des  ersten 
Systems  zugeordnet  sind,  heißt  die  Fluchtlinie  des  zweiten  Systems 
oder  schlechtweg  die  Fluchtlinie  der  Kollineation  f.  Der  für  sie 
gewonnene  Ausdruck  vereinfacht  sich  noch  etwas,  wenn  man  wie  oben 
in  (105)  setzt 
(143)  K«3]  =  ^i.     [«3«i]  =  -42,     [aja2]  =  J[3. 

Dadurch  verwandelt  sich  der  Ausdruck  für  Q  in 

^44^  ^  ^  nti^i  -f  ntg^  +  m^Ä^ 

Eine  zweite  Fluchtlinie,  nämlich  die  Fluchtlinie  des  ersten 
Systems  oder  die  Verschwindungslinie  der  Kollineation  !,  bildet 
der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte  des  ersten  Systems,  die  durch 
die  Kollineation  l  in  unendlich  ferne  Punkte  des  zweiten  Systems  über- 
geführt werden.  Man  kann  den  analytischen  Ausdruck  für  diese  Linie 
dadurch  gewinnen,  daß  man  diejenigen  Punkte  aufsucht,  die  durch  die 
inverse  Kollineation  -^  den  unendlich  fernen  Punkten  des  zweiten  Systems 
zugewiesen  werden.  Sind  p^  und  p^  die  Punkte  des  ersten  Systems,  die 
den  Strecken 


des  zweiten  Systems  entsprechen,  ist  also 


P2  =  \  J 


so  erhält  man  für  die  Fluchtlinie  P  des  ersten  Systems  (die  Verschwin- 
dungslinie P  der  Kollineation  f)  die  Darstellung 


(146) 

Pi  = 

^iT' 

und  daher 

wegen 

(133) 

(147) 

Pi 

_  A 

[««e,]    ,    r«s«i]    ,    k  g»] 
n,  n. 


(148)     P  -  tai,J  =  [(i;  -  :g)  (^  -  ■^:)]  -  '^  +  ^J  + 

oder  wegen  (105) 

^49^  p  =  "i  -^1  +  "g  -^8  +  "3  Ej 
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Abschnitt  28. 
Die  Doppelelemente  der  Kollineation. 

Die  Doppelpunktsgleichung  und  die  Hauptgleichung  der  Kollineation  f. 
Man  gehe  von  der  Frage  aus,  ob  es  Punkte  d^  in  der  Ebene  gibt,  die 
mit  ihren  entsprechendeu  Punkten  d^X  zusammenfallen,  die  sich  also  bei 
der  Multiplikation  mit  dem  KoUineationsbruche  f  höchstens  ihrer  Masse 
nach  ändern,  nicht  aber  ihren  Ort  wechseln.  Man  erhält  für  diese 
Punkte  —  sie  mögen  die  Doppelpunkte  der  Kollineation  f  heißen  — 
die  Gleichung 

(1)  ^,f  =  x,d„ 

in  der  r^  einen  Zahlfaktor  bedeutet,  der  die  Massenänderung  des  Punktes  d^ 
bewirken  soll,  und  in  welcher  selbstverständlich  d^  nicht  null  sein  darf. 
Diese  Gleichung  läßt  sich  zunächst  in  der  Form  schreiben: 

(2)  0  =  d,(r,-f) 

und  verwandelt  sich,  wenn  man  noch  die  Ableitzahlen  von  df  mit  b^  i,  b^  j,  b^  3 
bezeichnet,  also 

(3)  d,  =  bj^iCi   -f  5,^262   +  ^»,3^3 

setzt,  in 

0  =  ^t,ie,(x,  -  !)  +  b,,2e2(r,  -  f)  +  h,^^e,(x,  -  t) 

oder  wegen  (7)  des  vorigen  Abschnitts  in 

(4)  0  =  b,_i(ej  r,  -  aj  +  ht^^ie^x,  -  a^)  +  b,^^{e^x,  -  a^). 

Aus  dieser  extensiven  Gleichung  werden  unten  (vgl.  Seite  86)  die 
Verhältnisse  der  Ableitzahlen  der  Doppelpunkte  abgeleitet  werden;  sie  möge 
daher  die  „Doppelpunktsgleichung"  der  Kollineation  f  genannt  werden. 
In  ihr  können  dann  nicht  alle  drei  Koeffizienten  b,  ^,  m  =  1,  2,  3,  gleich- 
zeitig null  sein,  weil  sonst  wegen  (3)  auch  d(  verschwinden  würde,  was 
oben  ausgeschlossen  ist.  Wenn  aber  von  den  drei  Zahlgrößen  b^^,  b^j,  b^3 
auch  nur  eine,  etwa  die  Größe  b^  ^  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt 
aus  der  Gleichung  (4)  durch  äußere  Multiplikation  mit  dem  Produkte 
[{^i'^f  — a2){e^Xt  — a^)]  und  Division  mit  b,  ^  die  Gleichung 

(5)  Ke^x,-  a^)(e^x,-  a^Xe^x,-  a^)]  =  0, 

für  die  man  wegen  der  Gleichungen  (2),  (14)  und  (22)  des  vorigen  Ab- 
schnitts auch  schreiben  kann 

(6)  rf-{K£J  +  [a,E,n[a,i;,]]x^i-{[Ä,e,]  +  [^e,]  +  [^,e,]}r -a  =  0. 

Diese  Zahlgleichung  dritten  Grades  liefert  für  die  Zahlgröße  r,  drei  Werte 
^1}  ^2f  ^3,  welche  die  Hauptzahleu  des  Bruches  t  oder  der  Kolli- 
neation   !   heißen   mögen,    während   die   Gleichung    (6)   selbst    oder   die 


C?)       ^,i:i>^2:Ö,_3=| 
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gleichwertige  Gleichung  (5)  als  die  „Hauptgleichung  der  Kolli- 
neation t"  bezeichnet  werden  soll.  Hat  man  die  Hauptzahlen  bestimmt, 
so  läßt  sich  zunächst  zu  jeder  reellen  Hauptzahl  r^  mit  Hülfe  der  Doppel- 
punktsgleichung (4)  der  ihr  zugehörige  Doppelpunkt  d^  ermitteln^).  Multipli- 
ziert man  nämlich  die  Gleichung  (4)  der  Reihe  nach  äußerlich  mit  den 
Punkten  e^x^ — a^,  u=l,  2,  3,  so  erhält  man  die  Verhältnisse  der  drei 
Ableitzahlen  b^^,  b^g?  ^ta  ^®^  Punktes  d^.  Durch  Multiplikation  mit  dem 
Punkte  ßj  r^  —  a^  ergibt  sich  zum  Beispiel  die  Gleichung 

0  =  t>,,2[(eir/-  a,){e^x,  -  a^)]  +  b.^^lie.x,  -  a,){e^x,  -  a^)]. 
Aus  ihr  aber  und   den  beiden  andern  so  entstehenden  Gleichungen  folgt 
die  laufende  Proportion 

[(e^x,  -  a^)(e^x,  -  a^)]  :  [{e^x,  -  as)(eiX,  -  aj]  \ 

:[(eir,-ai)(e2r,-a2)]  t' 

welche  mit  einziger  Ausnahme  des  Falles,  wo  die  drei  Produkte  auf  der 
rechten  Seite  gleichzeitig  verschwinden,  für  jeden  Wert  von  t  die  drei 
Ableitzahlen  b^  „  des  zugehörigen  Doppelpunktes  d^  bis  auf  einen  Pro- 
portionalitätsfaktor eindeutig  bestimmt. 

Erster  Hauptfall:  Alle  drei  Hauptzahlen  der  Kollineation  l  sind  von 
einander  verschieden.  Sie  sind  überdies  reell.  Für  die  weitere  Untersuchung 
der  kollinearen  Abbildung  in  der  Ebene  ist  es  von  Wichtigkeit,  ob  die 
Hauptzahlen  einer  Kollineation  f  alle  drei  von  einander  verschieden  sind, 
oder  ob  zwei  unter  ihnen  gleich,  oder  endlich  alle  drei  gleich  groß  sind. 

Wir  betrachten  zunächst  als  ersten  Hauptfall  den  Fall,  wo  alle  drei 
Hauptzahlen  der  Kollineation  t  von  einander  verschieden  sind. 

Sind  dann  überdies  noch  die  drei  Hauptzahlen  reell,  so  sind 
nach  der  Proportion  (7)  auch  die  zugehörigen  drei  Doppelpunkte  reell, 
und  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  außerdem  ihrer  Lage  nach  von  ein- 
ander verschieden.  Denn  angenommen,  es  wären  zwei  Punkte  d^  bis  auf 
einen  Zahlfaktor  einander  gleich,  also  etwa 
(*)  d,  =  §  d„ 

wo  §  eine  von  Null  verschiedene  Zahlgröße  bedeutet,  so  müßte  auch 

d^t  =  §  d-^t,     das  heißt  wegen  (1) 
X2d^  =  §  X^d^     oder  wegen  (*) 
Tg  §>d^  =  §>  Ti^i     sein. 

1)  Vergleiche  hierzu  meine  Darstellung  der  Kollineationen  des  Raumes  in  den 
Anmerkungen  zur  neuen  Ausgabe  der  Ausdehnungslehre  meines  Vaters  vom  Jahre  1862 
(Hermann  Graßmanns  gesammelte  mathematische  und  physikalische  Werke. 
Ersten  Bandes  zweiter  Teil.  In  Gemeinschaft  mit  H.  Graßmann  d.  J.  herausge- 
geben von  Fr.  Engel.     Leipzig,  1896.     S.  438—464). 
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Da  aber  nach  der  Voraussetzung  g  und  d^  von  Null  verschieden  sind,  so 
kann  diese  Gleichung  nicht  anders  bestehen,  als  wenn  Tg  =  r^  ist,  was 
oben  ausgeschlossen  ist.  Folglich  liegen  die  drei  Punkte  d^  von  einander 
getrennt. 

In  dem  Falle  ungleicher  HauptzaUen  können  aber  auch  nicht  etwa 
die  drei  Punkte  d^  in  einer  geraden  Linie  liegen;  denn  dann  müßte  sich 
jeder  von  ihnen  als  Vielfachensumme  der  beiden  andern  darstellen  lassen, 
also  etwa 

(**)  ^3  =  §,(?!+  §2^2 

sein,  wo  ^^  und  §2  zwei  von  Null  verschiedene  Zahlgrößen  sind.  Diese 
Gleichung  aber  führt  ebenfalls  auf  einen  Widerspruch.  Aus  ihr  folgt 
nämlich  wieder  durch  Multiplikation  mit  t  die  Gleichung 

d^t  =  §i   e^i(  +  §2  ^2^ 
für  die  man  wegen  (1)  auch  schreiben  kann 

h^s  =  ^1  h^h  +  ^2  1^2 ^2     oder  wegen  (**) 
hißx^i  +  §2^2)  =  ^1  ^1^1  +  ^2  ^2^2     ^^^^  endlich 
(t)  ^i(h  -  hK  +  ^2(^3  - 1^2)^2  =  0. 

Nun  stehen  aber,  wie  oben  bewiesen  ist,  die  Punkte  d^  und  d^  nicht  in 
einer  Zahlbeziehung;  und  da  nach  der  Voraussetzung  die  Zahlgrößen  §1 
und  §3  ungleich  Null  sind,  so  kann  die  Gleichung  (f)  nicht  anders  be- 
friedigt werden,  als  wenn  gleichzeitig 

Tg   —  ti    =   0         und         Tg   —  tj   =   0 

ist,  was  der  Voraussetzung  widersprechen  würde,  daß  alle  drei  Haupt- 
zahlen von  einander  verschieden  sind. 

Unter  den  angegebenen  Bedingungen  besitzt  daher  die  Kollineation 
drei  ein  Dreieck  bildende  Doppelpunkte. 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Satz  328:  Hat  die  Hauptgleichung  einer  Kollineation  f  drei 
ungleiche  reelle  Wurzeln,  sind  also  die  Hanptzahlen  der  Kolli- 
neation von  einander  verschieden  und  überdies  reell,  so  besitzt 
die  Kollineation  drei  getrennte,  nicht  in  einer  geraden  liegende 
Doppelpunkte  d^,  d^,  d^.  Bei  der  Multiplikation  mit  dem  KoUi- 
neationsbruche  f  werden  diese  Punkte  nur  um  einen  Zahlfaktor 
geändert;  sie  multiplizieren  sich  nämlich  der  Reihe  nach  mit 
den  zugehörigen  Hauptzahlen  r^,  x^,  tg,  das  heißt,  sie  genügen 
den  drei  Gleichungen: 

(8)  dj  =  tid^,     rf2*  =  r2<?2)     d^^  =  hd^ 

Diese  Eigenschaft,  die  einer  Kollineation  f  mit  drei  ungleichen  reellen 
Hauptzahlen   zukommt,  ermöglicht  für  eine  solche  Kollineation  eine  be- 
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sonders  einfache  Darstellung  des  Bruches  f.  Da  nämlich  nach  Seite  51  f 
zwei  extensive  Brüche  für  zwei  Punkt-Punkt-Kollineationen  in  der  Ebene 
einander  gleich  sind,  sobald  diese  Brüche  mit  drei  nicht  in  gerader  Linie 
liegenden  Punkten  multipliziert  Gleiches  ergeben,  und  der  Bruch  f  bei  der 
Multiplikation  mit  den  drei  Punkten  d^,  d^,  d^  den  Gleichungen  (8)  zu- 
folge dieselben  Ergebnisse  liefert  wie  der  Bruch 

so  kann  mau  setzen 

/'Q\  c '^i '''i >  ^d^,  tg d^ 

^^^  ^--d,v~d,r~d-- 

Wir  nennen  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (9)  die  Normal  form  des 
extensiven  Bruches  einer  Punkt-Punkt-Kollineation  mit  drei 
ungleichen  reellen  Hauptzahlen. 

Die  Doppelliniengleichung  und  die  Hauptgleichung  der  Kollineation  Ä. 
Ganz  entsprechend  kann  man  bei  einer  Stab-Stab-Kollineation  Ä  nach  den- 
jenigen Stäben  D^  fragen,  die  mit  ihren  zugeordneten  Stäben  D^Ä  in  die- 
selbe gerade  Linie  fallen,  sich  also  bei  der  Multiplikation  mit  dem  KoUi- 
neationsbruche  Ä  höchstens  ihrer  Länge  und  ihrem  Sinne  nach  ändern, 
nicht  aber  ihre  Gerade  verlassen.  Ein  solcher  Stab  D^  muß  der  Gleichung 
genügen 

(10)  JDß^^D,, 

in  der  fR^  einen  Zahlfaktor  bedeutet,  und  in  der  selbstversändlich  D^  von 
Null  verschieden  ist.  Di»  Gerade  eines  Stabes  dieser  Art  heißt  eine 
Doppellinie  der  Kollineation  Ä.  Man  kann  die  Gleichung  (10)  auch 
in  der  Form  schreiben: 

(11)  0  =  D,(fR,-t) 
oder  wenn  man  setzt: 

(12)  A  =  '^,^E^  +  %,E,  +  ©,3^3, 
in  der  Form: 

0  =  '^,,E,{%  -  t)  -f  '^,,E,(%  -  Ä)  +  ^,3^3(^*  -  Ä) 
oder  endlich  wegen  der  Gleichung  (84)  des  vorigen  Abschnitts  in  der  Form: 

(13)  0  =  '^,,(E,%  -  Ä,)  +  '^,,{E,%  -  Ä,)  4-  ^,^{E,m,  -  ^3)- 
Diese  Gleichung  heißt  die  „Doppelliniengleichung"  der  Kollineation  Ä, 
Aus  ihr  folgt  wie  auf  Seite  85  für  die  Hauptzahlen  'dif  des  Bruches  St 
die  Gleichung  dritten  Grades 

(14)  [{E,%  -  Ä,){E,m,  -  Ä,){E,m,  -  Ä,)]  =  0, 

die  als  die  „Hauptgleichung  der  Kollineation  Ä"  bezeichnet  werden 
kann. 
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In  dem  Falle,  wo  die  Stab-Stab-Kollineatiou  ft  die  adjungierte  Abbil- 
dung der  oben  betrachteten  Punkt-Punkt-KoUineation  !  ist,  wo  also  die 
Gleichungen  bestehen  (vgl.  die  Gleichungen  (105),  (107),  (110)  und  (125) 
des  vorigen  Abschnitts): 

(15)  [A^s]  =  a«i,     lAAl  =  a«2,     [^1^2]  =  Qös^ 

[»1  «2  «sl  =  ö »     [^1  ^2  ^3]  =  a* 
kann    man    die    Hauptgleichung    der   KoUineation   Ä    auch    in   der  Form 
schreiben  (vgl.  auch  die  Gleichungen  (9)  und  (15)  des  25.  Abschnitts): 

(16)  9lf- { [e,Ä,]-\-[e,Ä,]+[e,Ä,] } 9lf +  a { [E,a,]-\-[E,a,]-\-[E,a,] } ^-a'^O. 

Um  diese  Gleichung  mit  der  Hauptgleichung  (6)  der  zugehörigen  Punkt- 
Punkt-Kollineation  f  in  Beziehung  zu  bringen,  multipliziere  man  sie  mit 
—  a  und  dividiere  sie  mit  9t^,  wodurch  sie  die  Form  annimmt 

=  0. 

Dann  unterscheidet  sie  sich  von  der  Gleichung  (6)  für  die  Hauptzahlen  r, 
der  ursprünglichen  Punkt-Punkt-Kollineation  f  nur  noch  dadurch,  daß  an 
Stelle  der  Hauptzahl  r^  der  KoUineation  !  der  Ausdruck  ^s-,  das  heißt 
der  mit  dem  Potenzwert  a  des  Bruches  f  multiplizierte  reziproke  Wert 
der  Hauptzahl  9?^  des  adjungierten  Bruches  ^,  getreten  ist,  während  die 
Koeffizienten  genau  dieselben  geblieben  sind.  Es  müssen  daher  die  mit 
a  multiplizierten  Reziproken  Werte  der  Größen  91^  mit  den  Größen  r^  über- 
einstimmen,  oder  was   dasselbe  ist,  es  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

(18)  |;  =  r,     ^=1,2,  3, 
die  man  auch  in  der  Form  schreiben  kann: 

(19)  91,  =  f,    ^  =  1,2,3, 
und  man  hat  den  Satz: 

Satz  329:  Die  Hauptzahlen  des  adjungierten  Bruches  §t  gehen 
aus  den  reziproken  Werten  der  Hauptzahlen  des  ursprünglichen 
Bruches  (  durch  Multiplikation  mit  dessen  Potenzwert  hervor. 

Für  den  Fall,  daß  der  Bruch  f  drei  reelle,  ein  Dreieck  bildende 
Doppelpunkte  d^  besitzt,  versteht  sich  dieses  Ergebnis  von  selbst.  Denn 
in  diesem  Falle  kann  man  den  Bruch  t  (nach  Seite  88)  auf  die  Form 
bringen: 
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und  erhält  somit  für  den  adjungierten  Bruch  Ä  die  Darstellung 

^     ^  [<^2<^s]»         [«^sö^il»         [d^d^] 

Nun  entnimmt  man  aber  aus  der  Form  der  Gleichung  (6),  daß  das  Pro- 
dukt ihrer  drei  Wurzeln  x„  das  heißt  das  Produkt 

(22)  tir2r3  =  o 

ist.   woraus   folgt,   daß   die  in   der  Gleichung  (21)  auftretenden  Produkte 

Tg  Tg,  XqXi,  X^X^   die  Werte  besitzen: 

a  a  a 

*•!  '•8  ^S 

Die  Gleichung  (21)  gewinnt  daher  die  Form 

zr[di(fs]y  -zr[(^sdi],    ~r[didi] 
^  ^  [d,ds\,        bhd,],        [d,d,y 

die  das  oben  in  (19)  für  die  Hauptzahlen  des  Bruches  Ä  gefundene  Er- 
gebnis bestätigt  und  zugleich  zeigt,  daß  für  den  Fall  dreier  reeller,  ein 
Dreieck  bildender  Doppelpunkte  die  Doppelgeraden  nichts  anderes  sind 
als  deren  gerade  Verbindungslinien. 

Daß  übrigens  die  Doppellinien  einer  Kollineation  die  Verbindungs- 
geraden der  Doppelpunkte  sind,  ergibt  sich  auch  schon  aus  der  allge- 
meinen auf  Seite  55  entwickelten  Eigenschaft  der  Kollineation  f,  nach 
welcher  der  Verbindungsgeraden  irgend  zweier  Punkte  der  Ebene  stets 
die  Verbindungsgerade  der  beiden  zugeordneten  Punkte  zugewiesen  wird; 
denn  aus  dieser  Eigenschaft  folgt  insbesondere,  daß  jede  Verbindungslinie 
zweier  Doppelpunkte  der  Kollineation  f  sich  selbst  entsprechen  muß,  also 
eine  Doppellinie  der  adjungierten  Kollineation  ^  sein  wird. 

Hat  man  die  Hauptzahlen  der  Kollineation  Ä  bestimmt,  so  ergibt 
die  Doppelliniengleichung  (vgl.  die  dualistisch  entsprechende  Entwickelung 
auf  Seite  86)  zu  jeder  reellen  Hauptzahl  91^  von  Ä  für  die  Ableitzahlen 
®;^  des  Stabes  D^  der  zugehörigen  Doppellinie  (vgl.  die  Gleichung  (12)) 
die  laufende  Proportion: 

welche  wieder  mit  einziger  Ausnahme  des  Falles,  wo  die  drei  Produkte 
auf  der  rechten  Seite  gleichzeitig  verschwinden,  für  jeden  Wert  von  t 
die  drei  Ableitzahlen  3)^  „  der  zugehörigen  Doppellinie  bis  auf  einen  Pro- 
portionalitätsfaktor eindeutig  bestimmt. 

Genau  so  wie  bei  dem  Dualistischen  zeigt  man  dann  auch  hier: 
Sind  die  drei  Hauptzahlen  9f?^  einer  Kollineation  Ä  reell  und  voneinander 
verschieden,  so  bilden  ihre  drei  Doppellinien  ein  eigentliches  Dreiseit. 


Abschnitt  28,  Gleichung  (21)  bis  (29).  91 

Geometrische  Deutung  der  Doppelpunktsgleicimng.  Die  Doppelpunkts- 
gleichung (4)  und  die  Doppelliniengleichung  (13)  gestatten  übrigens  in 
dem  Falle,  wo  die  drei  Hauptzahlen  reell  und  voneinander  verschieden 
sind,  noch  eine  einfache  geometrische  Deutung.  Setzt  man  nämlich  zur 
Abkürzung 

(25)  e„r,-a„  =  c,,„     <,  «  =  1,  2,  3, 

so  nimmt  die  Doppelpunktsgleichung  (4)  die  Gestalt  an: 

(26)  b,,iC,,i  -H  b,^jc,_2  +  b,^3C,,3  =  0,     ^  =  1,  2,  3, 

in  der  sie  aussagt,  daß  von  den  9  Punkten  c^  ^^  t,  m=  1,  2,  3,  immer  3 
solche  Punkte,  die  denselben  vorderen  Index  t  besitzen,  in  einer  und  der- 
selben Geraden  liegen. 

Man  überzeugt  sich  femer  leicht,  daß  diese  drei  Geraden  nichts  an- 
deres sind  als  die  Verbindungslinien  der  Doppelpunkte  der  Kollineation 
t  oder,  was  dasselbe  ist,  als  die  drei  Doppellinien  der  Kollineation  Ä. 
Da  sich  q^mlich  wegen  der  Gleichungen  (8)  des  vorigen  Abschnitts  die 
Gleichungen  (25)  in  der  Form  schreiben  lassen: 

oder  auch  in  der  Form 

(27)  ^.(r.-f)  =  c,„,    ^,w  =  l,2,  3, 

so  kann  man  die  drei  Differenzen  r^  —  f ,  ^=  1,  2,  3,  als  die  Ausdrücke 
für  drei  Punkt-Punkt-KoUineationen  auffassen;  denn  die  neun  Gleichungen 

(27)  liefern  ja  für  diese  drei  Differenzen  die  folgende  Darstellung  durch 
extensive  Brüche: 

(28)  r,-f-Ai4ili^,    (  =  1,2,3. 

Dabei  gehören  die  drei  gewonnenen  Brüche  (28)  wegen  (26)  drei  ent- 
artenden Punkt-Punkt-Kollineationen  zu. 

Man  kann  noch  hinzufügen,  daß  diese  Kollin eationen  einfach  ent- 
arten. Um  dies  einzusehen,  frage  man:  In  welcher  Weise  wandeln  die 
drei  entartenden  KoUineationen  (28)  die  Doppelpunkte  d^  der  Kollinea- 
tion f  um?     Man  bilde  also  die  neun  Produkte 

<(r,~f),     ^,  u=l,2,  3; 
es  wird 

^u(^t  -  ')  =  ^uh  -  <^J     oder  wegen  (1) 

-d^T,-v„d^,    das  heißt: 

(29)  d^ix,  -t)  =  (r, -  rj<,    t,u=  1,2,  3. 

Da  aber  nach  Satz  328  für  den  von  uns  vorausgesetzten  Fall  dreier 
reellen  und  voneinander  verschiedenen  Hauptzahlen  die  drei  Doppelpunkte 
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d^  ein  eigentliches  Dreieck  bilden,  also  als  Nenner  von  Kollineations- 
brüchen  zulässig  sind,  so  folgen  aus  den  Gleichungen  (29)  für  die  Diffe- 
renzen Xf  —  f  die  neuen  Bruchdarstellungeh: 

(30)  r,-  f  =  ^'^~/>^^^'  ^''t-h)djAit-tj)d,      ^_i    2,3. 

»1    >  Ctj    ,  ctg 

Insbesondere  wird  somit 

0,         (ti— rj)dj,  (ti— rs)d3 


(31) 


ti-f 


Jl  ,  </g  ,  «^8 


2  rfi,  dj,  dj 


r. 


In  jedem  von  diesen  drei  Brüchen  (31)  sind  die  beiden  neben  der  Zahl- 
größe 0  auftretenden  Zähler  linear  unabhängig  voneinander'^  denn 

erstens  liegen  nach  obigem  die  Punkte  d^,  d^,  d^  voneinander  ge- 
trennt, und 

zweitens  sind  die  6  Differenzen 

nach  unserer  Voraussetzung  über  die  Hauptzahlen  r^  von  Null  verschieden. 
Die  drei  Brüche  (31)  sind  daher  wirklich  die  Ausdrücke  für  drei  einfach 
entartende  Punkt-Punkt-Kollineationen,  und  diese  besitzen,  wie  die  Form 
jener  Brüche  zeigt,  beziehlich  die  Geraden  der  drei  Stäbe 

das  heißt  die  drei  Doppellinien  der  Kollineation  Ä,  zu  Hauptgeraden, 
die  Punkte 

<?2  uJid  d^,       d^  und  d^,       d^  und  d^ 

zu  HauptpunUen  (vgl.  S.  67  f.)  und  die  drei  Punkte 

^1»  ^i,  ^3; 

oder  was  dasselbe  ist,  die  jenen  Doppellinien  gegenüberliegenden  Doppel- 
punkte der  Kollineation  f,  zu  Nullpunkten  (vgl.  Fig.  43). 

Da  nun  aber  bei  einer  einfach  entartenden  Kollineation  die  Bilder 
aller  Punkte  der  Ebene  auf  die  Hauptgerade  fallen  und  abgesehen  von 
dem  Bilde  des  Nullpunktes  der  Kollineation  auch  eine  von  Null  ver- 
schiedene Masse  haben,  so  gehören  insbesondere  auch  die  drei  Punkttripel 

w  =  l,  2,  3,  w  =  l,2,  3,  M  =  l,2,  3, 

die  in  den  drei  einfach  entartenden  Kollineationen 


Abschnitt  28,  Gleichung  (80)  bis  (32). 
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den  Ecken  e„  des  Fundamentaldreiecks  entsprechen,  den  Doppellinien 

der  Kollineation  $t  an.  Und  da 
in  jedem  dieser  drei  Punkttripel 
mindestens  zwei  von  Null  verschie- 
dene Punkte  enthalten  sein  müssen, 
so  kann  man  die  drei  Doppellinien 
DjL,  Dg,  Dg  der  Kollineation  Ä  fin- 
den, indem  man  immer  zwei  der- 
artige Punkte  des  zugehörigen 
Punkttripeis  miteinander  verbindet. 
Und  die  Schnittpunkte  der  Doppel- 
linien Dj,  Dj,  Dg  von  Ä  sind 
dann  die  Doppelpunkte. 


^h, 


do 


do 


Fig.  43. 


der  Kollineation  f^). 

Eine  dualistisch  entsprechende 
geometrische  Deutung  wie  die 
Doppelpunktsgleichung  (4)  gestat- 
tet die  Doppelliniengleichung  (13). 

Die  Abbildung  innerhalb  einer 
Doppellinie  der  Kollineation:  Pro- 
jektivität  in  der  Geraden.  Der  Fall 
zweier  Tionjugiert  komplexen  Haupt- 
zahlen :  Positiv  zirkuläre  Abhildung  in  der  zugehörigen  Doppellinie.  Man  kann 
noch  bemerken,  daß  in  dem  vor  der  Hand  allein  betrachteten  Falle  un- 
gleicher Hauptzahlen  eine  Doppellinie  sich  niemals  punktweise  zugeord- 
net ist.  In  der  Tat,  sind  die  drei  Hauptzahlen  der  Kollineation  f  zugleich 
sämtlich  reell ^  besitzt  also  die  Kollineation  drei  getrennte,  ein  Dreieck 
bildende  reelle  Doppelpunkte,  deren  Verbindungslinien  dann  die  Doppel- 
linien darstellen,  so  sind  auf  jeder  von  diesen  Doppellinien  die  beiden 
auf  ihr  liegenden  Ecken  des  Doppelpunktsdreiecks  die  einzigen  Punkte 
dieser  Doppellinie,  welche  sich  selbst  entsprechen.    Denn,  ist  zum  Beispiel 

(32)  ^==  tiidtj  +  ^3^2 


1)  Vgl.  hierzu  die  Dissertation  von  G.  Wolff:  Über  KolHneationen  in  der 
Ebene.  Gießen  1910.  Herr  Wolff,  dem  ich  meine  oben  entwickelte  heuristische 
Methode  für  die  Deutung  der  Doppelpunktsgloichung  mitgeteilt  hatte,  gibt  in  seiner 
Arbeit  Seite  32 — 34  eine  verifizierende  Bestätigung  meines  Ergebnisses. 
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ein  beliebiger  Punkt  der  Doppellinie  d^d^,  so  wird  ihm  wegen  (9)  durch 
die  Kollineation  t  der  Punkt 

(33)  2/f  =  t)iri<?i  4- 92^2^2 

zugewiesen.     Der    Punkt    t)iXidi  +  ^2^2^2    ^^^^  gehört  zwar,   wie  es  sein 

muß,  der  Geraden  d^d^  an,  ist  aber  andererseits  wegen 

sicher  von  dem  Punkt  2/ =  t)i^i  +  ^2^2  räumlich  verschieden,  wenigstens 
so  lange  nicht  eine  der  Ableitzahlen  t;^  und  t)^  verschwindet,  so  lange 
also  der  Punkt  y  nicht  gerade  mit  einer  der  beiden  die  Doppellinie  be- 
stimmenden Ecken  des  Doppelpunktsdreiecks  zusammenfällt. 

Aber  man  kann  auch  leicht  angeben,  welcher  Art  die  Zuordnung 
zwischen  den  Punkten  y  und  yt  sein  muß.  Denn,  da  durch  die  Kollineation 
jede  Punktreihe  der  Ebene  in  eine  projektive  Punktreihe  übergeführt  wird, 
so  ist  die  Abbildung  auf  einer  Doppellinie  nichts  anderes  als  eine  projektive 
Abbildung  einer  PunJctreihe  in  ihrer  eigenen  Linie,  wie  wir  sie  im  dritten 
Hauptteil  ausführlich  behandelt  haben.  Und  diese  projektive  Abbildung 
wird,  wie  die  Vergleichung  von  (32)  imd  (33)  zeigt,  durch  Projektivitätsbruch 

bewirkt. 

Nicht  wesentlich  anders  liegen  die  Verhältnisse,  tvenn  zwei  Haupt- 
fahlen  Xi  und  X2  der  Kollineation  f  konjugiert  komplex  oder  entgegengesetzt  rein 
imaginär  sind.  Alsdann  ist  die  dritte  Hauptzahl  x^  reell,  und  dieser  ge- 
hört ein  vereinzelt  liegender  reeller  Doppelpunkt  ^3  zu.  Ferner  ist  auch 
die    entsprechende    Hauptzahl    SfJg  =  —    der    adjungierten    Kollineation   Ä 

''S 

reell  und  somit  auch  die  dem  Punkte  d^  gegenüberliegende  Doppellinie 
D3.  Die  Abbildung  auf  dieser  Doppellinie  aber  ist  wiederum  eine  Pro- 
jektivität  in  der  Geraden,  und  zwar  eine  Projektivität  mit  zwei  konjugiert 
komplexen  Doppelpunkten,  das  heißt,  die  im  17.  Abschnitt  eingehend 
untersuchte  positiv  zirkuläre  Abbildung  in  der  Geraden.  Dabei  läßt  sich 
ein  Komponentenpaar  jener  konjugiert  komplexen  Doppelpunkte  wieder 
nach  dem  auf  S.  152  jBP.  des  ersten  Bandes  entwickelten  Verfahren  be- 
stimmen. 

Zweiter  Haujitfall:  Die  Kollineation  f  besitzt  zwei  gleiche  Hauptzahlen. 
Wir  gehen  nunmehr  zu  dem  zweiten  HauptfaUe  einer  Punkt-Punkt-Kolli- 
neation  über,  wo  die  Hauptgleichung  (6)  zwei  gleiche  Wurzeln 

(35)  r2  =  rg  =  n 
darbietet,  bei  dem  aber  die  dritte  Wurzel 

(36)  ti  =  m 


Abschnitt  28,  Gleichung  (83)  bis  (40).  95 

von  den  beiden  Wurzeln  x^  und  tg  verschieden  ist,  wo  also 
(37)  m  =1=  n 

ist.  Wie  oben  gezeigt  wurde,  sind  dann  die  beiden  zu  den  Hauptzahlen 
m  und  XI  gehörenden  Doppelpunkte  di  und  d.^  voneinander  getrennt,  und 
es  herrscht  also  zwischen  diesen  beiden  Punkten  keine  Zahlbeziehuncf. 
Ferner  liegt  von  den  drei  Grundpunkten  e^,  e^,  e^  der  Kollineation,  die 
ja  die  Ecken  eines  eigentlichen  Dreiecks  bilden,  sicher  einer  nicht  auf 
der  Geraden  d^df^  dieser  Punkt  sei  e.^.  Alsdann  lassen  sich  die  drei 
Punkte  d^,  d^,  e^  als  Nenner  des  Bruches  f  verwenden;  der  Bruch  ge- 
stattet somit  die  Darstellung: 

dl,     d,,     e. 
Und  diese  kann  man,  wenn  man  in  ihr 

für  die  Zähler     mdj^    und   a^ 
die  Produkte      d^^t      und    e^t 

setzt,  die  aus  den  entsprechenden  Nennern  durch  Multiplikation  mit  f 
hervorgehen,  auch  in  der  Form  schreiben: 

Stellt  man  aber  auf  Grund  dieser  Form  (38)  des  Bruches  f  die  Haupt- 
gleichung (5)  von  neuem  auf,  so  erhält  man  die  Gleichung 

[{xd^  —  d^t){xd2  —     nr/2)(re3  —  e^t)]  =  0    oder 
(r  -  n)  [ixd,  -dj)ds  {xe,  -  e,t)]  =  0. 
Soll  nun  diese  Gleichung  dritten  Grades  in  r  zwei  gleiche  Wurzeln  r  =  tl 
aufweisen,  so  muß  sie  auch  nach  der  Division  mit  r  —  n  noch  immer  er- 
füllt bleiben,  sobald  man  in  ihr  r  =  n  setzt,  das  heißt,  es  muß  die  Glei- 
chung bestehen: 

[(nd^  - dj)d^  (ncg  -  Cg!)]  =  0. 

Aus  dem  Verschwinden  des  äußeren  Produktes  auf  der  linken  Seite  folst, 
daß  zwischen  seinen  Faktoren  eine  Zahlbeziehung  herrscht,  also  eine 
Gleichung  von  der  Form  gilt: 

(39)  f  (nc?,  -  d,t)  -f  9^2  +  {)  ("^3  -  e,t)  =  0. 

und   in    dieser    Gleichung    kann    ^    nicht   null    sein,    weil    sonst    wegen 
dit  =  mdi  zwischen  den  Doppelpunkten  d^  und  d^  allein  eine  lineare  Ab- 
hängigkeit bestehen  würde,  was  nach  dem  Obigen  ausgeschlossen  ist. 
Schreibt  man  die  Gleichung  (39)  in  der  Form: 

(40)  Qd,  +  n(Uh  +  H)  -  (f^i  +  ^e,)t  =  0 

und  führt  endlich  für  die   in  den  beiden  Klammern  auftretende  Summe 
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f(?i  +  f)e^  die  kurze  Bezeichnung  t^  ein,  setzt  somit 

(41)  4  =  f^i  +  ^e3, 

so  ist  <3  ein  Punkt,   welcher  der  Geraden  d^^e^  angehört  (vgl.  Fig.  44), 

ohne  mit  d-^^  zusammenzufallen,  der  also  nicht 
auf  der  Geraden  d^d^  liegt.  Infolgedessen  darf 
er  neben  d^  und  d^  als  dritter  Nenner  des 
Bruches  f  verwendet  werden.  Man  kann  aber 
auch  leicht  den  entsprechenden  Zähler  angeben. 
Denn  durch  Substitution  der  Abkürzung  (41) 
verwandelt  sich  die  Gleichung  (40)  in: 
Qd^  +  n^3  -  t^t  =  0, 

und  diese  liefert  für  den  zu  dem  Nenner  t^  gehörigen  Zähler  t^t  den  Wert 

(43)  t,t  =  nt, -\- Qd,. 

Für  den  Bruch  f  erhält  man  also  die  folgende  neue  Form: 


Fig.  44. 


(42) 


(44) 


1  = 


mrfj,  ndj,  nfj  +  gdj 


welche  die  „Normalform  des  extensiven  Bruches  einer  Punkt- 
Punkt-KoUineation  mit  zwei  gleichen  Hauptzahlen"  heißen  möge. 
Diese  Normalform  liefert  zwei  Unterfälle,  je  nachdem  g  =  0  oder  g  =4=  0  ist. 

Erster  Unterfall:  Die  Perspektive  Kollineation.  Ihre  Charakteristik, 
ihre  Fluchtlinie.  In  dem  ersten  Unter  fall,  das  heißt  in  dem  Falle, 
wo  9  =  0  ist,  wird  der  Punkt  t^  zum  Doppelpunkt  und  möge  daher 
mit  dem  Buchstaben  d^  bezeichnet  werden.  Der  Bruch  (44)  nimmt  dann 
die  Form  an: 


(45) 


f  = 


mdi,  nd^,  ndg 


dl,     dg ,     ds 

Durch  ihn  wird  jeder  Punkt  der  Geraden  S=  [d^d^]  in  sein  n-faches 
verwandelt,  die  Gerade  S  geht  also  punktweise  in  sich  über,  das  heißt, 
^  jeder  ihrer  Punkte  ist  ein  Doppelpunkt.  Dadurch 
wiederum  wird  es  bedingt,  daß  auf  einer  jeden  Ge- 
raden U  ihr  Schnittpunkt  s  mit  der  Geraden  S  fest 
bleibt,  daß  ihr  also,  falls  sie  nicht  gerade  durch  den 
vereinzelt  liegenden  Doppelpunkt  d^  geht,  eine  von 
ihr  verschiedene  Gerade  U^  zugewiesen  wird,  die  sich 
mit  der  Originalgeraden  U  auf  der  Linie  S  schneidet 
(vgl.  Fig.  45).  Geht  aber  die  Gerade  U  durch  den 
Doppelpunkt  d^  hindurch,  so  bleibt  auf  ihr  außer 
ihrem  Schnittpunkt  s  mit  der  Geraden  S  auch  der 
Punkt  d^  fest.    Eine  jede  derartige  Gerade  ist  daher  eine  Doppellinie  der 


Fig.  45. 


Abschnitt  28,  Gleichung  (41)  bis  (48).     Satz  830. 


97 


Abbildung,  und  die  Punkte  s  und  d^  sind  die  auf  ihr  liegenden  Doppel- 
punkte; jeder  andere  Punkt  x  einer  solchen  Geraden  dagegen  wird  durch 
die  Abbildung  in  einen  von  ihm  getrennt  liegenden,  aber  ebenfalls  der 
Doppellinie  xd^  angehörenden  Punkt  xt  übergeführt. 

Die  durch  diese  Eigenschaften  gekennzeichnete  Kollineation  (45) 
heißt  eine  „Perspektive  Kollineation  in  der  Ebene"  oder  auch  wohl 
eine  „zentrische  Perspektive  in  der  Ebene",  der  Punkt  d^  ihr 
„Kollineationszentrum"  oder  ihr  „Mittelpunkt",  die  Gerade  S  ihre 
„Kollineationsachse"  oder  ihre  „Spurlinie". 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Kunstausdrücke  kann  man  unsere  Ergebnisse 
in  dem  folgenden  Satze  zusammenfassen: 

Satz  330:  Bei  der  durch  den  Bruch  (45)  dargestellten  Per- 
spektiven Kollineation  liegen  je  zwei  entsprechende  Punkte  x 
und  xt  auf  einer  durch  das  Kollineationszentrum  c?^  gehenden 
Geraden,  und  je  zwei  entsprechende,  nicht  durch  d^^  gehende. 
Geraden  CT"  und  C7Ä  schneiden  sich  in  einem  Punkte  der  Kolli- 
neationsachse S=  [d^d^]   (vgl.  die  obige  Figur  45). 

WiU  man  über  die  geometrische  Bedeutung  der  Hauptzahlen  nt  und 
n  oder  vielmehr  ihres  Verhältnisses  ,  dem  ja  allein  ein  geometrischer 
Sinn  zukommen  kann,  Aufschluß  erhalten,  so  stelle  man  einen  beliebigen 
Punkt  X  der  Ebene  als  Vielfachensumme  des 
Kollineationszentrums  rf^  und  desjenigen  Punk- 
tes t  dar,  in  dem  die  Spurlinie  S  von  der  Ge- 
raden xd^  geschnitten  wird  (vgl.  Fig.  46). 
Es  sei 

(46)  X  =  h^d^ -\- tt-, 

dann  muß  der  zugeordnete  Punkt  xt  nach 
Satz  330  ebenfalls  der  Doppellinie  d^t  an- 
gehören.    In  der  Tat  wird 

xt^h^d^t  +  t  tt, 

oder,  da  die  Punkte  d^  und  t  bei  der  Multipli- 
kation mit  t  in  ihr  m-  und  n-faches  übergehen, 

(47)  xt  =  m\)^d^-\-jiit. 

Das  Doppelverhältnis  des  Punktwurfes  di,  t,  x,  xt  wird  daher  (vgl.  Seite  50 
des  ersten  Bandes) 

(48)  K^^:^f)  =  ^:t^  =  -, 
^  ^  ^        [xt]     [xt  t]        n  ' 

womit  die  geometrische  Bedeutung  des  Verhältnisses  —  der  beiden  voneinander 
verschiedenen  Hauptzahlen  gefunden  ist,  und  man  hat  den  Satz: 

QrftBmann:  Projektive  Geometrie  d.  Ebene.    II.  ""  7 


Flg.  46. 
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Satz  331:  Bei  der  Perspektiven  Kollineation  in  der  Ebene 
ist  das  durch  das  Kollineationszentrum,  die  Köllineationsachse 
und  ein  Paar  zugeordneter  Punkte  bestimmte  Doppelverbältnis 
konstant,  nämlich  gleich  dem  Verhältnis  der  beiden  dem  Kolli- 
neationszentram  und  der  Köllineationsachse  zugehörigen  Haupt- 
zahlen. 

Ist  das  Kollineationszentrum  imd  die  Köllineationsachse  der  Perspek- 
tiven Kollineation  gegeben,  so  reicht  die  Angabe  des  genannten  Doppel- 
verhältnisses, also  des  Verhältnisses  —  der  beiden  voneinander  verschie- 
.  tt 

denen  Hauptzahlen,  aus,  um  die  Abbildung  abgesehen  von  einem  geo- 
metrisch bedeutungslosen  Zahlfaktor  eindeutig  zu  definieren.  Dies  Doppel- 
verhältnis heißt  daher  (nach  W.  Fiedler^))  die  Charakteristik  der 
Perspektiven  Kollineation. 

Da  ferner  die  Charakteristik  festgelegt  ist,  sobald  außer  dem  Kolli- 
neationszentrum und  der  Köllineationsachse  noch  zwei  zugeordnete  Punkte 
ihrer  Lage  nach  bekannt  sind,  so  hat  man  den  weiteren  Satz: 

Satz  332:  Eine  Perspektive  Kollineation  in  der  Ebene  ist 
eindeutig  bestimmt  durch  das  Kollineationszentrum,  die  Kölli- 
neationsachse und  ein  Paar  zugeordneter  Punkte,  die  noch  auf 
einer  durch  das  Kollineationszentrum  gehendenGeraden  beliebig 
angenommen  werden  dürfen. 

In  der  Tat,  ist  d^  das  Kollineationszentrum,  S  die  Köllineationsachse, 
und  ist  zu  einem  beliebigen  Punkte  x  der  Ebene  sein  Bildpunkt  xl  auf 
der  Geraden  d^x  beliebig  angenommen,  so  läßt  sich  zu  jedem  weiteren 
Punkte  y  der  Ebene  sein  Bildpunkt  yt  in  folgender  Weise  konstruieren: 

Man  verbinde  x  mit  y  und  bringe  die  Verbindungslinie  zum  Schnitt 
mit  der  Spurlinie  S  im  Punkte  s,  verbinde  xi  mit  s  und  schneide  die 
Verbindungslinie  mit  der  Geraden  d^y,  so  ist  der  Schnittpunkt  der  ge- 
suchte Bildpunkt  yt  des  Punktes  y  (vgl.  die  obige  Figur  46). 

Um  noch  eine  vollständigere  Anschauung  von  der  Abbildung  der 
Perspektiven  Kollineation  zu  gewinnen*),  betrachte  man  noch  die  durch 
sie  bewirkte  Umwandlung  der  unendlich  fernen  Elemente  der  Ebene,  deren 
Bilder  nach  Seite  83  f.  der  Fluchtlinie  der  Kollineation  angehören  werden. 
Dazu  bezeichne  man  noch  den  mit  dem  Mittelpunkte  d^  der  Kollineation 
zusammenfallenden  einfachen  Punkt  mit  m  und  einen  beliebigen  einfachen 
Punkt  der  Köllineationsachse  S  mit  n  (vgl,  Fig.  47),  dann  läßt  sich   der 


1)  Vgl.  W.  Fiedler,    Die    darstellende    Geometrie    in  organischer  Verbindung 
mit  der  Geometrie  der  Lage.     Teil  I.    Vierte  Auflage.    1904.     Seite  89  ff. 

2)  Vgl.  hierzu  F.  Klein,  Einleitung  in  die  höhere  Geometrie,  I  (Autographierte 
Vorlesungehefte).     Göttingen  1893.     (Zweiter  Abdruck.     Leipzig  1907).     Seite  286  ff. 


Abschnitt  28,  Gleichung  (49)  bis  (53).     Satz  331  xind  332. 
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unendlich  ferne  Punkt  (eine  Strecke)  g  der  Geraden  mn  durch  die  Diffe- 
renz darstellen: 
(49)  g  =  n  —  m. 

Nun  kann  man  den  Bruch  (45)  mit  Rücksicht  auf  die  neue  Bezeichnung 
auch  in  der  Form  schreiben: 


(50) 


!  = 


mtw,  ndj,   n<i. 


Und  da  der  Punkt  n  sich  als  Vielfachensumme  von  d^  und  d^  ausdrücken 
läßt,  so  geht  er  durch  Multiplikation 
mit  t  ebenso  wie  d^  und  rfg  in  sein 
n-faches  über,  das  heißt,  es  wird 

(51)  wf  =  nn. 

Für  den  der  Strecke  g  zugeordneten 
Punkt 

(52)  q  =  gt 

oder,  was  dasselbe  ist,  für  den 
Fluchtpunkt  der  Geraden  mn,  erhält 
man  daher  den  Ausdruck 

(53)  q^nn  —  mm. 

Diese  Gleichung  aber  sagt  aus:  Dem 
unendlich  fernen  Punkte  g  der  „Mit- 
telpunktsgeraden" mn  wird  ein 
Punkt  q  derselben  Geraden  zugeordnet, 
der  das  Stück  mn  jener  Mittelpunktsgeraden  zwischen  dem  Kollineations- 
zentrum  m  und  der  KoUineationsachse  S  algebraisch  im  Verhältnisse  n :  —  m 
teilt,  das  heißt  im  Verhältnisse  [nj  :  |nx|  innerlich  oder  äußerlich  teilt,  je 
nachdem  das  Verhältnis  n  :  —  tn  positiv  oder  negativ  ist.  Hieraus  folgt: 
Die  Fluchtlinie  Q  der  Perspektiven  Kollineation  ist  der  Spurlinie  (KoUi- 
neationsachse) S  der  Abbildung  parallel  und  teilt  den  Abstand  des  Kolli- 
neationszentrums  m  von  der  Spurlinie  S  in  dem  angegebenen  Verhältnis. 
Ist  zum  Beispiel  die  Charakteristik  —  positiv  und  zugleich  <  1 ,  so  liegt 
die  Fluchtlinie  Q  vom  Kollineationszentrum  m  der  Abbildung  aus  gerechnet 
jenseits  der  Spurlinie  S,  und  ihr  Abstand  von  dieser  Linie  verhält  sich 
zu  dem  des  Kollineationszentrums  von  der  Spurlinie  wie  m :  (n  —  m).  Die 
ganze  Halbebene  jenseits  der  Spurlinie  S  wird  dann  bei  der  Abbildung 
rdiefartig  auf  den  Ebenenstreifen  zwischen  den  parallen  Geraden  S  und  Q, 
das  heißt  zwischen  der  Spurlinie  und  der  Fluchtlinie,  zusammengedrängt. 
Diese  Zusammendrängung  ist  um  so  stärker,  je  weiter  das  abzubildende 
Stück  der  Halbebene  von  der  Spurlinie  entfernt  liegt. 


Fig.  47. 
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Die  Doppelelemente  der  KoUineation. 


Ist  das  KoUineationszentrum  m,  die  Spurlinie  S  und  die  Fluchtlinie 
Q  der  Perspektiven  KoUineation  f  gegeben  (vgl.  die  obige  Fig.  47),  so 
kann  man  zu  jeder  Geraden  U  ihre  entsprechende  Gerade  U^  finden, 
indem  man 

erstens  „ihren  Spurpunkt"  s,  das  heißt  denjenigen  Punkt  der  Spur- 
linie S  bestimmt,  in  dem  sie  von  der  Geraden   U  geschnitten  wird, 

zweitens  aber  „ihren  Fluchtpunkt"  q  aufsucht,  das  heißt  denjenigen 
Punkt  der  Fluchtlinie  Q,  in  welchem  sie  von  der  projizierenden  Linie 
des  unendlich  fernen  Punktes  der  Geraden   U  oder,  was  dasselbe  ist,  von 

der  Parallelen  getroffen  wird, 
die  man  durch  den  Mittel- 
punkt m  zu  der  Geraden  ü 
ziehen  kann. 

Die  Verbindungslinie  der 
Punkte  s  und  q  ist  dann  die 
Bildgerade  TJ^  der  Geraden  U. 
Unter  denselben  Voraus- 
setzungen kann  man  auch  zu 
einem  beliebigen  Punkte  x 
seinen  Bildpunkt  xl  konstru- 
ieren. Dazu  lege  man  (vgl. 
Fig.  48)  durch  den  Punkt  x 
eine  beliebige  Gerade  TJ,  bestimme  nach  dem  soeben 
angegebenen  Verfahren  ihre  Bildgerade  U^  und  bringe 
sie  zum  Schnitt  mit  der  Geraden  mx,  das  heißt  mit 
dem  projizierenden  Strahle  des  Punktes  x,  vom  KoUi- 
neationszentrum m  aus  gezogen,  so  schneidet  dieser  die  Bildgerade  U^ 
der  Geraden  JJ  in  dem  gesuchten  Bildpunkte  xt  des  Punktes  x. 

Die  Perspektive  KoUineation  mit  der  Charakteristik  —  1:  Spiegelung  an 
einem  Punkt  und  einer  Geraden.  Ein  Interesse  bietet  noch  der  besondere 
Fall,  wo  die  Charakteristik  den  Wert  —  1  hat,  wo  also  das  Verhältnis 
der  beiden  Hauptzahlen 

(54)  ^  =  -^'    ^^^  ^^^ß^' 

(55)  it  =  —  m 

ist.     In  diesem  FaUe  verwandelt  sich  der  Bruch  f  aus  (50)  in  den  Bruch 
/gg\  ,_mm,  —  tttf^j,  —md^ 

oder  in  das  Produkt 


Fig.  48. 


m, 


=  m 


dj,  —  (?g 
di,       ds 


d. 


Abschnitt  28,  Gleichung  (64)  bis  (58). 


lül 


welches  geometrisch  gleichbedeutend  ist  mit  dem  Bruche 

(57)  g  =  "'^~j"~^ 

Dieser  weist  einem  jeden  Punkte  der  Ebene  ^ 

denjenigen  Punkt  zu,  der  von  ihm  durch 
das  Kollineationszentrum  und  die  Spurlinie 
der  Abbildung  harmonisch  getrennt  ist. 
Die  Perspektive  Kollineation  mit  der  Cha- 
rakterisik  —  1  ist  also  involutorisch 
und  kann  mit  H.  Wiener^)  als  eine 
„Spiegelung  am  Punkte  m  und  der 
Geraden  ^3^3"  bezeichnet  werden.  Bei 
ihr  liegt  die  Fluchtlinie  in  der  Mitte  zwi- 
schen der  Spurlinie  und  dem   Mittelpunkte   der  Abbildung  (vgl.  Fig.  49). 


Fig.  4». 


Das  Kollineationszentrum  der  perspeJäiven  Kollineation  liegt  im  Un- 
endlichen: Perspektive  Affinität.  Ihre  CharaJcieristiJc.  Zwei  wichtige  Sonder- 
fälle der  Perspektiven  Kollineation  erhält  man,  wenn  man  den  Mittelpunkt 
oder  die  Spurlinie  der  Abbildung  ins  Unendliche  rücken  läßt. 

Zunächst  also  verlege  man  den  Mittelpunkt  m  der  Perspektiven  Kolli- 
neation ins  Unendliche,  das  heißt,  man  ersetze  ihn  durch  eine  Strecke  g, 
so  daß  an  die  Stelle  des  Bruches  (50)  der  Bruch 


(58) 


a  = 


mg,  nd^,  nd^ 
9i      d^,     d^ 


tritt.  Alsdann  enthält  die  unendlich  ferne  Gerade  zwei  Doppelpunkte, 
nämlich  außer  der  Strecke  g  noch  den  unendlich  fernen  Punkt  (die  Strecke) 
h  der  Spurlinie  d^d^.  Die  unendlich  ferne  Gerade  ist  daher  selbst  eine 
Doppellinie  der  Abbildung,  das  heißt,  ihr  Bild,  die  Fluchtlinie  Q,  fällt 
ebenfalls  ins  Unendliche.  Jedem  unendlich  fernen  Punkt  entspricht  also 
wieder  ein  unendlich  femer  Punkt,  und  die  Abbildung  geht  somit  über 
(vgl.  S.  82  f.)  in  einen  besonderen  Fall  der  Affinität,  nämlich  in  eine 
Affinität  mit  einer  punktweise  sich  selbst  entsprechenden  im  Endlichen 
liegenden  „Spurlinie"  d^d^.  Diese  Art  der  Affinität  heißt  „Perspektive 
Affinität  in  der  Ebene",  ihre  Spurlinie  d^d^  auch  die  „Affinitäts- 
achse", und  die  den  Mittelpunkt  der  Perspektiven  Kollineation  vertretende 
Richtung  g  die  „Affinitätsrichtung". 


1)  Vgl.  H.  Wiener,  Über  geometrische  Analysen,  Berichte  der  math.-phys.  Klasse 
der  Sachs.  Ges.  der  Wissenschaften.  Juli  1890.  Nr.  41.  Seite  259  und  August  1891. 
Nr.  78.    Seite  439. 
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Die  Doppelelemente  der  Kollin  eation. 


Die  Charakteristik  der  Perspektiven  Kollineation  gewinnt  in  dem 
Spezialfälle  der  Perspektiven  Affinität  eine  noch  einfachere  geometrische  Be- 
deutung: Ist  nämlich  x  ein  einfacher  Tunkt 
und  n  derjenige  einfache  Punkt,  in  dem  die 
Äffinitätsachse  d^d^  von  der  Geraden  xg  ge- 
schnitten wird  (vgl.  Fig.  50),  so  ist 

(59)  x  =  n  +  ig 

unter   J    eine   Zahlgröße    verstanden,    und    es 
wird  (vgl.  Gleichung  (51)  und  (58)) 


reo 


Für  den  entsprechenden  einfachen  Punkt  —  erhält  man 
daher  den  Ausdruck 


ajtt  ,    m 

—  =  w  H xq. 


Fig.  50. 


Das  Verhältnis  der  beiden  Strecken  von  dem  Spurpunkte 
n   des  projizierenden  Strahles  x  xa  nach  den  beiden  ent- 


XÜ 


und  X  gezogen  wird  daher 


sprechenden   Punkten 

(61) n:x  —  n  =  m:v.. 

Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Satz  333:  Bei  der  Perspektiven  Affinität  in  der  Ebene  ist 
das  Verhältnis  der  senkrechten  oder  in  der  Affinitätsrichtung 
gemessenen  Abstände  der  Bild-  und  Originalpunkte  von  der  Af- 
finitätsachse konstant,  nämlich  gleich  dem  absoluten  Wert  der 
Charakteristik.  Ist  dabei  die  Charakteristik  positiv,  so  liegen 
Bild  und  Original  auf  derselben  Seite  der  Affinitätsachse,  ist 
sie  negativ,  so  liegen  sie  auf  verschiedenen  Seiten  derselben. 

Die  Perspektive  Affinität  a  in  der  Ebene  ist  daher  abgesehen  von 
einem  geometrisch  bedeutungslosen  Zahlfaktor  vollständig  bestimmt,  wenn 
außer  der  Affinitätsachse  d^d^  und  der  Affinitätsrichtung  g  noch  die 
Charakteristik  m  :  n  gegeben  ist.  Dabei  kann  anstatt  der  Affinitätsrich- 
tung g  und  der  Charakteristik  m  :  tt  auch  ein  Paar  zugeordneter  Punkte  c 
und  c^  gegeben  sein,  da  durch  ein  solches  Paar  sowohl  die  Affinitäts- 
richtunff  wie   die  Charakteristik   bestimmt  ist.     Man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  334:  Eine  Perspektive  Affinität  in  der  Ebene  ist  voll- 
ständig festgelegt,  sobald  die  Affinitätsachse  und  ein  Paar 
zugeordneter  Punkte  gegeben  ist. 

In  der  Tat  erhält  man  auch  mittelst  der  angegebenen  Bestimmungs- 
stücke  sofort  zu  jedem  beliebigen  Punkte  x  seinen  Bildpunkt  a;a.     Man 


Abschnitt  28,  Gleichung  (59)  bis  (63).     Satz  333  und  334. 
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braucht  nur  den  Punkt  x  mit  dem  Punkte  c  zu  verbinden  und  die  Ver- 
bindungslinie mit  der  Affinitätsachse  zum  Schnitt  zu  bringen  im  Punkte  s. 
Alsdann  schneidet  die  Verbindungslinie  ctt  s  aus  der  durch  x  zu  der  Ge- 
raden c  CO  gezogenen  Parallelen  den  gesuchten  Bildpunkt  a;o  aus. 

Die  Perspektive  Affinität  mit  der  Charakteristik  —  1:  Schiefe  und  senk- 
rechte Spiegelung  an  einer  Geraden.  Besitzt  die  Charakteristik  den  be- 
sonderen Wert  —  1,  ist  also  die  Abbildung  zugleich 
involiitorisch,  so  geht  aus  der  Perspektiven  Affinität 
der  spezielle  Fall  der  „schiefen  oder  senkrechten 
Spiegelung  an  der  Geraden  d^d^"  hervor  (vgl. 
Fig.  51).  Dieselbe  läßt  sich  durch  den  Bruch  dar- 
stellen: 


Ofl^ 


(62) 


g>  df,  dj 


tiäz 


Fig.  51. 


Die  Spurlinie  der  po'spektiven  Kollineation  liegt  xd« 
im  Unendlichen:  Perspektive  Ähnlichkeit.  Ihr  Ver- 
größerungsverhältnis. Läßt  man  andererseits  bei  einer 
Perspektiven  KoUineation  die  Spurlinie  ins  Unend- 
liche rücken,  ersetzt  also  die  Doppelpunkte  d^  und  d^,  die  derselben 
Hauptzahl  n  zugehören,  durch  zwei  Strecken  g^  und  g^,  so  tritt  an  die 
Stelle  des  Bruches  (50)  der  Bruch 


(63) 


a  = 


^,    gi>  g» 


und  es  entspricht  die  unendlich  ferne  Gerade  punktweise  sich  selbst. 
Einer  jeden  andern  Geraden  ist  also  eine  mit  ihr  parallele  oder  zusammen- 
fallende Gerade  zugeordnet.  Insbesondere  laufen  somit  auch  die  Seiten 
entsprechender  Dreiecke  einander  parallel,  und  da  andererseits  die  Ver- 
bindungslinien zugeordneter  Ecken  zweier  solchen  Dreiecke  wie  bei  jeder 
Perspektiven  Kollineation  durch  einen  und  denselben  Punkt,  nämlich  durch 
den  in  den  Brüchen  (63)  und  (50)  auftretenden  Punkt  m  gehen,  so  sind 
zwei  solche  Dreiecke  ähnlich  und  in  ähnlicher  (perspektiver)  Lage,  woraus 
dann  folgt,  daß  dasselbe  auch  von  den  ganzen  durch  den  Bruch  ö  auf- 
einander bezogenen  Systemen  gilt. 

Die  Abbildung  ä  heißt  daher  „Perspektive  Ähnlichkeit",  der 
Punkt  m  ihr  „Ähnlichkeitspunkt"  (vgl.  Fig.  52). 

Um  die  geometrische  Bedeutung  der  Charakteristik  zu  finden,  stelle 
man  einen  beliebigen  einfachen  Punkt  x  als  Vielfachensumme  des  Ähn- 
lichkeitspunktes tn,  der  wie  bisher  als  einfache)'  Punkt  gedacht  werden 
soll,  und  des  unendlich  fernen  Punktes  g   der  Geraden  mx  dar.     Es  sei 
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(64)  x  =  m-\-zg, 

unter  j  eine  Zahlgröße  verstanden.     Dann  wird 

xa  =  mm  -\-nig. 

Für  den   entsprechenden  einfachen  Punkt  —  erhält  man  also   den  Aus- 
druck 


xi  ,    n 

=  ^  +  ^9- 


^     ^  m  •    m 

Das  Verhältnis  der  beiden  Strecken,  die  von  dem  Ähnlichkeitspunkte  m 
beider  Systeme  nach  den  entsprechenden  Punkten  xd  und  x  führen,  das 
man  zugleich  als  das  „Vergrößerungsverhältnis  der  Abbildung" 
bezeichnen  kann,  wird  daher: 

(66)  m  :  X  —  m  =  n:m, 

und  man  hat  den  Satz: 

Satz  335:  Bei  der  Perspektiven  Ähnlichkeit  ist  das  Ver- 
größerungsverhältnis der  reziproke  Wert  der  absolut  genom- 
menen Charakteristik.  Ist  ferner  die  Charakteristik  positiv,  so 
sind    die   beiden    aufeinander   bezogenen    Systeme    gleichsinnig 

c^  ähnlich,  ist  sie  negativ,  so  sind  sie 

ungleichsinnig  ähnlich. 


Fig.  53. 


Die  Perspektive  Ähnlichkeit  mit  der  Charakteristik  —  1:  Spiegelung  an 
einem  Punkte.  Besitzt  die  Charakteristik  den  besonderen  Wert  —  1,  ist 
also  die  Abbildung  involutorisch,  so  geht  die  Perspektive  Ähnlichkeit  über 
in  die  Spiegelung  am  Punkte  m  (vgl.  Fig.  53).  Sie  läßt  sich  am  ein- 
fachsten durch  den  Bruch  darstellen: 


(67) 


^>  —9i, 


ffs 


m,       g^, 


9s 


Zweiter  Unterfall:  Zwei  getrennte  reelle  Doppelpunkte  und  neben  ihrer 
Verbindungslinie  noch  eine  zweite,  durch  den  einen  von  dm  beiden  Doppel- 
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punkten  gehende  Doppellinie,  auf  der  eine  zentrische  Schiebung  in  der  Ge- 
raden nach  jenem  Doppelpunkte  als  Zielpunlä  stattfindet.  Wir  gehen  nun- 
mehr zu  dem  zweiten  ünterfalle  über,  wo  in  dem  obigen  Bruche: 

(AA)  t  =  ^^^'   "^*'   "^+8^« 

die  Zahlgröße 

(68)  9  =H  0 

ist.  In  diesem  Falle  besitzt  die  zugehörige  Kollineation  die  beiden  ge- 
trennt liegenden  reellen  Punkte  d^  uund  d^  zu  Doppelpunkten  und  ihre 
Verbindungslinie  d^d^  zur  Doppellinie.  Außerdem  aber  hat  sie  noch  die 
Gerade  dj^s  ^^^  Doppellinie.  In  dieser  Geraden  ist  jedoch  der  Punkt  d^ 
der  einzige  Doppelpunkt,  und  die  KoUineation  ruft  in  dieser  Doppellinie 
genau  wie  der  zu  f  gehörende  Unterbruch 

(69)  p  =  "^y"^'  +  «^^ 

(vgl.  Seite  198  ff.  des  ersten  Bandes)  eine  zentrische  Schiebung  in  der 
Geraden  mit  dem  Zielpunkte  d^  hervor,  in  der  die  Punkte  t^  und  n^g  -f  gc^ 
einander  zugeordnet  sind. 

Dritter  Hauptfall:  Die  Kollineation  f  besitzt  drei  gleiche  Hauptzahlen. 
Wir  wenden  uns  endlich  zu  dem  dritten  HauptfaU,  wo  alle  drei  Wurzeln 
der  Hauptgleichung  (6)  einander  gleich  sind,  wo  somit 

(70)  r^  =  Tg  =  Tg  ==  m 

ist.     Ist  dann  d  der  zu  der  Hauptzahl  m  gehörende  Doppelpunkt,    und 
sind   ßg   ^^^   ^s  zwei  von  ihm  räumlich  verschiedene  Ecken  des  Funda- 
mentaldreiecks,   so    gestattet    der    Bruch  (7)   des    vorigen  Abschnitts  die 
Darstellung 
n\\  i  =  ^^'  ^*>  °» 

Und  stellt  man  auf  Grund  dieser  zweiten  Form  des  Bruches  f  die  Haupt- 
gleichung (5)  von  Neuem  auf,  so  erhält  man  die  Gleichung 

[{xd  —  md){ie^  —  a^{xe^  —  ag)]  =  0 
oder 

(72)  (r  -  m)  [d{xe^  -  a;){xe^  -  ög)]  =  0. 

SoU  nun  diese  Gleichung  dritten  Grades  in  r  drei  gleiche  Wurzeln 

Tj  =  Tg  =  Tg  =  m 
darbieten,    so    muß    sie  auch  nach  der  Division  mit  r  —  m  noch  erfüllt 
bleiben,  sobald   man  r  =  nt   setzt,  das  heißt,  es  muß  die   Gleichung  be- 
stehen: 

(73)  [d{me^  —  a,)(mes  —  «g)]  =  0. 
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Aus    dem    Verschwinden    des    äußeren    Produktes    der  linken    Seite   aber 
folgt,    daß    zwischen    seinen  Faktoren  eine  Zahlbeziehung  herrscht,   also 
eine  Gleichung  von  der  Form  gilt: 
(74)  ^d  +  \^{me^  -  a^)  +  f3(me3  -  a^)  =  0. 

In  dieser  Zahlbeziehung  können  die  beiden  Ableitzahlen  fg  und  fg  nicht 
gleichzeitig  verschwinden.  Denn  da  sicher  nicht  alle  drei  Größen  f,  fg,  fj 
gleich  Null  sind,  so  würde  aus  dem  Verschwinden  von  fg  und  fg  das  Ver- 
schwinden von  d  folgen,  was  selbstverständlich  ausgeschlossen  ist.  Wir 
setzen  nun 

(<ö)  h  ^^  12^2     I     13^35 

dann  ist  t^  eine  von  Null  verschiedene  Größe  erster  Stufe  (ein  Punkt  oder 
eine  Strecke).  Und  nehmen  wir  etwa  noch  an,  daß 
speziell  fg  von  Null  verschieden  sei,  so  liegt  t^  auf 
der  Geraden  e^e^,  ohne  mit  dem  Punkte  e^  zusammen- 
zufallen, bildet  daher  sicher  ebenso  wie  e^  mit  den 
beiden  Punkten  d  und  Cg  ein  Dreieck  (vgl.  Fig.  54) 
und  kann  somit  anstatt  e^  als  Nenner  des  Bruches  f 
verwendet  werden.  Dabei  wird  der  zugehörige 
^i8-5*-  Zählerpunkt: 

(76)  ^2^  =  f2«2  +  f3«3- 

Nun  läßt  sich  aber  die  Gleichung  (74)  in  die  Form  schreiben: 

^d  +  m(fjC2  +  fgCg)  -  (fgög  -f  fgag)  =  0 

oder  wegen  (75)  und  (76)  in  der  Form: 

\d  -\-  nt^2  —  h^  =  ^j 
so  daß  man  für  t^t  den  Wert  erhält: 

(77)  t,t==mt,  +  \d. 

Der  Punkt  t^  liefert  also  bei  der  Multiplikation  mit  t  sein  ttt-faches  noch 
vermehrt  um  ein  gewisses  Vielfaches  des  Doppelpunktes  d  und  der  Bruch  f 
läßt  daher  die  Darstellung  zu: 

Stellt  man  jetzt  endlich  auf  Grund  dieser  dritten  Form  des  Bruches  f  die 
Hauptgleichung  (5)  von  Neuem  auf,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

[(xd  —  md){xt2  —  m^2  —  f^)(^^s  —  ^3)]  =  ^    ^^^^ 
(r  —  m)  [d(ix  -  m)^2  -  ^d)  (r^  -  %)]  =  0 

oder  nach  Satz  16  die  Gleichung: 

(79)  (x-my[dt,{xe^-aj]  =  0. 

Nun  soll  aber  diese  Gleichung  dritten  Grades  in  r  drei  gleiche  Wurzeln 
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m  aufweisen,  sie  muß  also  auch  noch  nach  der  Division  mit  (r  —  m)*  er- 
füllt bleiben,  sobald   man  r  =  m  setzt,  das  heißt,  es  muß  die  Gleichung 

bestehen: 

(80)  [dt,{me,  -  a,)]  =  0 

oder  die  gleichwertige  Zahlbeziehuug: 

(81)  9^  +  ^^j  +  i(me3-«3)  =  0, 

in  der  wieder  die  Zahlgröße  j  nicht  null  sein  darf,  weil  sonst  zwischen 
den  Größen  d  und  t^  eine  Zahlbeziehung  herrschen  würde,  was  nach  dem 
Obigen  nicht  der  Fall  ist.     Setzt  man  daher 

(82)  #3  =  i«3, 

so  ist  ^5  ebenso  wie  e^  ein  Punkt,  der  als  Nenner  von  f  dienen  kann, 
und  es  wird  wegen  (78) 

(83)  M  =  i«3- 

Mit  Rücksicht  auf  (82)  und  (83)  aber  läßt  sich  die  Gleichung  (81)  auch 
in  der  Form  schreiben 

gf^  +  ^^a-f-m^g-^af  =  0 

und  liefert  also  für  ^3!  den  Wert 

(84)  ^5!  =  m^3  +  g^  +  ^^2. 

Für  den  Bruch  l  erhält  man  daher  die  folgende  vierte  Form 

<^^^  '  =  IT,      t;,  t,        ' 

welche  die  „Normalform  des  Bruches  einer  Punkt-Punkt-KoUi- 
neation  mit  drei  gleichen  Hauptzahlen"  heißen  mag.  Diese  Normal- 
form liefert  drei  wesenilich  verschiedene  Unterfälle. 

Erster  Unterfall:  Die  Deckung  und  Identität.  Sind  zuerst  alle  drei 
Orößen  ^,  Q,  ^  gleich  Null,  so  werden  die  Punkte  t^  und  ^3  zu  Doppel- 
punkten. Die  Buchstaben  t^  und  ^3  mögen  daher  in  diesem  Falle  durch 
die  Buchstaben  c/g  "^^  ^3  ersetzt  werden.  Schreibt  man  zugleich  d^^  an- 
statt d,  so  erhält  der  Kollineationsbruch  die  Form 

Derselbe  verwandelt  überhaupt  jeden  Punkt  der  Ebene  in  sein  m-faches. 
Die  beiden  durch  den  Bruch  f  aufeinander  bezogenen  Punktsysteme  decken 
sich  somit  vollständig,  und  der  Bruch  f  ist  also  der  analytische  Ausdruck 
für  die  „Deckung"  zweier  ebenen  Systeme.  Er  verwandelt  sich  in  den 
Ausdruck  für  die  „Identität" 

wenn  die  Zahlgröße  ttl  den  Wert  1  besitzt. 


X08  I^iß  Doppelelemente  der  Kollineation. 

Zweiter  ühterfall:  Die  Leninsche  Schiebung  in  der  Ebene.  Ihr  Ziel- 
punkt und  ihre  Spurlinie.  Ist  ferner  in  dem  Bruche  (85)  die  Zahlgröße 
1  =  0,  aber  wenigstens  eine  von  den  beiden  Zahlgrößen  g  und  !£)  von  Null 
verschieden,  so  wird  t^  ein  Doppelpunkt.  Wir  ersetzen  daher  wieder  den 
Buchstaben  t^  durch  d^'.,  zugleich  schreiben  wir  d^  anstatt  d  und  erhalten 
so  den  Bruch: 

In  ihm  ist  die  Summe  ^d^  +  ^d^  ein  Punkt  der  Geraden  d-^d^.     Bezeich- 
net man  diesen  Punkt  mit  d',  setzt  also 

(88)  d'=i^d^^^d^, 

80  verwandelt  sich  der  Bruch  3  in 

wo  d'  durch  die  Gleichung  (88)  definiert  ist. 

Aus  dieser  Form  kann  man  leicht  die  geometrische  Bedeutung  des 
Bruches  5  ablesen.  Zunächst  sieht  man,  daß  der  Bruch  die  Gerade  dyd^ 
punktweise  in  sich  überführt.  Diese  Gerade  heißt  daher  „die  Spur- 
linie der  Kollineation  3".     Ist  femer 

(90)  X  =  i^d^  +  i^d^  -\-  jg^a 

ein  Punkt  außerhalb  der  Spurlinie,  ist  also  in  der  Vielfachensumme  (90) 

h  +  0, 
so  wird  wegen  (89) 

(91)  icj  =  ntic  -I-  i^d'. 

Der  Punkt  x  verwandelt  sich  somit  in  sein  m-faches  noch  vermehrt  um 
ein  nicht  verschwindendes  Vielfaches  \ond'.  Ein  jeder  nicht  auf  der  Spur- 
linie liegende  Punkt  x  wird  also  auf 
der  von  ihm  nach  dem  „Zielpunkte*'  d' 
führenden  Geraden  xd'  verschoben  (vgl. 
Fig.  55),  woraus  folgt,  daß  jede  einzelne 
\xii==mx+d'  solche  „Zielgerade"  xd'  eine  Doppel- 
linie der  Kollineation  5  bildet,  daß  also 
das  Strahlbüschel  mit  dem  Scheitel  d' 
strahlweise  in  sich  übergeht. 

Um    die    Größe    der  Verschiebung 

des  Punktes  x  auf  seiner  Zielgeraden  xd' 

zu    bestimmen,   das   heißt,  seinen  Bild- 

Fig.  55.  punkt   a;}   zu  konstruieren,    denke   man 
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sich  außer  der  Spurlinie  d^d^  und  dem  Punkte  ^j   noch  seinen  Bildpunkt 

gegeben.  Dann  sehneidet  die  Verbindungslinie  t^  t^^  aus  der  Spurgeraden 
d^d^  den  Zielpunkt  d'  der  Abbildung  aus.  Ferner  beachte  man,  daß  sich 
je  zwei  einander  zugeordnete  Geraden  der  Ebene  auf  der  Spurlinie  schneiden 
müssen.  Ist  daher  s  der  Punkt,  in  dem  die  Gerade  xt^  die  Spurlinie  d^d^ 
trifft,  so  wird  die  der  Geraden  st^  zugeordnete  Gerade  s  t^^  die  Ziel- 
gerade xd'  des  Punktes  x  in  dem  gesuchten  Bildpunkt  x^  schneiden. 

Man  kann  daher  sagen:  Der  Bruch  j  bewirkt  eine  „zentrische 
Schiebung  in  der  Ebene  mit  dem  Zielpunkte  d'  und  der  durch 
ihn  gehenden  Spurliuie  d^d^'\  Dabei  entspricht  der  Zielpunkt  d'  der 
Schiebungsrichtung  einer  gewöhnlichen  Schiebung,  während  die  Spurlinie 
dieselbe  Rolle  spielt,  die  bei  einer  gewöhnlichen  Schiebung  der  unendlich 
fernen  Geraden  zukommt.  In  der  Tat  bleiben  bei  einer  gewöhnlichen 
Schiebung  alle  Geraden  der  Ebene  sich  selber  paraUel,  schneiden  sich 
also  mit  ihrer  Bildgeraden  auf  der  unendlich  fernen  Geraden.  Diese  ent- 
spricht daher  wirklich  genau  der  Spurlinie  der  zentrischen  Schiebung. 

Die  Spurlinie  der  zentrischen  Schiebung  liegt  im  Unendlichen:  Geivöhn- 
liche  Schiebung  in  der  Ebene.  Man  erhält  den  extensiven  Bruch  für  eine 
gewohnliche  Schiebung,  indem  man  in  der  Gleichung  (88)  und  in  dem 
Bruche  (89)  für  die  zentrische  Schiebung  die  Doppelpunkte  d^  und  d^ 
durch  zwei  Strecken  g.^  und  g^  ersetzt,  wodurch  sich  der  Ausdruck  (88) 
für  den  Zielpunkt  d'  in  den  Ausdruck  für  eine  Strecke 
(92)  9'=^d,-\-\^d, 

verwandelt.  Diese  Strecke  g'  wird  dabei  direkt  die  Yerschiebungsstrecke, 
wenn  man  noch  m  =  1  annimmt  und  den  Punkt  t^  als  einfachen  Punkt 
voraussetzt.     Der  auf  diese  Weise  aus  (89)  hervorgehende  Bruch 


(93)  f  = 


9i>  9t  >  h-\-9' 


9i>  9i>       h 
stellt  dann   die  „Schiebung  in  der  Ebene  um   die  Strecke  g'"  dar. 

Dritter  UnterfaU:  Ein  Doppelpunkt  und  eine  durch  ihn  gehende  Doppel- 
linie. Verbindung  einer  zentrischen  Schiebung  in  der  Doppellinie  nach  dem 
Doppelpunkte  hin  mit  einer  Strahlbüschelschiebung  um  den  Doppelpunkt  nach 
der  DoppeUinie  hin.  Sind  endlich  in  dem  Bruche  (85)  alle  drei  Zahl- 
größen f,  g,  ^  von  NuU  verschieden,  so  läßt  der  Bruch 

^^^^  ^^^^d]  i;, 1, 

in  seiner  Ebene  dt^t^  nur  den  einen  Punkt  d  und  die  durch  ihn  gehende 
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Gerade  dt^  in  Ruhe  und  ruft  in  der  auf  dieser  Geraden  liegenden  Punkt- 
reihe ebenso  wie  sein  Unterbruch 


(95) 


md,  m<8  +  f(i 


m{-h^4 


d,  *j 

(vgl.  Seite  198  ff.   des   ersten  Bandes)   eine   zentrische   Schiebung  mit 
^  /•       .  /      dem  Zielpunkte  d  her- 

vor,     deren     Große    sich 
dadurch     bestimmt,      daß 
durch  sie  der  Punkt  t^  in 
den  Punkt  t^l  =  vnt^  +  ]d 
übergeführt     wird      (vgl. 
Fig.  56).    Außerdem  aber 
bewirkt    der   Bruch    f    in    dem   Strahl- 
büschel,   das  den   Doppelpunkt  d    zum 
Scheitel  hat,    eine  Abbildung,   die  man 
auffassen    kann    als    den    Schein    einer    gewissen 
zentrischen    Schiebung   einer    zweiten   Punktreihe 
genommen  vom  Punkte  d  aus.    Multipliziert  man 
nämlich    den    zweiten    und    dritten   Nenner   und 
Zähler  des  Bruches  (94)  äußerlich  mit  dem  Doppel- 
punkte d,  so  findet  man,  daß  die  Strahlen 

[t^d\     und  [^gd]     in  die  Strahlen 

m\t^d]     und  [(yxt.^  +  ^^2)^ 

verwandelt  werden,  welche  die  Scheine  der  Punkte 

m^2  und     m^a  -f-  !£)^2 

vom  Punkte  d  aus  gesehen  darstellen.    Bezeichnet  man  daher  den  Bruch, 
der  die  Nenner 

t^     und     ^3 

des  Bruches  (94)  in  die  eben  genannten  Punkte 

vxtc^     und     in^g  +  \)t^ 
überführt,  mit  c,  setzt  also 
(96) 


so  bewirkt  der  Bruch  c  eine  zentrische  Schiebung  in  der  Geraden  t^t^  nach 
dem  Zielpunkte  t^  hin  und  von  solcher  Größe,  daß  der  Punkt  t^  in  den 
Punkt  VXtg  -{-  ^t^  übergeführt  wird.  Der  aus  c  durch  äußere  Erweiterung 
mit  dem  Punkte  d  entstehende  Bruch 

m[t^d],  m[tsd]-{-'i)[t,d] 


(97) 


a  = 


[ttd], 


Ihd] 
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welcher  die  durch  den  Bruch  f  vermittelte  Abbildung  des  Strahlbüschels 
mit  dem  Scheitel  d  analytisch  ausdrückt,  stellt  also  eine  „Strahlbüschel- 
schiebung" dar  die  aus  der  zentrischen  Schiebung  c  in  der  Geraden 
^2<3  durch  Projektion  vom  Punkte  d  aus  hervorgeht  und  also  den  Strahl 
[<2<^]  zum  „Zielstrahl"  hat.  Sie  ist  vollständig  festgelegt,  wenn  außer 
dem  Zielstrahl  [t^ä\  noch  ein  Paar  zugeordnete  Strahlen  gegeben  sind, 
etwa  die  beiden  Strahlen,  die  den  Punkt  t^  und  seinen  zugeordneten  Punkt 
(^gf  =  ni^3  +  g<?  +  t)^2  ^0^  ^^  ^^s  projizieren.  Die  beiden  Schiebungen  in 
der  Punktreihe  t^,  d  und  in  dem  Strahlbüschel  mit  dem  Scheitel  d  stehen 
zueinander  in  der  Beziehung,  daß  der  Träger  des  einen  Gebildes  (das  heißt 
der  Punktreihe  oder  des  Strahlbüschels)  das  „Zielelement"  des  andern  ist. 
Sie  bestimmen  zusammen  mit  der  Lage  der  beiden  zugeordneten  Punkte  ^3 
und  t^l  auf  den  einander  entsprechenden  Strahlen  [t^d^  und  \(mt^-\-1:)t^d\ 
der  Strahlbüschelschiebung  die  KoUineation  f  eindeutig. 

In  der  Tat  findet  man  zu  einem  beliebigen  Punkte  x  der  Ebene  den 
entsprechenden  Punkt  xt,  indem  man  die  Gerade  xt^  mit  der  üoppellinie 
i^d  schneidet,  zu  dem  Schnittpunkte  u  den  entsprechenden  Punkt  m!  in 
der  Geraden  t^d  aufsucht  und  schließlich  die  Gerade  to^t  •  ul  mit  dem- 
jenigen Strahle  zum  Schnitt  bringt,  in  den  der  Strahl  xd  durch  die 
Strahlbüschelschiebung  übergeführt  wird. 
Die  drei  Fälle,  wo 

f=^0     9  =  0    und     1^  =  0 

f=f=0     gH=0     und     ^  =  0 

f4=0     9  =  0     und     ^H=0 

ist,  liefern  nichts  Neues,  sondern  lassen  sich  auf  die  beiden  Unterfälle  2 
und  3  zurückführen. 

Abschnitt  29. 

Das  Terschwinden  des  kombinatorischen  Produktes 
dreier  Funkt  -  Punkt  -  Kollineationen  ^). 

Analytische  Umformung  der  Gleichung  [f Int]  =  0.  Es  sollen  im  Fol- 
genden drei  Punkt -Punkt -Kollineationen  !,  l,  m  in  der  Ebene  betrachtet 
werden,  deren  kombinatorisches  Produkt  verschwindet,  die  also  der  Glei- 
chung genügen: 

(1)  [nin]  =  0. 


1)  Vgl,  zu  diesem  Abschnitt  die  von  mir  veranlaßte  Dissertation  von  H.  Wehr- 
heim: Über  das  kombinatorische  Produkt  dreier  Kollineationen  in  der  Ebene. 
Gießen.    1909. 
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Für  einen  besonderen  Fall  ist  die  geometrisclie  Bedeutung  einer 
solchen  Gleichung  schon  im  27.  Abschnitt  untersucht,  nämlich  für  den 
Fall,  wo  die  drei  Faktoren  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (1)  einander 
gleich  sind,  wo  es  sich  also  um  das  Verschwinden  der  kombinatorischen 
dritten  Potenz  eines  KoUineationsbruches  handelt.  Dabei  ergab  sich,  daß 
die  in  diesem  Falle  aus  (1)  hervorgehende  Gleichung 
(2)  OT  =  0 

eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das  Entarten  der  Kolli- 
neation  i  darstellt  (vgl.  Seite  64  fi.). 

Bevor  wir  aber  an  die  Aufgabe  herangehen,  die  allgemeinere  Glei- 
chung (1)  geometrisch  zu  deuten,  suchen  wir  zunächst  dieser  Gleichung 
eine  andere  Form  zu  verleihen.  Nach  den  Gleichungen  (55)  und  (46)  des 
27.  Abschnitts  gestattet  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  die  Darstellung: 

1      1     \     \xl-  y\-  zm'\  +  [«/f  •  8\  ■  xm]  +  [zt  •  x\  •  ym]  \ 

in  der  die  Größen  x,  y,  z  drei  Punkte  sind,  die  nur  der  Ungleichung  (50) 

des  27.  Abschnitts,  das  heißt  der  Ungleichung 

(4)  \xyz-\  +  0, 

zu  genügen  haben,  also  drei  ganz  beliebige,  nicht  in  gerader  Linie  liegende 

Punkte  sind.     Die  Gleichung  (1)  nimmt  also  die  Form  an: 

...  {     \_xi '  y\ '  zvx\ -\- [yl '  z\  -  xvx\  +  [zl  •  icl  •  «/m]  ] 

|—  \xi  ■  zl  •  ym]  —  [yf  •  xl  •  zm]  —  [zt  •  yl  ■  xm]} 

Dabei  ist  bemerkenswert  (vgl.  die  Entwickelung  auf  Seite  62  f.),  daß, 
wenn  die  Gleichung  (5)  für  irgend  ein  Punkttripei  x,  y,  z  besteht,  das 
der  Ungleichung  (4)  Genüge  leistet,  sie  auch  für  jedes  solche  Punkttripei 
befriedigt  wird.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  336:  Sind  f,  I,  m  die  extensiven  Brüche  dreier  Punkt- 
Punkt-Kollineationen  in  der  Ebene,  so  läßt  sich  die  Gleichung 

(1)  [flitt]  =  0 

auch  durch  die  Gleichung  ersetzen: 

(      [xt-yl-zm]-\-[yf-zl-xm]  +  [zt-xl-ym]]^ 
\—[xt-zi-  ym]  —  [yt  •  xl  •  ^tn]  —  [zt  •  yl  •  xm]]         ' 

in  der  x,  y,  z  drei  beliebige,  nicht  in  einer  Geraden  liegende 
Punkte  sind.     Und  umgekehrt: 

Sobald  die  Gleichung  (5)  für  irgend  drei  ein  eigentliches 
Dreieck  bildende  Punkte  x,y,z  gilt,  so  ist  auch  die  Gleichung  (1) 
erfüllt,  und  es  besteht  also  auch  die  Gleichung  (5)  nicht  nur  für 


Abschnitt  29,  Gleichung  (2)  bis  (8).     Satz  336  und  337.  113 

jenes   eine  Punkttripel  x,  y,  z,   sondern   für  je   drei  Punkte   der 
Ebene,  die  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen^). 

Anwendung  auf  die  Gleichung  [f  1 1]  =  0.  Um  die  geometrische  Be- 
deutung der  Gleichung  (1)  zu  finden,  schicken  wir  die  Betrachtung  einer 
Anzahl  spezieller  Fälle  voraus.  Wir  untersuchen  zunächst  den  Fall,  wo  in 
der  Gleichung  (1)  an  die  Stelle  der  KoUineationen  t  und  m  die  identische 
Punkt-Punkt-Kollineation  1  getreten  ist,  fragen  also  nach  dem  geometrischen 
Sinn  der  Gleichung 

(6)  [111]  ==0, 

in  der  die  Identität 

(1\  1  =  fLl_l*J.^ 

^1  »  ^»  f   ^« 


^1  >  ^t) 


als  spezielle  Punkt-Punkt-Kollineation  aufgefaßt  ist. 

Nach  unserm  Satze  336  läßt  sich  die  Gleichung  (6)  auch  durch  die 
Gleichung  ersetzen: 

\xiyz'\  +  [ylzx\  +  [zixyM  ^ 
—  [xfzy]  —  [ylxz]  —  [ztyx] ) 

und  diese  kann,  da  die  untereinander  stehenden  Produkte  einander  ent- 
gegengesetzt gleich  sind,  auch  in  der  Form  geschrieben  werden: 

(8)  [xtyz]  +  [ytzx]  +  [ztxy]  =  0. 

Der    Satz    336    liefert    daher    in   dem    vorliegenden    Falle    den   folgenden 

Sondersatz: 

Satz  337:  Erster  Sonderfall  von  Satz  336:  Ist  f  der  extensive 
Bruch    einer   Punkt-Punkt-Kollineation   in   der  Ebene,    so   läßt 
sich  die  Gleichung 
(6)  [!11]  =  0 

auch  durch  die  Gleichung  ersetzen: 

(8)  [xtyz]  -f-  [ytzx]  +  [ztxy]  =  0, 

in    der  x,  y,  z  drei  beliebige,    nicht  in  einer   Geraden    liegende 
Punkte  sind.     Und  umgekehrt: 

1)  Sie  besteht  übrigens  auch  für  Punkte  einer  und  derselben  Geraden.  Doch 
bietet  dies  in  so  fern  kein  Interesse,  als  für  drei  Punkte  einer  Geraden  die  Gleichung  (5) 
überhaupt  stets  erfüllt  ist,  wie  auch  die  drei  KoUineationen  f,  l,  m  beschaffen  sein 
mögen.  Denn  die  Gleichung  (5)  läßt  sich  ja  nach  der  Gleichung  (46)  des  27.  Ab- 
schnitts auch  in  der  Form  schreiben: 

[xyz  ■  f  Im]  =  0; 
und  diese  Gleichung  wird  bei  beliebigen  Werten  von  I,  I,  m  befriedigt,  sobald  zwischen 
den  drei  Punkten  x,  y,  z  eine  Zahlbeziehung  herrscht,  das  heißt,  sobald  diese  drei 
Punkte  in  einer  Geraden  liegen. 

Grafimann:  Projektive  Geometrie  d.  Ebene.    II.  8 
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Sobald  die  Gleichung  (8)  für  irgend  drei  ein  eigentliches 
Dreieck  bildende  Punkte  x,  y,  z  gilt,  so  ist  auch  die  Gleichung  (6) 
erfüllt,  und  es  besteht  also  auch  die  Gleichung  (8)  nicht  nur 
für  jenes  eine  Punkttripel  x,  y,  z,  sondern  für  je  drei  Punkte 
der  Ebene,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen. 

Eine  Kollineation  f  genügt  dann  und  nur  dann  der  Gleichung  [f  11]  =  0, 
wenn  sie  sich  in  eingeschriebener  Dreieckslage  befindet.  Wir  finden  eine 
erste  geometrische  Deutung  der  Gleichung  (6),  wenn  wir  in  der  mit  ihr 
gleichwertigen  Gleichung  (8)  die  beiden  ersten  Ecken  x  und  y  des  Drei- 
ecks xyz  beliebig  lassen,  die  dritte  Ecke  z  aber  so  wählen,  daß  die  beiden 
ersten  Glieder  der  Unken  Seite  von  (8)  verschwinden,  so  daß  also  die  Glei- 
chungen bestehen: 

welche    aussagen,    daß    der    Punkt  z  erstens    der  Verbindungslinie   der 
Punkte  y  und  xt  und  zweitens  der  Verbindungslinie  der  Punkte  x  und 

yl  angehört  (vgl.  Fig.  57).     Bei  dieser  Wahl 
der    dritten    Ecke  z   verkürzt    sich    die    Glei- 
chung (8)  zu 
(10)  [^txy]  =  0, 

und  diese  Gleichung  besagt,  daß  der  Punkt  zt 
auf  der  Verbindungslinie  der  Punkte  x  und  y 
gelegen  ist.  Daraus  folgt,  daß  das  Dreieck 
xt  yi  zt  dem  Dreieck  xyz  eingeschrieben  ist. 
Da  es  aber  in  der  Ebene  c»*  Punkte, 
also  oo^  Punktpaare  x,  y  gibt,  so  enthält  die 
Ebene  oo*  Dreiecke  xyz,  denen  die  in  der  Kollineation  t  entsprechenden 
Dreiecke  xt  yt  zt  eingeschrieben  sind. 

Dies  Ergebnis  rührt  abgesehen  von  der  Form  der  Bedingungsglei- 
chung (6)  von  M.  Pasch  her^).  Man  kann  dasselbe  in  dem  folgenden 
Satze  darstellen: 

Satz  338:  Erster  Satz  von  Pasch:  Genügt  eine  Punkt-Punkt- 
Kollineation  f  in  der  Ebene  der  Gleichung 

(6)  [ni]  =  o, 

und  bestimmt  man   zu  zwei  beliebigen  Punkten  x  und  y  einen 
dritten  Punkt  z  als  Schnittpunkt  der  Geraden  y  xt  und  x  yt,  so 


1)  Vgl.  M.  Pasch,  Zur  Theorie  der  Collineation  und  der  ßeciprocität,  Math. 
Ann.  Bd.  23  (1884),  Seite  426. 
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liegt  auch  der  Bildpunkt  zt  des  dritten  Punktes  z  auf  der  Ver- 
bindungslinie xy  der  beiden  ersten  Punkte,  das  heißt,  das  Bild- 
dreieck xt  yt  zi  ist  dem  Originaldreieck  xyz  in  dem  Sinne  ein- 
geschrieben, daß  jede  Ecke  des  Bilddreiecks  derjenigen  Seite 
des  Originaldreiecks  angehört,  die  der  zugehörigen  Originalecke 
gegenüberliegt. 

Mit  Rücksicht  auf  den  Satz  337  kann  man  noch  die  Umkehrung 
hinzufügen : 

Satz  339:  Umkehrung  von  Satz  338:  Ist  in  einer  Punkt-Punkt- 
Kollineation  f  auch  nur  ein  Bilddreieck  xl  y\  zt  seinem  Original- 
dreieck xyz  in  dem  Sinne  eingeschrieben,  daß  die  Bildpunkte 

xi,     yt,    zt 
der  drei  Ecken 

^,     y,     0 

des  Originaldreiecks  auf  den  diesen  Ecken  gegenüberliegenden 
Seiten 

yz,    zx,    xy 

liegen,  so  genügt  die  KoUineation  f  der  Gleichung 
(6)  [fll]  =  0, 

und  es  gibt  somit  oo*  Dreiecke,  denen  dieselbe  Eigenschaft  zu- 
kommt. 

Pasch  sagt  daher  von  einer  KoUineation  f,  die  der  Gleichung  [f  11]  =  0 
Genüge  leistet,  „sie  befinde  sich  in  eingeschriebener  Dreiecks- 
lage"i). 

Linienzugseigenschaft  einer  KoUineation  in  eingeschriebener  Dreieckslage. 
Läßt  man  in  der  Gleichung  (8)  den  Pimkt  x  willkürlich,  legt  aber  den 
Punkten  y  und  z  die  Werte  bei:  . 

\z  =  yt^  xt^, 
wählt  also  als  zweiten  Punkt  des  Punkttripeis  xyz  das  Bild  xt  des  ersten, 
als  dritten  das  Bild  yt  des  zweiten  in  der  KoUineation  f,  so  verschwinden 
in  der  obigen  Gleichung 

(8)  [xtyz-]  +  [ytzx]  +  [ztxy]  =  0 

die  in   ihren  beiden  ersten  Gliedern  auftretenden  äußeren  Produkte,  weil 

sie   wegen  (11)   zwei   gleiche  Faktoren   enthalten,   und  die  Gleichung  (8) 

verkürzt  sich  zu: 

(12)  [ztxy-]  =  0, 


1)  Vgl.  die  auf  der  vorigen  Seite  zitierte  Arbeit  von  Pasch,  Seite  426. 
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oder  wenn  man  mit  Hülfe  von  (11)  y  und  z  herausschafft,  zu: 
(13)  \xl^  X  xX'\  =  0. 


Diese  Grleichung  sagt  aus  (vgl.  Fig.  58): 

Der  Punkt  xl^  gehört  der  Geraden  x  xl  an; 

und  ebenso  gehört  dann  auch 

der  Punkt  a;f*  der  Geraden  xt  xV  an 

und  so  weiter,  das  heißt:  Der  Linienzug  x  xl  xl'  xl^  xV' .  . .  ist  sich  selbst 

in  dem  Sinne  eingeschrieben,  daß 

der  Punkt  xV  auf  der  Geraden  x  xl  gelegen  ist, 
der  Punkt  xl*    „      „         „  xl  xV     „         „ 

und  so  weiter.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  340:  Erster  Satz  von  Clebsch  und  Gordan:  Genügt  eine 

Punkt-Punkt-Kollineation  f  in  der  Ebene  der  Gleichung 

(6)  [ni]=0, 

oder    was  «dasselbe    ist,    befindet    sie   sich    in   eingeschriebener 

Dreieckslage,    und    sucht    man    zu    einem    beliebigen    Punkte   x 

seinen  Bildpunkt  xl  in  der  Kollineation  l  auf,  zu  diesem  wieder 

seinen   Bildpunkt   xl^   und   so    weiter,   und   verbindet   alle   diese 
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Punkte  der  Reihe  nach  durch  den  Linienzug 

X  xl  xP  xV  xt^  . . ., 

80  ist  derselbe  in  dem  Sinne  sich  selbst  eingeschrieben,  daß  der 
Punkt  xV  der  Geraden  x  xt  angehört,  der  Punkt  xV  der  Geraden 
xt  xV  und  so  weiter^). 

Der  Linienzug  x  xt  xV  ...  artet  in  eine  gerade  Linie  aus,  wenn  x 
auf  einer  Doppellinie  von  !  gelegen  ist,  ohne  mit  einem  Doppelpunkte 
zusammenzufallen.  Denn  einem  Punkte  einer  Doppellinie  entspricht,  falls 
er  nicht  gerade  zugleich  ein  Doppelpunkt  ist,  nach  Seite  93  f.  stets  ein 
von  ihm  getrennt  liegender  Punkt  jener  Doppellinie. 

Fällt  dagegen  der  Punkt  x  in  einen  Doppelpunkt,  so  zieht  sich  der 
Linieneug  x  xt  xV  ...  in  diesen  Doppelpunkt  zusammen. 

über  ein  vollständiges  Vierseit,  das  einem  vollständigen  Viereck  verkehrt 
eingeschrieben  ist.  Bevor  wir  eine  weitere  Eigenschaft  einer  KoUineation 
in    eingeschriebener      ^  h^ 

Dreieckslage       ent-        V  it" 

wickeln,  schicken 
wir  einen  Hülfssatz 
über  ein  einem  voll- 
ständigen Viereck  in 
besonderer  Weise 
eingeschriebenes  vollstän- 
diges Vierseit  voraus. 

Wir  gehen  von  einem 
eigentlichen  einfachen  Vier- 
eck x.^x^x^x^  aus,  das  heißt 
von  einem  einfachen  Vier- 
eck, von  dem  keine  drei 
Ecken  in  einer  geraden  Linie 
liegen,  und  nehmen  auf 
dessen  vier  Seiten  x^x^,  x^x^, 
x^x^,  x^x^  zunächst  ganz  be- 
liebig vier  Punkte  an  (vgl. 
Fig.  59),  die  wir  jenen  vier 
Seiten  entsprechend  mit  p^^,  jpgg,  p^,  p^^  bezeichnen  wollen.  Dieselben 
genügen  vier  Gleichungen  von  der  Form 


Fig.  59. 


^ 


1)  Vgl.  A.  C leb 8 eh  und  P.  Gordan,  Ueber  biternäre  Formen  mit  contra- 
gredienten  Variablen,  Math.  Ann.  Bd.  1  (1869),  Seite  392.  Femer:  Clebach-Linde- 
mann,  Vorlesungen  über  Geometrie  Bd.  I,  Teil  2  (1876),  Seite  994. 
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(14) 


Pn 

—  Pi2^1 

+  P21^2 

P23 

==  P23^2 

1"  P32*'^3 

Pu 

=  P34^3 

+  ^43^4 

Pu  =  P4i^4  +  Pu^: 


u^i- 


Ferner  fähren  wir  für  die  äußeren  Produkte  je  zweier  aufeinanderfolgenden 
von  den  vier  Punkten  p.,^  kurze  Bezeichnungen  ein,  setzen  nämlich 


(15) 


IP2-6Pzi\  -  ^1 
[P34P41]  =  ^2 
[^41^^12]  =  ^3 

IPuPis]  "  ^i> 

wobei  die  Indizes  1,  2,  3,  4  in  der  Weise  auf  die  vier  Punkte  X,.  ver- 
teilt sind,  daß  einem  jedem  Produkte  X^  derjenige  Index  i  beigelegt  ist, 
der  unter  den  Indizes  seiner  beiden  Faktoren  nicht  auftritt.  Alsdann  be- 
stimmen die  vier  Greraden  der  Stäbe  X^,  X^,  Xj,  X^  bei  Festhaltung 
dieser  Reihenfolge  der  vier  Geraden  ein  einfaches  Vierseif,  dessen  Ecken 


(16) 


beziehlich  auf  den   Seiten 


oc^x^ 


Xa  Xi 


JC-t  Xa 


Xa  X> 


2-^3 


l^Xz\=Pu 

\[X^X,]=p,^ 

des  einfachen  Vierecks  x^x^x^x^  liegen,  das  also  diesem  einfachen  Viereck 
eingeschrieben  ist. 

Und  wir  können  zeigen:  Wenn  man  über  die  bisher  auf  den  Seiten 
des  einfachen  Vierecks  x^x^x^x^  beliebig  angenommenen  Punkte  (14)  in 
der  Weise  verfügt,  daß  die  fünfte  EcJce 

(17)  lX,X,]^p,, 

des  zu  dem  einfachen  Vierseit  X^X^X^X^  gehörigen  vollständigen  Vierseits 
auf  der  fünften  Seite  x^x^  des  zu  dem  einfallen  Viereck  x^x^x^x^^  gehörigen 
vollständigen  VierecJcs  liegt,  so  liegt  auch  die  sechste  Ecke 

(18)  lX,X,]=p,, 

des  vollständigen  Vierseits  auf  der  sechsten  Seite  x^x^  des  vollständigen 

Vierecks. 

Der  Beweis  dieser  Behauptung  kann  folgendermaßen  geführt  werden: 
Da  die  Ecke  XgX^  des  vollständigen  Vierseits  X^X^X^X^  auf  der 

Seite   x^x^   des   vollständigen   Vierecks  XiX2X^x^  liegen  soll,   so   muß  die 

Gleichung  bestehen: 

(19)  [X,X,x,x,]^0. 
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Nun  ist  aber  wegen  (15)  und  (14) 

(Xs  =  [PsiP^,]  =  [(P34^3  +  P43^4)(P41^4  +  Pu^l)]        ^^^^ 
1^4  =  [PliPiz]  =  [(Pl2^1    +  Pii^2){p2Z^i  +  ^38  ^3)] 
^2  =  P34p4l[^3^4]  +  P34pl4[^8^l]  +  p43Pl4[^4^l] 


(20) 

1-^4  "~  Pl2p23L^1^2J  +  PiaPasL^l^sJ  +  P21P32L^2^SJ 

Schreibt  man  dann  die  linke  Seite  von  (19)  in  der  Form: 

[X2  X^  X,  x^'\  =  [X2  (X^  X,  x;j\ 
und  führt  noch  für  X^  seinen  Wert  aus  (20)  ein,  so  erhält  man: 

[X2X4    X^X^'\  =  [X2(pi2p23[^1^8  •  ^l^sl  +  P21P82[^2^3  *  ^1^3])] 7 

oder  da  nach  den  Gleichungen  (8)  und  (22)  des  dritten  Abschnitts 
ist,  so  wird 

[XgX^    ^1^3]  =  K^2^8][^2(Pl2p23%  -  P21P3»^3)] 

oder  wegen  (20) 

[AjX^    X^X^\  =  [^i^2%J  \Pl2p23p34p4lL^3^4^lJ  p2lp32p43Pl4L^3^4^lJ  } 

oder  endlich 

(21)  [X2X4    X^X^'\  =  [^ia;2a;3][Ä:3a;^:cJ{pi2^23p34p41  -  P2lp32p43pl4}- 

Hier  sind  auf  der  rechten  Seite  die  beiden  äußeren  Produkte  [a^jiPgajg]  und 
[aTgic^a;!]  von  Null  verschieden;  denn  nach  der  auf  Seite  117  gemachten 
^Voraussetzung  soUen  die  vier  Punkte  x^,  x^,  x^,  x^  ein  eigentliches  Vier- 
eck bilden,  das  heißt,  es  sollen  keine  drei  von  den  vier  Punkten  in  eine 
gerade  Linie  fallen.  Setzt  man  daher  den  Wert  (21)  in  die  Gleichung  (19) 
ein,  so  läßt  sich  die  entstehende  Gleichung  durch  das  Produkt  [n7ia;2i):3][i»:;3a;^2;i] 
dividieren,  und  man  erhält  die  Gleichung: 

(22)  P12  Pas  P34P41  =  P21 P32  P43  Pi4- 

Diese  Gleichung  ist  nur  eine  Umformung  der  Gleichung  (19).  Sobald 
also  die  fünfte  Ecke  Xj  X^  des  vollständigen  Vierseits  X^  X2  X3  X^  auf  der 
fünften  Seite  x^x^  des  vollständigen  Vierecks  x^x^x^x^  liegt,  ist  die  Glei- 
chung (22)  erfüllt;  und  umgekehrt:  Sobald  die  Gleichung  (22)  befriedigt 
wird,  liegt  die  Ecke  X2X4  auf  der  Geraden  x^x^. 

Nun  unterscheidet  sich  aber  die  Gleichung 

(23)  [X,X,x,x,]  =  0, 

welche  aussagt,  daß  die  sechste  Ecke  X^Xg  des  vollständigen  Vierseits 
der  sechsten  Seite  des  vollständigen  Vierecks  angehört,  von  der  Gleichung  (19) 
nur  dadurch,  daß  die  Indizes  1  und  2  und  ebenso  die  Indizes  3  und  4 
mit  einander  vertauscht  sind.  Die  der  Gleichung  (22)  entsprechende  Um- 
formung der  Gleichung  (23)  muß  daher  aus  der  Gleichung  (22)  ebenfalls 
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durch  diese  beiden  Vertauschungen  hervorgehen.  Diese  beiden  Vertau- 
schungen verändern  nun  aber  die  Gleichung  (22)  gar  nicht'^  folglich  zieht 
die  Gleichung  (22)  (und  somit  auch  die  Gleichung  (19))  die  Gleichung  (23) 
nach  sich,  und  man  hat  wirklich  den  Satz  bewiesen: 

Satz  341:  Ist  zu  einem  vollständigen  Viereck  x^x^x^x^,  von 
dem  keine  drei  Ecken  in  einer  Geraden  liegen,  ein  vollständiges 
Vierseit  X^^X^X^X^  in  der  Weise  gelegen,  daß  fünf  von  den  sechs 
Ecken  X^X^  des  vollständigen  Vierseits  immer  auf  denjenigen 
Seiten  Xj.x^  des  vollständigen  Vierecks  liegen,  deren  Indizes  r,  s 
von  den  Indizes  «*,  Ä;  jener  Ecken  X^X^  verschieden  sind,  so  fällt 
auch  die  sechste  Ecke  des  vollständigen  Vierseits  auf  die  sechste 
Seite  des  vollständigen  Vierecks. 

M.  Pasch  sagt  von  einem  vollständigen  Vierseit,  das  zu  einem  voll- 
ständigen Viereck  die  in  dem  Satze  341  angegebene  Lage  hat,  es  sei 
diesem  vollständigen  Viereck  „verkehrt  eingeschrieben",  wobei  der 
Zusatz  „verkehrt"  darauf  hindeuten  soll,  daß  die  Indizes  i,  Je  und  r,  s  der  zu- 
sammengehörigen Ecken  und  Seiten  der  beiden  Figuren  sich  nicht  entsprechen. 

VierecJcseigenschaft  einer  Kollineation  in  eingeschriebener  Dreieclcslage. 
Die  beiden  oben  auf  Seite  113  bis  117  entwickelten  Eigenschaften  einer 
Kollineation,  die  der  Gleichung  [fll]  =  0  Genüge  leistet,  gelten  für  ge- 
wisse Dreiecke  und  Linienzüge  der  Ebene.  Es  soll  jetzt  weiter  eine  Eigen- 
schaft einer  solchen  Kollineation  entwickelt  werden,  die  allen  eigentlichen 
Vierecken  der  Ebene  zukommt.  Wir  knüpfen  dabei  an  unsere  letzten 
Ergebnisse  an. 

Es  sei  also  einem  vollständigen  Viereck  x^x^x^x^,  von  dem  keine 
drei  Ecken  in  einer  Geraden  liegen,  ein  vollständiges  Vierseit  X^^X^X^X^ 
verkehrt  eingeschrieben,  und  es  werde  die  Umwandlung  betrachtet,  die 
eine  Kollineation  t  in  eingeschrieber  Dreieckslage  bei  den  vier  in  dem 
Viereck  enthaltenen  Dreiecken  x^x^x^,  x^x^x^,  x^x^x^,  x^^x^x^  hervorruft. 
Dieselben  sind  aus  den  vier  Gleichungen  zu  entnehmen,  die  aus  der  Glei- 
chung (8)  hervorgehen,  wenn  man  in  ihr  das  Punkttripel  x,  y,  z  der  Reihe 
nach  durch  die  vier  Punktripel  x^,  x^,  x^,  x^,  x^,  x^  x^,  x^  x^,  x^  x^,  x^ 
ersetzt.     Dadurch  entstehen  die  Gleichungen: 

(24)  [x^  i  x^x^]  4-  [x^t  x^Xj}  +  [x^l  XyX^  =  0 

(25)  \x^\  iCgicJ  -{-  \_x^\  x^x^  ■\-  \_xj.  x^x^  =  0 

(26)  \x^\  x^x^  +  \x^  x^x^  +  \xyi  x^x^  =  0 

(27)  \Xiix^x^-\-\x^\x^x^-[-\x^\x^x^^^. 

Diese  vier  Gleichungen  bringen  wir  mit  der  obigen  Bedingungsgleichung 


Abschnitt  29,  Gleichnng  (24)  bis  (29).     Satz  841. 


121 


in  Zusammenhang,  die  sich  uns  zwischen  den  acht  in  den  Gleichungen  (14) 
auftretenden  Ableitzahlen  der  Punkte  i^^,  jpgg,  Pz^,  p^  für  den  Fall  ergeben 
hat,  daß  diese  Punkte  ein  einfaches  Vierseit  bestimmen,  das,  zu  einem 
vollständigen  Vierseit  ergänzt,  dem  vollständigen  Viereck  x^x^x^x^  verkehrt 
eingeschrieben  ist. 

Vermöge  dieser  Gleichung  (22)  können  wir  eins  von  den  vier  Ver- 
hältnissen — ,  — ,  — ,  —  der  Ableitzahlen  von  (14)  durch  die  drei 
andern  ausdrücken.  Aber  es  bleiben  dann  immer  noch  drei  von  den  vier 
Verhältnissen  frei  verfügbar.  V7ir  treffen  diese  Verfügung  in  der  Weise, 
daß  wir  fordern,   es 

sollen  die  drei  ersten       ^ A* 

Seiten     X^,  Xg,  X3 
unseres  vollständigen 
Vierseits     (vgl.     die 
Gleichungen       (15)) 
durch  die  Bilder  x^t, 
x^t,   x^i      der     drei 
ersten  Ecken   des   vollstän- 
digen   Vierecks     hindurch- 
gehen (vgl.  Fig.  60).    Diese 
Forderung  läßt  sich  durch 
die    drei    Gleichungen    aus- 
drücken: 

[^,f  XJ  =  0, 

(28)  Ux,tX,]  =  0, 

[x^t  X3]  =  0, 

und  wir  werden  zeigen, 
daß  diese  Gleichungen  mit 
Rücksicht  auf  (22)  und 
(24)  bis  (27)  die  Gleichung  nach  sich  ziehen: 

(29)  [xj  XJ  =  0, 

welche  zeigt,  daß  dann  auch  die  vierte  Seite  X^  des  vollständigen  Vier- 
seits durch  das  Bild  x^t  der  vierten  Ecke  des  vollständigen  Vierecks  hin- 
durchgeht. 

Wegen  (15)  und  (14)  lassen  sich  die  drei  Gleichungen  (28)  in  der 
Form  schreiben: 

0  =  [Xjp^^ps^  =  [^if  (P23^2  +  P32^3)(P34^3  +  ^48^4)] 
0  =  [^2tp34/?4l]  =  [^2UP34^3  +  p43^i){Pil^i  +  Pl4^l)] 
0  =  [^i^PiiPti]  =  [^S^iP^r^A  +  P,4^l)(Pl2^1   +  Pn^i)] 


Fig.  60. 


^3 


(31)         0  = 
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oder,  wenn  man  ausmultipliziert,  in  der  Form: 

(0  =  Pi^^zd^J  ^2^3]  +  P2S^43  [^1*  ^2^4]  +  P32P43[^J  ^Z^il 
(30)  0  =  psiVil  [^2  *  ^3  ^4]  +  P34 Pl4  [^2  '  ^3  ^1]  +  P43  Pu  [^2  ^  ^4^l] 

'0  =  PiiPuioCst  x^x,]  +  PiiPnl^s^  ^4^2]  +  Pi4P2i[^s*  ^1^2]  ; 
und   multipliziert   man   diese   Gleichungen   der  Reihe  nach  mit  den  Pro- 
dukten pup2i,  p23p2i>  P34P23  ^^^  addiert,  so  erhält  man  die  Gleichung 

^23 P34P14P21  ([^1^  ^2^3]  +  [^2 f  ^3^1]  +  [^3 '  ^1^2]) 

+  p23p43pl4P2l([^lf  ^2^4]  +  [^2*  ^4^l]) 

+  ^Jl2p23p34p4l([^J  ^3^4]  +  [^3^  ^4^l]) 

^+  P84p41p23p2lfe*  ^3^4]   +   [^3^  ^4^2]) 

wobei  in  der  vorletzten  Zeile  der  rechten  Seite  die  Gleichung  (22)  berück- 
sichtigt ist. 

In  dieser  Gleichung  verschwindet  aber  wegen  (24)  die  runde  Klammer 
der  ersten  Zeile,  während  nach  (27),  (26),  (25)  die  runden  Klammern  der 
drei  letzten  Zeilen  die  Werte  ergeben: 

Führen  wir  diese  Werte  in  die  Gleichung  (31)  ein  und  multiplizieren  sie 
noch  mit ~ — ,  so  verkürzt  sie  sich  zu: 

^  =  ^32  ti     w      Pjl[^4*  ^1^2]  ■+■  Pl2p32[^4*  ^l^sJ  +  ^21^321^4*  ^2^3J) 

oder  wenn  wir  auf  das  erste  Glied  die  Gleichung  (22)  anwenden,  zu: 

(32)  0  =  pi,  p23  [Xj  Xi  X^]  +  pi2  P32  W  ^1  ^3]  +  P2I  Pz2  [^J  ^2  ^3]  • 

Die  Gleichung  (32)  stimmt  aber  mit  der  zu  beweisenden  Gleichung  (29) 
überein;  denn  ersetzen  wir  in  dieser  den  Stab  X^  durch  seinen  Wert  aus 
der  zweiten  Gleichung  (20),  so  verwandelt  sie  sich  gerade  in  die  Glei- 
chung (32). 

Es  ist  also  wirklich  das  Viereck  x^t  x^l  x^f  x^^l  dem  vollständigen 
Vierseit  X^X^X^X^  eingeschrieben,  und  man  hat  also  den  Satz  bewiesen: 

Satz  342:  Ist  eine  Kollineation  !  in  eingeschriebener  Drei- 
eckslage, so  läßt  sich  jedem  eigentlichen  vollständigen  Viereck 
x^x^x^x^  ein  vollständiges  Vierseit  in  der  Weise  verkehrt  ein- 
schreiben, daß  seine  vier  Seiten  X^,  X^,  Xg,  X^  beziehlich  durch 
die  Bilder  x^t,  x^t,  x^t,  xJ.  der  vier  Ecken  des  Vierecks  x^x^x^x^ 
hindurchgehen. 

In  Anlehnung  an  eine  Ausdrucks  weise  von  Reye  sagt  J.  Kraus  ^)  von 


1)  Vgl.  J.  Kraus,  Die  geometrische  Deutung  von  Invarianten,  welche  bei  ebenen 
CoUineationen  auftreten.      Inaugural-Dissertation.     Gießen,  1886.     Seite  12. 
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«inem  Viereck  cc[x^x'^x'^,  dessen  Ecken  auf  den  mit  demselben  Index  ver- 
sehenen Seiten  eines  vollständigen  Vierseits  X^X^X^X^  liegen,  das  seiner- 
seits wiederum  einem 


-h- 


vollständigenViereck 
x^x^XgX^  verkehrt 
eingeschrieben  ist, 
es  stütze  das  Vier- 
eck x^x^x^x^,  und 
ebenso  dann  umge- 
kehrt von  dem  Vier- 
eck x^x^x^x^  es  ruhe  auf 
dem  Viereck  x[x^x'^x'^ 
(vgl.  Fig.  61). 

Man  kann  dann  den 
Satz  342  auch  in  der  Form 
aussprechen  (vgl.  Fig.  60): 

Satz  343:  Zweite  Fas- 
sung des  Satzes  342:  Bei 
einer  Kollineation  in 
eingeschriebener  Drei- 
eckslage     stützt     jedes 

°  Fig.  61. 

Bildvierecka^jf  x^t  x^t  x^t 

das    zugehörige    Originalviereck    Xj^x^x^x^,    oder    was    dasselbe   ist: 

Ein  jedes   Originalviereck  Xj^x^x^x^  ruht  auf  seinem  Bildviereck 

♦Tj  l      OCa  l      U/o  %      jOa  l. 

Analytische  ümffyrmung  der  Gleichung  [f  f  1]  =  0.  Wir  wenden  uns 
zweitens  (vgl.  Seite  113)  zur  Untersuchung  des  Falles,  wo  in  der  Glei- 
chung (1)  an  die  Stelle  der  KoUineationen  I  und  m  die  Kollineationen  f 
und  1  getreten  sind,  fragen  also  nach  der  geometrischen  Bedeutung  der 
Gleichung 

(33)  [ni]  =  o, 

in  der  der  Faktor  1   wieder  als  Zeichen  für  die  identische  Punkt-Punkt- 
Kollineation  (7)  aufzufassen  ist. 

Nach  dem  Satze  336  läßt  sich  die  Gleichung  (33)  auch  in  der  Form 
schreiben: 

[xi  ■yi-2]  +  [yt  •  2t-x]  +  [et  -  xt  -  y] 


.        0; 

—  [^f  •  2t '  y]  —  [yt  •  xi  '  z]  —  [zl  •  yt  ■  x] 

und  diese  kann  man,  da  die  äußeren  Produkte  der  zweiten  Zeile  denen 
der  ersten  entgegengesetzt  gleich  sind,  auch  durch  die  Gleichung  ersetzen: 
(34)  [yt  -ztx]-}-  [2t  'Xt-y]-\-  [xt  •  y!  •  0]  -  0. 


•cX 
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Der   Satz  336    liefert    daher    in    dem    vorliegenden   FaUe    den   folgenden 
Sondersatz: 

Satz  344:  Zweiter  Sonderfall  von  Satz  336:  Ist  f  der  extensive 
Bruch  einer  Punkt-Punkt-Kollineation  in  der  Ebene,  so  läßt 
sich  die  Gleichung 

(33)  [!fl]  =  0 

auch  durch  die  Gleichung  ersetzen: 

(34)  lyt  ■2l-x']  +  [2l  •  a;f  •  2/]  +  [xt  •yt.s]  =  0, 

in   der   x,  y,  z   drei   beliebige,   nicht  in  einer   Geraden  liegende 
Punkte  sind.     Und  umgekehrt: 

Sobald  die  Gleichung  (34)  für  irgend  drei  ein  eigfentliches 
Dreieck  bildende  Punkte  x,  y,  s  gilt,  so  ist  auch  die  Glei- 
chung (33)  erfüllt,  und  es  besteht  also  die  Gleichung  (34)  nicht 
nur  für  jenes  eine  Punkttripel  x,  y,  2,  sondern  für  je  drei 
Punkte  der  Ebene,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen. 

Geometrische  Deutung  einer  Kollineation  t,  die  der  Gleichung  [f  f  1]  =  0 
Genüge  leistet.  Ihre  JDreiechs-,  Liniensugs-  und  Vierecks-Eigenschaft.  Da 
die  Gleichung  (34)  sich  aus  der  Gleichung  (8)  dadurch  ableiten  läßt,  daß- 
man  die  Punkte  x,  y,  z  mit  den  Punkten  x%  yl,  sl  vertauscht,  so  sieht 
man,  daß  eine  Kollineation  f,  die  der  Gleichung  (33)  unterliegt,  zu  einer 
KoUineation  in  eingeschriebener  Dreieckslage  invers  ist. 

Führt  man  ferner  jene  Vertauschung  der  Punkte  x,  y,  z  mit  den 
Punkten  x\  y\,  z\  in  der  Figur  57  (des  Satzes  338)  aus,  so  gelangt  man 

{  zu  einer  dem  Satze  338  entsprechenden  Drei- 
eckseigenschaft einer  Kollineation  f,  welche  der 
Gleichung  (33)  unterworfen  ist.  Dieselbe  wurde 
ebenso  wie  der  Satz  338  zuerst  von  M.  Pasch 
ausgesprochen^),  der  freilich  der  Bedingungs- 
gleichung (33)  eine  etwas  andere  Form  gab. 
Man  kann  diese  Eigenschaft  folgendermaßen 
Fig.  63.  "  -  formulieren  (vgl.  Fig.  ^2). 

Satz  345:    Zweiter  Satz  von  Paschr 
Genügt  eine  Punkt-Punkt-Kollineation  !  in  der  Ebene  der  Glei- 
chung 
(33)  [f  H]  =  0, 

und   bestimmt   man   zu    zwei    beliebigen  Punkten  x   und  y  ihre 


1)  Vgl.  die  auf  Seite  114  zitierte  Arbeit  von  Pascli,  Seite  426. 
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Bildpunkte  xt  und  yt,  so  hat  derjenige  Bildpunkt  zt,  in  dem  sich 
die  Geraden  yt  x  und  xX  y  schneiden,  seinen  Originalpunkt  z 
Äuf  der  Verbindungslinie  der  Bildpunkte  x\  und  j/f  jener  Punkte 
X  und  y. 

Man  findet  übrigens  diesen  Satz  auch  direkt  auf  Grund  der  Glei- 
chung (34),  wenn  man  den  Punkt  zt  ^o  wählt,  daß  die  beiden  ersten 
Glieder  ihrer  linken  Seiten  verschwinden,  indem  ja  die  Gleichung  (34) 
zeigt,  daß   dann  auch  das  dritte  Glied   ihrer  linken  Seite  null  sein  muß. 

Man  sieht  ferner  wieder  (vgl.  Seite  114),  daß  es  oo*  Dreiecke  xyz 
gibt,  denen  die  in  der  Kollineation  f  entsprechenden  Dreiecke  xl  yt  zt 
umschrieben  sind. 

Mit  Rücksicht  hierauf  und  auf  den  Satz  344  kann  man  endlich  noch 
die  folgende  Umkehrung  des  Satzes  345  hinzufügen: 

Satz  346:  Umkehrung  von  Satz  345:  Ist  in  einer  Punkt-Punkt- 
Kollineation  f  auch  nur  ein  Bilddreieck  xt  yt  zt  seinem  Original- 
dreieck xyz  in  dem  Sinne  umschrieben,  daß  die  Seiten 

yt  zt,    zt  xt,    xt  yt  - 

des  Bilddreiecks  durch  die  Ecken 

^,        y,        z 

des  Originaldreiecks  gehen,  so  genügt  die  Kollineation  f  der 
Gleichung: 

(33)  [ffl]=0, 

und  es  gibt  oo*  Dreiecke,  denen  dieselbe  Eigenschaft  zukommt. 

Pasch  sagt  daher  von  einer  Kollineation  f,  die  der  Gleichung  [ffl]==0 
Genüge  leistet,    sie  befinde  sich  in  umschriebener  Dreieckslage". 

Man  gelangt  zu  der  dem  Satze  340  entsprechenden  Linienzugs- 
Eigenschaft  einer  KoUineation  in  umschriebener  Dreieckslage,  wenn  man 
in  der  Gleichung 

(34)  {yt  •zt'X]^-  [zt  -xt-y]^  [xt  -yt'z'\==0 

den  Punkt  x  willkürlich  läßt,  aber  den  Punkten  y  und  z  die  Werte  beilegt 


(35) 


{y  =  xt 

\z  =  yt  =  xt^ 


Alsdann  verschwinden  in  der  Gleichung  (34)   die   beiden  letzten  Glieder; 
die  Gleichung  verkürzt  sich  also  zu: 

(36)  [yt  .zt-x]=0, 

oder  wenn  man  mit  Hülfe  von  (35)  die  Größen  y  und  e  herausschafft,  zu: 

(37)  [xV-xt^'X-\  =  0. 
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Fig.  63. 


Diese  Gleichung  sagt  aus: 

Der  Punkt  xV  gehört  der  Geraden  x  xV  an, 
und  ebenso  gehört  dann  auch 

der  Punkt  a;f*  der  Geraden  xl  xV  an  und  so  weiter, 
das  heißt:  der  Linienzug  x  x\  xV  xl^...  ist  sich  selbst  in  dem  Sinne  um- 
schrieben (vgl.  Fig.  63),  daß 

der  Punkt  xV  auf  der  Geraden  x  xV  gelegen  ist, 
der  Punkt  xt*"  auf  der  Geraden  xt  xt^  und  so  weiter. 

Man  hat  also  die  folgende  Linienzugs- 
eigenschaft einer  KoUineation  in  umschriebener 
Dreieckslage: 

Satz  347:    Zweiter  Satz  von  Clebsch 
und  Gordan:  Genügt  eine  Punkt-Punkt- 
Kollineation    in    der    Ebene    der    Glei- 
chung 
(33)  [ffl]=0, 

oder,  was  dasselbe  ist,  befindet  sie  sich 
in  umschriebener  Dreieckslage,   so   ist 
^U    der  Linienzug 

X  xl  xf^  xf^  xf^... 

in      dem     Sinne 
sich    selbst    um- 
schrieben,     daß 
der  Punkt  ic!^  auf 
der  Geraden  x  xP 
gelegen  ist,  der  Punkt 
xV"    auf     der     Geraden 
xt  xV  und   so  weiter^). 
Man  erhält  endlich  aus 
Satz   342     eine    Vierecks- 
Eigenschaft  für  eine  Kol- 
lineation  in  umschriebener 
Dreieckslage,  indem   man 
in    der    zu    diesem    Satze 
gehörenden  Figur  60    die 
Bild-  und    Originalpunkte 

1)  Vgl.  die   oben  auf  Seite   117    zitierte  Arbeit   von   Clebsch   und   Gordan, 
Seite  392. 
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miteinander  vertauscht.     Man    gelangt    so    zu  dem  folgenden  Satze  (vgl. 
Fig.  64): 

Satz  348:  Ist  eine  Kollineation  f  in  umschriebener  Dreiecks- 
lage, 80  läßt  sich  jedem  eigentlichen  Viereck  x^x^x^x^  ein  voll- 
ständiges Vierseit  X^X^X^X^  umschreiben,  das  zugleich  dem 
durch  die  Bilder  x^t,  x^t,  x^t,  xj.  der  Punkte  x^,  x^,  x^,  x^  be- 
stimmten vollständigen  Viereck  verkehrt  eingeschrieben  ist. 
Oder  in  anderer  Fassung:  Bei  einer  Kollineation  in  umschriebener 
Dreieckslage  stützt  jedes  Viereck  x^x^x^x^  sein  Bildviereck 
x^i  x^i  iCgf  x^i.  Oder  endlich:  Jedes  Bildviereck  x-^t  x^l  x^t  x^t  ruht 
auf  seinem  Originalviereck  x^x^x^x^. 

Analytische  Umformung  der  Gleichung  [1(1]  =  0,  Wir  gehen  zu  einem 
dritten  Spezialfall  der  Gleichung  (1)  über  (vgl.  Seite  113  und  Seite  123), 
nämlich  zu  dem  Fall,  wo  die  beiden  ersten  Kollineationen  l  und  l  des 
Produktes  [flnt]  voneinander  verschieden  sind,  während  wieder  wie  in 
Fall  1  und  2  an  die  Stelle  der  dritten  Kollineation  m  die  Identität  1  ge- 
treten ist.  Wir  suchen  also  nach  der  geometrischen  Beziehung  zwischen 
zwei  Kollineationen  f  und  (,  die  der  Gleichung 

(38)  [fU]  =  0 

unterliegen. 

Nach  unserem  Satze  336  läßt  sich  die  Gleichung  (38)  auch  durch 
die  Gleichung  ersetzen: 

'^     ^  \-[zl-yX'X]-[xl-zX-y]-[yi-xX'z'\\ 

Der  Satz  336  ergibt  daher  in  dem  vorliegenden  Falle  den  folgenden  Sondersatz: 
Satz  349:    Dritter  Sonderfall  von  Satz  336:   Sind  f  und  l  die 
extensiven   Brüche    zweier  Punkt-Punkt-Kollineationen    in   der 
Ebene,  so  läßt  sich  die  Gleichung 

(38)  [fll]  =  0 

auch  durch  die  Gleichung  ersetzen: 

^     ^  \-[zl'yX-x]-[xl-zX'y]-[yt'xX'Z-]] 

in  der   x,  y,   z   drei  beliebige,   nicht  in  einer  Geraden  liegende 
Punkte  sind.     Und  umgekehrt: 

Sobald  die  Gleichung  (39)  für  irgend  drei  ein  eigentliches 
Dreieck  bildende  Punkte  x,  y,  z  gilt,  so  ist  auch  die  Gleichung 
(38)  erfüllt,  und  es  besteht  also   die   Gleichung  (39)  nicht  nur 
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für  jenes  eine  Punkttripel  x,  y,  3,   sondern  für  je   drei  Punkte 
der  Ebene,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen. 

Sechseckseigenschaft  zweier  Kollineationen  t  und  l,  die  der  Gleichung 
[f  1 1]  =  0  Genüge  leisten.  Um  die  Gleichung  (39)  geometrisch  zu  deuten, 
bemerke  man  zunächst,  daß  es  oo®  Dreiecke  xyz  in  der  Ebene  gibt,  und 
daß  man  also,  um  ein  solches  Dreieck  zu  bestimmen,  seinen  Punkten 
sechs  Bedingungen  auferlegen  darf.  Wenn  man  ferner  die  drei  Punkte 
X,  y,  z  nur  fünf  Bedingungen  unterwirft,  so  werden  noch  oo^  Dreiecke  xyz 
übrig  bleiben,  die  diese  fünf  Bedingungen  erfüllen.  Man  wird  zum  Bei- 
spiel noch  oü^  Dreiecke  x,  y,  z  erhalten,  wenn  man  fordert,  die  drei  Ecken 
des  Dreiecks  sollen  so  gewählt  werden,  daß  fünf  von  den  sechs  Gliedern 
der  Gleichung  (39)  zu  NuU  werden.  Alsdann  verschwindet  aber  zufolge 
der  Gleichung  (39)  auch  ihr  sechstes  Glied. 

Nun  besagt  aber  das  Verschwinden  der  beiden  Glieder  der  ersten 
Spalte  von  (39),  das  heißt  das  Bestehen  der  Gleichungen: 

(40)  .  [yl-z\-x]=0     undi 

(41)  [zi-yl-x-\=0, 

daß  der  Punkt  x  der  Schnittpunkt  der  Geraden  yX  zl  und  zt  y\  ist  (vgl. 

Fig.  65);  und  das  Verschwinden 
der  Glieder  der  zweiten  Spalte, 
das  heißt  das  Besteben  der  Glei- 
chungen 

(42)  [zl-x\-y'\  =0    und 

(43)  [xi-zl-y]  =  0, 
sagt   aus,   daß   der  Punkt  y  der 
Schnittpunkt  der   Geraden   zt  xl 
und  xi  z\   ist.     Wird   jetzt  end- 
lich  noch    die    fünfte    Gleichung 

erfüllt: 

(44)  [xl-yl-z]  =  0, 

so  ziehen  die  fünf  Gleichungen  (40) 
bis  (44)  die  sechste  Gleichung 

(45)  \yi'Xi-z']=0 

nach  sich,  und  die  Gleichungen  (44)  und  (45)  zeigen  dann,  daß  der  Punkt 
z  der  Schnittpunkt  der  Geraden  xi  y\  imd  yl  x\  ist. 

Das  einfache  Sechseck  yl  z\  xl  y\  zt  xl  hat  also  die  Eigenschaft, 
daß  seine  drei  Paare  Gegenseiten 

yt  zl  und  yl  zt,    zl  xt  und  zt  xl,    xt  yl  midi  xl  yt 


Fig.  65. 
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sich  beziehlich  in  den  Punkten 

^;  y,  ^ 

schneiden.     Man  kann  daher  den  Satz  aussprechen: 

Satz  350:  Genügen  zwei  Punkt-Punkt-Kollineationen  f  und 
l  in  der  Ebene  der  Gleichung 

(38)  [«n]=o, 

80  lassen  sich  oo^  Punkttripel  x,  y,  z  angeben,  deren  Bilder  in 
den  Kollineationen  f  und  l  ein  einfaches  Sechseck  y\  z\  xl  y\  zl  xl 
bestimmen,  dessen  drei  Paare  Gegenseiten 

yt  zl  und  yl  zl,     z\  xt  und  zt  xl,    xt  yl  und  xl  yl 

sich  beziehlich  in  den  Punkten 

X,  y,  z 

treffen. 

Mit  Rücksicht  auf  den  Satz  349  kann  man  ferner  noch  die  Um- 
kehrung  hinzufügen: 

Satz  351:  Umkehrung  von  Satz  350:  Besitzen  zwei  Punkt- 
Punkt-Kollineationen  t  und  l  derselben  Ebene  die  Eigenschaft, 
daß  auch  nur  für  ein  Punkttripel  x,  y,  z  die  zugehörigen  Bild- 
tripel  xt,  yl,  zl  und  xl,  yl,  zl  ein  einfaches  Sechseck 

yl  zl  xl  yl  zl  xl 
bestimmen,  dessen  drei  Paare  Gegenseiten 

^  yl  zl  und  yl  zl,     zl  xl  und  zl  xl,     xl  yl  und  xl  yl 

sich  in  den  Punkten 

^;  y,  Z 

schneiden,  so  besteht  zwischen  den  Kollineationen  I  und  I  die 
Gleichung 

(38)  [fn]  =  o, 

und  es  gibt  also  oo^  Punkttripel  x,  y,  z,  denen  dieselbe  Eigen- 
schaft zukommt. 

Die  Involutionskwve  zweier  Punkttripel  und  die  Involutionsgerade 
zweier  projektiven  Punktreihen  mit  verschiedenen  Trägern.  Man  kann  die 
Gleichung  (39)  (oder  die  gleichwertige  Gleichung  (38))  noch  auf  eine 
andere  Weise  erfüllen.  Faßt  man  nämlich  in  der  Gleichung  (39)  die 
Glieder  mit  x,  mit  y  und  mit  z  immer  zu  einem  Gliede  zusammen,  so 
nimmt  sie  die  Form  an: 

(46)  ({[y«-^I-^]-[-2^J-2/I-^]}  -h{[zl'Xl-y]-[xl-zl.y]} 

\  +{[xl-yl-z]-[yl-xl-z]]=0. 

OraBmann:  Projektive  Geometrie  der  Ebene.    II.  9 
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Und  setzt  man  hierin  .         , 

[yt  ^i]  -  [^t  yl]  =  ü, 

(47)  ■   Uzt  xi]  -  [xt  H]  ==  r, 

\[xtyX]-[ytxl]=^  W, 
so  verkürzt  sie  sich  zu: 

(48)  [Ux]  +  lVy]-\-[W^]-=0. 

Zugleich  folgt  wegen  (3)  für  die  linke  Seite  von  (38)  die  Darstellung 

(49)  [! r  1]  =  ^  j^^  {[Ux]  +  [Vy]  +  [W^] } . 

Um  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung  (48)  zu  finden,  suche 
man  zunächst  die  Lage  der  Geraden  C/,  V,'  W  zu  ermitteln  und  gehe 
dazu  von  einer  allgemeineren  Fragestellung  aus. 

Man  denke  sich  in  der  Ebene  zvrei  ganz  beliebige  Punkttripel  a,  &,  c 
und  «',  &',  c'  gegeben  und  projiziere  dieselben  von  einem  beliebigen  Punkte 
X  ihrer  Ebene  aus  durch  die  beiden  Strahltripel  xa,  xh,  xc  und  xa,  xh\ 
icc';  dann  bestimmen  diese  beiden  Strahltripel  in  dem  Strahlbüschel  mit 
dem  Scheitel  x  eine  Projektivität.  Und  wir  fragen:  Wie  muß  der  Punkt 
X  gelegen  sein,  damit  die  betrachtete  Projektivität  involutorisch  sei^)?  Die 
Antwort  lautet:  Es  müssen  sich  in  diesem  Falle  die  beiden  zugeordneten 
Strahlen  xa  und  xa'  wechselseitig  entsprechen.  Daraus  aber  folgt,  daß 
alsdann  die  Doppelverhältnisse 

{xa  xh  xc  xa')     und     (xa  xh'  xc'  xa) 
einander  gleich  sein  werden,  so  daß  also  die  Gleichung  besteht: 

[xa- xc]  ^[xa- xa'^^  [xa  ■  xc']    \xa'  xa] 

[xc- xhy  [xa  •  xh]        [xc  - xVy  [xaxVy 

für  die  man  nach  dem  Vorbilde  von  Seite  57   des  ersten  Bandes  auch 

schreiben  kann: 

[xac]  _  [xaa'] [xa'c]  .  [xa' a] 

[xcb]'  [xa'li]        [xc'h']' [xah'Y 

oder  falls  man  berücksichtigt,  daß  [ica'a]  =  —  \xaa']  ist,  und  zugleich 
die  Nenner  beseitigt, 

(50)  [xac]  [xa'h]  [xc'h']  +  [xa'c']  [xaV]  [xch]  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  eine  Zahlgleichung,  die  in  hezug  auf  x  vom  dritten 
Grade  ist;  und  da  sie  überdies,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  nicht  durch 
jeden  Punkt  x  der  Ebene  erfüllt  wird,  so  stellt  sie  eine  Kurve  dritter 
Ordnung  dar.  Wir  wollen  sie  als  „die  Involutionskurve  der  beiden 
PunkttripeT'  bezeichnen. 


1)  Vgl.  zum  Folgenden  die  oben  auf  Seite  38  und  122  zitierte  Dissertation  von 
J.  Kraus,  Seite  8 ff. 
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Dieselbe  geht  durch  die  sechs  Punkte  a,  h,  c,  a,  h',  c  der  beiden 
Punkttripel  hindurch;  denn  setzt  man  x  gleich  irgend  einem  dieser  sechs 
Punkte,  so  verschwindet  in  jedem  der  beiden  Glieder  der  linken  Seite 
von  (50)  eins  von  den  drei  in  ihm  auftretenden  äußeren  Produkten.  Man 
hat  also  den  Satz: 

Satz  352:  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  einer  Ebene, 
von  denen  aus  zwei  Punkttripel  dieser  Ebene  durch  sechs 
Strahlen  einer  Involution  projiziert  werden,  ist  eine  Kurve 
dritter  Ordnung,  die" durch  die  sechs  Punkte  jener  beiden  Punkt- 
tripel hindurchgeht.  Dieselbe  heißt  die  Involutionskurve  der 
beiden  Punkttripel. 

WiU  man  die  Involutionskurve  angenähert  Tconstruieren,  so  kann  man 
noch  die  sechs  Tangenten  der  Kurve  in  den  sechs  Punkten  jener  beiden 
Punkttripel  benutzen,  welche  nach  dem  Begriff  der  Kurve  jedesmal  zu- 
sammen mit  den  fünf  von  dem  Berührungspunkte  nach  den  andern  Punkten 
der  beiden  Punkttripel  gezogenen  Strahlen  sechs  Strahlen  einer  Involution  bilden. 

Treffen  wir  jetzt  weiter  die  besondere  Voraussetzung,  daß  die  Punkte 
a,  b,  c  und  a',  b',  c'  der  beiden  Punkttripel  in  je  einer  geraden  Linie 
liegen,  so  kann  man  über  die  Massen  der  beiden  ersten  Punkte  a,  b  und 
a',  b'  der  beiden  Punkttripel  in  der  Weise  verfügen,  daß  jedesmal  der 
dritte  Punkt  c  und  c  des  Tripels  der  negativ  genommene  Einheitspunkt 
der  beiden  ersten  Punkte  wird,  so  daß  also 

'c  =  —  (a  +  b)    und 


'  c  =  —  (a  +  0  ) 
wird.     Alsdann  nimmt  die  Gleichung  (50)  die  Form  an: 

[xa{a  +  b)][xa'b'] [x{a' -{-b')V]  +  [xa{a'-\-  &')]  [xab^] [x(a  +  b)b]  =  0, 
und  verkürzt  sich  sogleich  zu: 

[xab]  [xab]  [xab']  +  [xab']  [xab'][xab]  =  0 
oder  zu: 
(52)  [xab][xa'b']  [x{[ab^  -  [ba']}]  =  0. 

Diese  Gleichung  aber  zeigt,  daß  unter  der  von  uns  gemachten  Vor- 
aussetzung die  Involutionskurve  der  beiden  Punkttripel  in  drei 
gerade  Linien  zerfällt,  nämlich  in  die  Geraden,  denen  die  Stäbe  an- 
gehören: 

[ab],  [a'b']     und     [ab']-  [ba]. 

Die  beiden  ersten   Geraden  sind  die  Träger  der  beiden  Punkttripel. 

Für  ihre  Punkte  entartet  die  Strahlinvolution  einfach  oder,   was   dasselbe 

ist,  sie  wird  parabolisch  (vgl.  den  15.  Abschnitt,  insbesondere  Seite  184  ff. 

des  ersten  Bandes);  denn  den  sämtlichen  Strahlen  des  einen  Strahlbüschels 

wird  ein  und  derselbe  Strahl  des  andern  zugewiesen. 

9* 
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Um  die  Lage  der  dritten  Geraden  zu  finden,  bemerken  wir,  daß  den 
Gleichungen  (51)  zufolge  die  drei  Punkte  a,  b,  c,  und  ebenso  die  drei 
Punkte  a',  h',  c'  ganz  gleichberechtigt  sind,  und  daß  somit  die  dritte 
Gerade  auch  die  Stäbe  enthält: 

lbc']-[ch']    und 
[ca']  —  [ac] . 
Sie  geht  daher  durch  die  Punkte 

(53)  [ah' -ab],     [h'c-bcl^,     [ca'-c'a] 

hindurch  und  ist  also  die  Pascalsche  Gerade  des  einfachen  Sechsecks  aVca'hc' 
(vgl.  Fig.  66),   das  dem  Linienpaar  ab,  ab'  eingeschrieben  ist.     Damit  ist 

zugleich  eine  Bestätigung  dafür  gewon- 
nen, daß  die  drei  Punkte  (53)  in  einer 
geraden  Linie  liegen. 

Da  diese  dritte  Gerade  der  geo- 
metrische Ort  der  Punkte  ist,  von  denen 
aus  die  beiden  durch  die  Punkttripel 
a,  b,  c  und  a',  b',  c  bestimmten  pro- 
jektiven Punktreihen  ja  -f  t)6  und 
ja'+^ft'  durch  eine  nicht  entartende 
Strahlinvolution  projiziert  werden,  und 
die  projektive  Beziehung  dieser  beiden 
Punktreihen  bereits  durch  die  Punkte 
a,  b  und  a',  b'  vollständig  bestimmt 
wird,  falls  an  ihnen  ihre  (entsprechend 
den  Gleichungen  (51)  gewählten)  Massen 
festgehalten  werden,  so  sagen  wir,  die 
Gerade  des  Stabes  [ab']  —  [ba']  sei  „die  Involutionsgerade  der  beiden 
projektiven  Punktreihen  a,  b  und  a',  b'",  und  bezeichnen  diesen  Stab 
mit   dem  Buchstaben  /,  setzen  also 

(54)  I ^  [ab']  -  [ba]. 

Man    kann   dann   das   gewonnene   Ergebnis   folgendermaßen   in  Satzform 
aussprechen : 

Satz  353:  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  von  denen  aus 
zwei  projektive  Punktreihen  ]ca -\- \)b  und  j«'+9&'  Diit  zwei  ver- 
schiedenen Trägern  durch  eine  nicht  entartende  Strahlinvolution 
projiziert  werden,  ist  diejenige  gerade  Linie,  die  durch  den  Stab 
(54)  I  =  [ab']  -  [ba'] 

bestimmt  wird.    Dieselbe  heißt  die  Involutionsgerade  der  beiden 
projektiven  Punktreihen  a,  h  und  a',  b'. 
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Dreieckseigenschaft  zweier  Kollineationen  t  und  \,  die  der  Gleichung 
[f  11]  =  0  Genüge  leisten.  Der  Satz  353  liefert  die  von  uns  gesuchte 
geometrische  Deutung  der  durch  die  Gleichung  (47)  eingeführten  Stäbe 
U,  V,  W  und  damit  auch  den  geometrischen  Sinn  der  Gleichung  (48). 
Denn  nach  dem  Satze  353  sind  die  Geraden  der  Stäbe 

U=[yi  zl]-leiyl] 

(47)  '    r=[zixl]-[xt  z\\ 

Xw^ixiyXl-lyixX] 

beziehlich  die  Involutionsgeraden  der  projektiven  Punktreihen 

t/f,  zi  und  y\,  zl, 
zt,  xt  und  zl,  xl, 
xt,  yt     und     xl,  yl. 

Man  kann  daher  das  Dreiseit  der  Geraden  U,  V,  W  als  „das  Involu- 
tionsdreiseit  der  beiden  Tripel  vielfacher  Punkte  xt,  yt,  zt  und 
xl,  yl,  zV  bezeichnen,  oder  kürzer  als  „das  Involutionsdreiseit  der 
beiden  Punkttripel    xt,  yt,  zt  und  xl,  yl,  zl". 

Die  Verwendung  der  Bezeichnung  „PunJcttripel"  statt  des  einfacheren 
Ausdrucks  „Dreieck^'  soll  dabei  darauf  hindeuten,  daß  man  an  den  sechs 
Punkten  xt,  yt,  zt,  xl,  yl,  zl  nicht  nur  ihre  Lage,  sondern  auch  ihre 
Masse  festzuhalten  hat.  In  der  Tat  bestimmen  ja  nur  unter  dieser  Be- 
dingung jene  sechs  Punkte  auf  den  drei  Paaren  entsprechender  Ver- 
bindungslinien: 

yt  zt    und     yl  zl 

zt  xt     und     zl  xl 
xt  yt    und     xl  yl 

drei  Paare  projektiver  Punktreihen  und  damit  das  Involutionsdreiseit  ÜVW. 
Jetzt  zeigt  vreiter  die  Gleichung  (48):  Sobald  man  unter  den  (x>^  Drei- 
ecken der  Ebene  solche  Dreiecke  xyz  auswählt,  für  welche  die  Gleichungen 

(55)  [Z7a;]  =  0    und     [Vy]  =  0 

erfüUt  sind,  für  die  also  die  beiden  ersten  Seiten  U,  V  des  Involutions- 
dreiseits  ÜVW  der  beiden  Punkttripel  xt,  yt,  zt  und  xl,  yl,  zl  bezieh- 
lich die  beiden  ersten  Ecken  x,  y  des  Dreiecks  xyz  enthalten,  geht  wegen 

(48)  auch  die  dritte  Seite  W  des  Dreiseits  durch  die  dritte  Ecke  z  jenes 
Dreiecks  hindurch,  das  heißt,  es  wird  auch  die  Gleichung  befriedigt: 

(56)  [F"<?]=0, 

und  es  ist  somit  das  Dreieck  xyz  dem  Involutionsdreiseit  JJVW  der 
beiden  Punkttripel  xt,  yt,  zt  und  xl,  yl,  zl  eingeschrieben. 
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Durch  die  beiden  Bedingungen  (55)  werden  übrigens  aus  den  oo^  Drei- 
ecken der  Ebene  oo*  Dreiecke  ausgeschieden.  Man  kann  zum  Beispiel 
die  Punkte  x  und  y  ganz  willkürlich  lassen,  den  Punkt  z  aber  so  be- 
stimmen, daß  die  beiden  Gleichungen  (55)  erfüllt  werden.  Durch  diese 
Forderung  wird  dann  der  Punkt  z  abgesehen  von  seiner  Masse,  die  un- 
bestimmt bleibt,  eindeutig  festgelegt;  denn  führt  man  in  die  Gleichungen 
(55)  für  die  in  ihnen  auftretenden  Stäbe  TJ  und  V  ihre  Werte  aus  (47) 
ein,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  z  die  beiden  in  z  linearen  homo- 
genen Zahlgleichungen: 

\[y\'z\-x'\-\z\-y\'x\=V>   und 
^     ^  \\z\-x\-y'\-\x\z\-y'\  =  ^. 

Der  Punkt  z  ist  also  wirklich  bei  beliebig  gegebenem  x  und  y  als  Schnitt- 
punkt der  beiden  durch  die  Gleichungen  (57)  dargestellten  geraden  Linien 
seiner  Lage  nach  eindeutig  bestimmt.     Man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  354:   Sind  f  und  \  zwei  Punkt-Punkt-Kollineationen,  die 
der  Gleichung 
(38)  [fn]=0 

unterliegen,  so  gibt  es  cx)*  Dreiecke  xyz,  die  dem  Involutions- 
dreiseit  der  beiden  durch  die  Kollineationen  f  und  \  bestimmten 
Punkttripel  x\,  yt,  zl  und  x\,  yl,  zl  eingeschrieben  sind;  und 
zwar  bestimmt  sich  zu  einem  jeden  beliebig  gewählten  Punkt- 
paar X,  y  der  zugehörige  Punkt  z  auf  Grund  der  Gleichungen  (57). 

Mit  Rücksicht  auf  Satz  349  kann  man  noch  die  Umkehrung  hin- 
zufügen: 

Satz  355:  Umkehrung  von  Satz  354:  Sind  !  und  l  zwei  Punkt- 
Punkt-Kollineationen  in  derselben  Ebene,  und  ist  auch  nur  ein 
Dreieck  xyz  dem  Involutionsdreiseit  der  beiden  durch  die  Kol- 
lineationen !  und  (  bestimmten  Punkttripel  xt,  yl,  zl  und  xl, 
yi,  zl  eingeschrieben,  so  genügen  die  beiden  Kollineationen  der 
Gleichung: 

(38)  [ni]  =  o, 

und  es  gibt  somit  c»*  Dreiecke,  denen  dieselbe  Eigenschaft 
zukommt. 

Führt  man  noch  eine  Punkt-Punkt-Kollineation  f  ein  durch  den  Bruch 
vggx  ^,       [VW],  [Wü],  [UV] 

wo  TJ,  V,  W  die  durch  die  Gleichungen  (47)  definierten  Stäbe  sind,  vor- 
ausgesetzt,   daß   in    diesen  Gleichungen    die  Kollineationen  l   und   l  der 
Gleichung 
(38)  [!U]=0 
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Genüge  leisten,  so  muß  sich  nach  Satz  354  und  346  diese  Kollineation  t 
in  umschriebener  Dreieckslage  befinden,  das  heißt  die  Kollineation  t'  muß 
die  Gleichung 

(59)  [t'flJ-O 

befriedigen.    Dies  bestätigt  man  auch  leicht  analytisch. 

In  der  Tat  wird  nach  den  Gleichungen  (57)  und  (46)  des  27.  Ab- 
schnitts (vgl.  auch  Seite  125): 

oder  wenn  man  für  xt,  yX,  zt  ihre  Werte  aus  (58)  einführt: 
^\_xyz][n'\]  =  [WU-  Ur-x]  -\-[UV'rW-y]  +  [VW'WU'0] 
oder  nach  Gleichung  (21)  des  3.  Abschnitts 

^[WUV][üx]i-[UVW][ry]  +[rWÜ][Wz]    oder 

(60)  ^[xyz][rri]  =  [ÜVW]{[Ux]  +  [Vy]  +  [Wz]} 

oder  nach  Gleichung  (49) 

d[xyz][rri']  =  31  [UVW][xyz][tn]  oder  endlich. 

(61)  [rn]  =  2[C/7TF][fIl]. 

Das  Verschwinden  des  kombinatorischen  Produktes  [fll]  zieht  also 
das  Verschwinden  des  Produktes  [ffl]  nach  sich.  Damit  ist  aber  wirk- 
lich der  Satz  bewiesen: 

Satz  356:  Sind  f  und  l  zwei  Punkt-Punkt-Kollineationen  in 
der  Ebene,  und  sind  U,  V,  W  die  durch  die  Gleichungen  (47) 
eingeführten  Stäbe  aus  den  Involutionsgeraden  der  beiden 
Punkttripel  xt,  yt,  zt  und  x\,  y\,  z\,  ist  endlich  eine  dritte  Punkt- 
Punkt-Kollineation  f  definiert  durch  den  Bruch 

(58)  y_[FTF3,  [TFt/],  [t7F]^ 

X,  y,  z 

so  zieht  die  Gleichung 
(38)  [fn]  =  0 

die   Gleichung 

(59)  [rf'l]  =  0 

nach  sich,  welche  aussagt,  daß  sich  die  Kollineation  f  in  um- 
schriebener Dreieckslage  befindet. 

Bas  Involutionsviereck  zweier  Punktquadrupel.  Zwei  KoUineationen  t 
und  I,  die  der  Gleichung  (38)  Genüge  leisten,  besitzen  nun  aber  auch  noch 
eine  Viereckseigenschaft,  die  der  Viereckseigenschaft  einer  Kollineation  in 
umschriebener  Dreieckslage  entspricht  und  in  diese  übergeht,  wenn  man 
I  =  f  werden  läßt. 
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Um  zu  dieser  Vierecksei genschaft  zu  gelangen,  entwickeln  wir  zu- 
nächst den  Begriff  des  Involutionsvierecks  zweier  Quadrupel  vielfacher  Funkte. 
Es  seien  also  vier  vielfache  Punkte  rrj,  x^,  x^,  x^  gegeben,  von  denen  wir 
nur  voraussetzen  wollen,  daß  keine  drei  von  ihnen  in  einer  geraden 
Linie  liegen.  Über  die  Massen  dieser  vier  Punkte  möge  in  der  Weise 
verfügt  werden,  daß 

{^2)  x^-\-x^-]r  x^-\-  x^  =  Q 

wird.  Dann  gilt  die  entsprechende  Beziehung  auch  zwischen  den  beiden 
Punktquadrupeln  x^i,  x^l,  x^l,  x^t  und  x^l,  x^X,  x^\,  x^i,  das  heißt,  es 
bestehen  auch  die  beiden  Gleichungen: 

'iCjf  -f-  %f  -f  x^t  -\-  x^t  =  0 


(63) 

Ferner   lege    man  auf  jedem  der  sechs  Paare   zusammengehöriger  Seiten 
der  beiden  vollständigen  Vierecke 

x^t  x^l  x^t  x^t  und  x^i  x^i  x^l  x^l 
eine  projektive  Beziehung  dadurch  fest,  daß  man  nicht  nur  die  auf  ihnen 
liegenden  Ecken  x^f,  x^l  und  x^\,  x^l  einander  zuordnet,  sondern  zugleich 
je  zwei  mit  gleichen  Ableitzahlen  j^,  j^  versehene  Vielfachensummen 
Ei  a^jt  +  E^  Xji  und  j,.  x^X  -\- 1^  x^X  sich  entsprechen  läßt.  Alsdann  bestimmen 
diese  sechs  Paare  projektiver  Punktreihen  sechs  Involutionslinien,  denen 
die  Stäbe  angehören: 


(64) 


Definiert  man  außerdem  nach  demselben  Schema  auch  die  Stäbe  I^^,  Jjg,  . . ., 
so  wird 

(65)  Isr--hs- 

Nun  folgen  aus  den  Gleichungen  (63),  wann  man  die  zweite  von  ihnen 
mit  x^i  vormultipliziert  und  die  erste  mit  x^X  nachmultipliziert,  die  beiden 
Gleichungen : 

[x^l  Xil]  +  [xj  ^2^  +  [^1*  ^3^]  +  [xj  X^^f]  =  0 

[Xit  x^X]  i- [x^t  XiX]  +  [x^t  x^X]-{-  [xj  x^X]  =  0; 
und  aus  ihnen  ergibt  sich  durch  Subtraktion: 

[x^l  x^X]  —  [x^t  x^X]  -f  [x^t  x^X]  —  [x^l  x^X]  +  [xj  xj]  —  [xj  ic J]  =  0 
oder  wegen  (64)   (vgl.  auch  (65)): 

^12  +  ^13  +  ^14  =  0. 

Ebenso  beweist  man  die  drei  hinsichtlich  des  Zyklus  1,  2,  3,  4  zyklisch 
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entsprechenden  Gleichungen,  das  heißt,  man  erhält  das  System  Gleichungen: 


(66) 


^34  +  ^81  +  ^38=0 


'  Al     r   -^42  "H  -*43 

Diese  vier  Gleichungen  zeigen, 
daß  sich  immer  drei  solche 
von  den  sechs  Involutions- 
geraden, deren  Stäbe  (64) 
einen  Index  gemein  haben,  in 
einem  Punkte  schneiden. 
Man  bezeichne  diese  vier 
Schnittpunkte  der  Reihe  nach 
mit  *j,  fg,  ig,  «4,  indem  man 
jedem  Schnittpunkt  i/^  denjenigen  Index  Je  beilegt,  der  den  drei  zugehörigen 
Involütionslinien  gemeinsam  ist.  Dann  bilden  die  vier  Punkte  ij,  i^,  «g,  /^ 
die  Ecken  eines  vollständigen  Vierecks,  dessen  Seiten  die  sechs  Involutions- 
linien J^,  sind  (vgl,  Fig.  67),  und  man  hat  den  Satz: 

Satz  357:  Liegen  von  den  vier  Punkten  x^,  %,  x^,  x^  keine 
drei  Punkte  in  einer  Geraden,  sind  ferner  x^,  x^\,  x^X,  x^t  und 
x^l,  x^l,  x^i,  x^i  die  Bilder  jener  vier  Punkte  in  den  Kollinea- 
tionen  !  und  l,  und  legt  man  auf  den  sechs  Paaren  entsprechen- 
der Seiten  der  beiden  vollständigen  Vierecke  x^t  x^l .  .  .  und 
x^l  x^l  ...  je  eine  projektive  Beziehung  dadurch  fest,  daß  man 
für  beliebige  Werte  der  Zahlgrößen  jj  und  j^  die  Punkte 

h^i^  +  lr^^  und  j.a;,l  +  i^x^  i 
einander  zuweist,  unter  x^t,  x^t  und  a:J,  x^l  die  diese  Seiten  be- 
stimmenden Ecken  jener  Vierecke  verstanden,  so  bilden  die 
sechs  Involutionsgeraden  dieser  sechs  Paare  projektiver  Punkt- 
reihen wiederum  die  Seiten  eines  vollständigen  Vierecks.  Dieses 
Viereck  bezeichnen  wir  als  das  Involutionsviereck  der  beiden 
Punktquadrupel  x^t,  x^f,  .  .  .  und  x^l,  x^\,  .... 

Auch  hier  soll  die  Verwendung  des  Ausdrucks  „PunktquadrupeP'  an- 
statt des  Wortes  „Viereck"  daran  erinnern,  daß  für  die  Bestimmung  der 
sechs  Involutionsgeraden  neben  der  Lage  der  a^ht  Punkte 

x.t,  Xi\,   i  =  1,  2,  3,  4, 
auch  deren  Massen  in  Frage  kommen. 

Viereckseigenschaft  etveier  KoUineationen  t  und  t,  die  der  Gleichung 
[fll]  =  0  Genüge  leisteti.   Wir  setzen  jetzt  wieder  wie  oben  auf  Seite  128  f. 
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und  133  ff.  voraus,  daß  die  beiden  Kollineationen  t  und  l  die  Gleichung 
(38)  [fU]  =  0 

befriedigen,  und  führen  noch  eine  dritte  Kollineation  ein,  welche  der 
Kollineation  !'  in  (58)  entspricht  und  aus  ihr  hervorgeht,  wenn  man  in 
ihr  die  Punkte  x,  y,  z  durch  die  Punkte  x.^,  x^,  x^,  der  Entwickelung 
auf  Seite  136  f.  ersetzt  und  somit  an  die  Stelle  der  Involutionslinien  U, 
V,  W  die  Involutionslinien  Jjg,  Jg^,  J^g  von  Seite  136  treten  läßt. 
Man  hat  also  in  der  Gleichung  (58)  für  die  Punkte 

[VW],  [Wü],  [UV] 

die  Punkte 

h  ^   U31A2J?    h  ~  lA2-^23J>     h  =  L-^23-*3lJ 

einzuführen  und  erhält  so  die  Kollineation: 

/ß?")  f  =  LAiAaJ^    LAg-^gsJ»    l-^8s-^3iJ  , 

\     /  T»  **•  />• 

Dieselbe  befindet  sich  dann  nach  Satz  356  in  umschriebener  Dreieckslage. 
Ihre  Zähler  faUen  dabei  mit  den  drei  ersten  Ecken  i^,  i^,  i^  des  Involu- 
tionsvierecks *i«2*3^4  ^®^  beiden  Punktquadrupel  x^t,  x^t,  ...  und  x^\,x^l,... 
zusammen.  Man  überzeugt  sich  aber  leicht,  daß  die  KoUineation  !'  nicht 
nur  die  drei  ersten  Ecken  x^,  x^,  x^  des  Vierecks  x^x^x^x^  in  die  drei 
ersten  Ecken  \j  *j,  «g  jenes  Involutionsvierecks  \\i^i^  überführt,  sondern 
zugleich  die  vierte  Ecke  x^  des  Vierecks  x^x^x^x^  in  die  vierte  Ecke  i^ 
des  Vierecks  i-^i^i^i^  verwandelt. 
In  der  Tat  wird  wegen  (62) 

^4*   =         [X-^  -}"  ^2  "r  ^3)1? 

das  heißt  wegen  (67): 

(68)  XS  =  [/,,  J3J  +  [1,3/,,]  +  [/31^23]- 

Denselben  Wert  aber  findet  man  für  das  Produkt  [^24-^14]  5  denn  aus  den 
beiden  ersten  Gleichungen  (66)  folgen  für  die  beiden  Stäbe  I^^  und  /^^ 
die  Werte: 

-'24  ^      (-'23   I   •^21) 

-'u  "^       (-'12  "I"  AsJI 
für  das  Produkt  [^24 -^14]    erhält  man  daher  den  Ausdruck  (vgl.   auch  die 
Gleichungen  (65)): 

[^24^^41  =  [(J^23+^2l)(^12  +  ^13)]  =  [^23^121  +  [^23^13]  +  [^21^^13]    oder 

(36)  [124^14]  =  [^^12]  +  [^31^]  +  \lnK\ 
das  heißt,  es  wird  wirklich: 

(37)  a;J'=  [/24A4]  =»4, 

womit   unsere    obige   Behauptung    bewiesen    ist.     Die  Kollineation  X  hat 
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also  die  Eigenschaft,  das  ganze  Viereck  iCjiCgiCga;^  in  das  Involutionsviereck 
hhhh  der"  beiden  Punktquadrupel  x^t,  x^t,  ...  x^l,  a^gl,  ...  zu  verwandeln. 

Nun  stützt  ferner  nach  Satz  348  bei  einer  jeden  KoUineation  f  von 
umschriebener  Dreieckslage  ein  jedes  Viereck  x^x^x^x^  sein  Bildviereck 
x^t  x^X  x^t  x^l',  und  da  das  letztere  Viereck  zugleich  das  Involutions- 
viereck iiifi^i^  der  beiden  soeben  genannten  Punktquadrupel  ist,  so  hat 
man  den  Satz: 

Satz  358:  Genügen  zwei  Kollineationen  !  und  I  der  Gleichung: 

(38)  [ni]  =  o, 

80  stützt  jedes  Viereck  x^x^x^x^  das  Involutionsviereck  »1*2*3*4 
der  beiden  seinen  Ecken  entsprechenden  Punktquadrupel 

x^t  x^t  x^t  xj.     und     x^\  x^l  x^l  x^l. 

Und  von  diesem  Satze  gilt  auch  die  Umkehrung. 

Geometrische  Beziehungen  zwiscJien  drei  Kollineationen  f,  t,  m,  die  der 
Gleichung  [f  Im]  =  0  unterliegen.     Ihre  Sechsecks-,  Dreiecks-  und  Vierecks- 
Eigenschaft.     Es  bedarf  jetzt  nur  noch  eines  kleinen   Schrittes,   um  nun 
auch  die  allgemeine  Gleichung 
(1)  [ftm]=0 

geometrisch  zu  deuten,  die  wir  an  die  Spitze  dieses  Abschnitts  gestellt  haben. 

Zunächst  braucht  man,  um  die  Entwickelung  von  Seite  128  f.  auf 
diesen  Fall  zu  übertragen,  nur  die  in  den  Gleichungen  (40)  bis  (45)  an 
dritter  Stelle  auftretenden  Faktoren  x,  y,  2  durch  die  Faktoren  xm,  ym, 
£m  zu  ersetzen  und  erhält  so  die  folgende  Sechseckseigenschaft  der  drei 
Kollineationen  t,  l,  m. 

Satz  359:  Genügen  drei  Punkt-Punkt-KoUineationen  f,  I,  m 
in  der  Ebene  der  Gleichung 

(1)  [Hm]  ==  0, 

so  lassen  sich  00^  Punkttripel  x,  y,  3  angeben,  deren  Bilder  in 
den  Kollineationen  f  und  I  ein  einfaches  Sechseck  yXz\x\y\z\x\ 
bestimmen,  dessen  drei  Paare  Gegenseiten 

y\  z\  und  y\  zt,    zX  xt  und  zl  x\,    xt  yl  und  xl  yX 

eich  beziehlich  in  den  Punkten 

xm,  ym,  zm 

treffen. 

Es  gilt  aber  ebenso  auch  die  Umkehrung,  nämlich  der  Satz: 
Satz  360:    Umkehrung    von    Satz    359:    Besitzen    drei    Punkt- 
Punkt-KoUineationen  f,  I,  m   derselben  Ebene  die  Eigenschaft, 
daß  auch  nur  für  ein  Punkttripel  x,  y,  z  die  zugehörigen  Bildtripel 
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(71) 


xi,  yt,  si  und  xl,  y\,  z\  ein  einfaches  Sechseck  yi  z\  xt  y\  zl  xl 
bestimmen,  dessen  drei  Paare  Gegenseiten 

yi  zi     und     yl  zt,       zlxi     und     zixX,       xlyl     und     xXyl 
sich  beziehlich  in  den  Punkten 

xm,  ym,  zm 

des  dritten  Bildtripeis  schneiden,  so  besteht  die  Gleichung 


(1) 


[lim]  =  0, 


und  es  gibt  also   cx)^  Punkttripel  x,  y,  z,  denen  dieselbe  Eigen- 
schaft zukommt. 

Um  ferner  zu  einer  den  Sätzen  354  und  355  entsprechenden  Drei- 
eckseigenschaft  der  drei  Kollineationen  t,  l,  m  zu  gelangen,  bemerken  wir, 
daß  nach  den  Gleichungen  (58)  des  27.  Abschnitts  die  Gleichung  (1)  die 
beiden  zyklisch  entsprechenden  Gleichungen 

,     ,  [[lmf]  =  0     und 

(69)  '  *-      -* 


(70) 


[mf  l]  =  0 

nach   sich    zieht.     Die    drei   Gleichungen    (1)    und  (69)    aber  lassen  sich 
nach  Satz  336  durch  die  Gleichungen  ersetzen: 

lxt{[yizm]  —  [zlym]}]  +  [yl{[zlxm]  —  [xizm\}] 

-\-[zi[[xiym]-[yixm]}'\==0 
[xi{[ym  zt]  -  [zm  yf]}]  +  [^I{[^tn  xt]  -  [xm  zt]}] 

-h[2i{[xmyt]-[ymxt]}]  =  0 
lxm{\ytzl]-[ztyl]}]  +  [ym{[ztxi]-[xtzl]}] 
-\-[zm{[xtyl]-[ytxi]}]  =  0, 
in  denen  x,  y,  z   drei  beliebige  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Punkte 
sind.     Setzt  man  dann  noch: 
[y\zm]—\z\yx(i]  =  Uim,  [z\  xvx]  —  [xX zm']^Vim,  [xXym]  —  [y\xm]  =  Win 
[ymzt]—\zmyi]=TJmi,  [zmxt]  —  \xmzt]='Vrai,  \xmyt]—[ymxt]=Wnxi 
{ytz\]-izty\]^Un,  \zt  xl] -\xt  z\]  =Vn  ,  \xl  yi] -[yt  xl]  ^Wn  , 
so  nehmen  die  drei  Gleichungen  (70)  die  einfachere  Gestalt  an 
\xt  Uin]  +  \yi  Fi„]  +  izt  Wir.]  =  0 

\X\  Urai\  +  [yi  F„,]  +  [zt  Tf^t]  =  0 

ixmUu'l  +  [j/l  Fn]  +  [zt  TTh]  =  0. 
Nun  bilden  nach  Seite  133  f.  die  Linien  der  Stäbe 

Ulm,      y\m,      Wim 
zusammen  das  Involutionsdreiseit  der  beiden  Punkttripel 
x\,    yl,    zl      und      xm,    ym,    zm. 


(72) 
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und  entsprechend  die  Linien  der  Stäbe 

Un\,  ^m»,       Wml 

zusammen  das  Involutionsdreiseit  der  beiden  Pünkttripel 

xvx,    ym,    zm  und      xl,    y\,    zl, 
endlich  die  Linien  der  Stäbe 

Uu,     Vn,     Wu 
zusammen  das  Involutionsdreiseit  der  beiden  Pünkttripel 
xl,    yt,    zt      und      xl,     yX,    z\. 

Nach  Seite  133  f.  erhält  man  also  die  folgende  Dreieckseigenschaft  der 
drei  Kollineationen  !,  (,  m: 

Satz  361:  Genügen  drei  Kollineationen  f,  {,  m  der  Gleichung 
(1)  [f  tm]  =  0, 

80  gibt  es  oo*  Pünkttripel  x,  y,  z,  die  durch  die  drei  Kolli- 
neationen in  drei  Pünkttripel  von  solcher  Lage  und  Masse  über- 
geführt werden,  daß  jedes  von  den  drei  Bildtripeln  dem  Invo- 
lutionsdreieck der  beiden  andern  eingeschrieben  ist. 

Es  gilt  aber  auch  die  Umkehrung,  nämlich  der  Satz: 

Satz  362:  Umkehrung  von  Satz  361:  Sind  f,  (,  m  drei  Punkt- 
Punkt-KoUineationen  derselben  Ebene,  und  besitzen  die  drei 
Bildtripel  xl,  yl,  zl,  xl,  yl,  zl,  xm,  ym,  zm  auch  nur  eines  Punkt- 
tripels  X,  y,  z,  die  Eigenschaft,  daß  eins  von  ihnen  (und  somit 
überhaupt  jedes  von  ihnen)  dem  Involutionsdreiseit  der  beiden 
andern  eingeschrieben  ist,  so  genügen  die  drei  Kollineationen 
der  Gleichung 
(1)  [flm]  =  0, 

und  es  gibt  somit  oo*  Pünkttripel  x,  y,  z,  denen  dieselbe  Eigen- 
schaft zukommt. 

Ebenso  findet  man  endlich  durch  eine  Verallgemeinerung  der  Schluß- 
weise, die  zu  dem  Satze  358  führte,  die  folgende  Viereckseigenschaft  der 
drei  Kollineationen  l,  l,  m: 

Satz  363:  Befriedigen  drei  Punkt-Punkt-Kollineationen  l,  l,  m 
derselben  Ebene  die  Gleichung: 

(1)  [f  tm]  =  0 

so    wird  jedes    Punktquadrupel   x^,   x^,   x^,   x^   durch    diese    drei 

Kollineationen  in  drei  neue  Punktquadrupel 

x^l,  x^l,  Xgl,  xj,      x^l,  x^l,  x^l,  xj,      Xj^m,  x^m,  x^m,  x^m 

übergeführt,  von  denen  jedes  das  Involutionsviereck  der  beiden 
andern  stützt. 
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Und  auch  von  diesem  Satze  gilt  wieder  die  Umkehrung,  nämlich 
der  Satz: 

Satz  364:  Umkehrung  von  Satz  363:  Besitzen  drei  Punkt- 
Punkt-Kollineationen  f,  l,  m  derselben  Ebene  die  Eigenschaft, 
daß  auch  nur  für  ein  Punktquadrupel  x^,  x^,  x^,  x^  eins  von 
seinen  drei  Bildquadrupeln 

1    }       2     J       3    '        4k    9  1     y       %    J       3     y       4    y  1  ^^  y       2  ^^  ^        3       ^        4:  ^^ 

das  Involutionsviereck    der   beiden    andern    stützt,    so    genügen 

die  drei  Kollineationen  der  Gleichung 

(1)  [fJm]  =  0, 

und    es    kommt    daher    dieselbe    Eigenschaft    überhaupt  jedem 

Punktquadrupel  der  Ebene  zu. 

Das  Verschwinden  des  kombinatorischen  Produktes  dreier  Stab-Stab- 
Kollineationen  ^,  S,  IRJ  besitzt  eine  dualistisch  genau  entsprechende  geo- 
metrische Bedeutung,  worauf  hier  nur  hingedeutet  werden  mag^). 


1)  Einige  Ausführungen  dazu  findet  man  in  der  auf  Seite  111  erwähnten  Disser- 
tation von  H.  Wehrheim  Seite  43  bis  45. 


Sechster  Hauptteil. 


Die  Reziprozität  und  das  Polarsystem. 
Kurven  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse. 

Abschnitt  30. 
Die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Reziprozität. 

Der  extensive  Bruch  für  die  PunJct- Stab -Abbildung  einer  Reziprozität. 
In  ganz  ähnlicher  Weise  wie  die  Kollineation  läßt  sich  auch  die  Ab- 
bildung der  Reziprozität  durch  einen  Bruch  mit  drei  Nennern  und  drei 
Zählern  darstellen;  nur  hat  man  als  Zähler  des  Bruches  anstatt  dreier 
Punkte  a,.  drei  Stäbe  A^  zu  wählen.  Es  seien  also  wie  bisher  zu  Ecken 
des  Fundamentaldreiecks  drei  vielfache  Punkte  c^,  e^,  e^  gemacht,  deren 
äußeres  Produkt 

(1)  ^6363]  =  1 

ist,  und  es  seien  aus  den  Grundstäben  dieses  Dreiecks 

(2)  E^  =  [e^e^^,    ^2  =  feei],    E^^le.e^] 

mittelst  der  neun  reellen  Zahlgrößen  a^^  drei  neue  Stäbe  abgeleitet: 

A  =  flll^l   +  012-^2   +  013^3 
(3)  A^  =  021^1   +  023^2  +  028  £-3 

A  =  Q3lJ^\  +   032^^2  +  033^3 

(vgl.  Fig.  68).    Das  planimetrische  Produkt  dieser  drei  Stäbe  ^^,  welches 
übrigens  mit  Rücksicht  auf  die  schon  mehrfach  benutzte  Gleichung 


(4) 

der  Determinante  j  a, 
A^  gleich  sein  wird, 
möge  mit  a  bezeich- 
net werden,  das  heißt, 
es  möge 

(5)  [^,^2^3]  =  a 
gesetzt  werden.  Dann 
weist  der  Bruch 

(6)  ^  ^  ^1,  A^,  A^, 


ik 


aus  den  Ableitzahlen  o 


Fig.  68. 
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nach  dem  Begriffe  des  extensiven  Bruches  seinen  drei  Nennern  e^  die  drei 
Zähler  A^  zu,  das  heißt,  es  wird 

(7)  e,r==A„     ^  =  l,  2,3, 

außerdem  aber  führt  er,  falls   man  auch  bei   ihm  an  der  Distributivität 
festhält,  einen  jeden  Punkt 

(8)  ^  =  Ji^i  +  Jg^a  +  h^z 

der  Ebene,  der  aus  den  drei  Grundpunkten  e^  durch  die  drei  Zahlgrößen 
jj  abgeleitet  ist,  in  denjenigen  Stab 

(9)  xr^^i^A^  +  i^A^  +  i^A^ 

derselben  Ebene  über,  der  aus  den  Bildern  A^  der  Grrundpunkte  e,.  durch 
dieselben  Zahlgrößen  j^.  entwickelt  wird. 

Man  erhält  so  eine  Zuordnung  der  Punkte  und  Geraden  der  Ebene, 
die  den  Namen  reziproke  Abbildung  oder  Reziprozität  führt,  oder 
noch  genauer  als  die  Punkt-Stab-Abbildung  der  Reziprozität  be- 
zeichnet wird,  und  die  zu  der  Abbildung  der  Kollineation  in  enger  Be- 
ziehung steht.  In  der  Tat  findet  eine  ganze  Reihe  von  Sätzen  über  kolli- 
neare Systeme  bei  der  reziproken  Abbildung  ihr  Analogon. 


Die  Grundeigenschaften  der  FunM- Stab- Abbildung  einer  JReziprozität. 
Der  Fundamentalsatz  der  Iteziprozität.  Dies  gilt  insbesondere  von  den 
Grundeigenschaften  und  dem  Fundamentalsatz  der  Kollineation,  denen  die 
Grundeigenschaften  und  der  Fundamentalsatz  der  Reziprozität  genau  ent- 
sprechen.    So  hat  man  den  Satz: 

Satz  365:  Erste  Grundeigenschaft  der  Reziprozität:  Drei 
Punkte  einer  Geraden  werden  durch  reziproke  Abbildung  in  drei 
gerade  Linien  übergeführt,  die  durch  einen  Punkt  gehen. 

Ist  nämlich  z  ein  Punkt, 
der  mit  den  Punkten  x  und  y 
auf  einer  Geraden  liegt  (vgl. 
Fig.  69),  ist  also 

z  =  ix-\-\)y, 
wo   j  und  ^    Zahlgrößen   sind, 
so  wird 

zr  =  1  xr  +  t)  yr. 
Diese    Gleichung    aber    besagt, 
^'^"  ^^'  daß  der  Stab  zr,  der  das  Bild 

des  Punktes  z  darstellt,  mit  den  Bildern  xr  und  yr  der  Punkte  x  und  y 
durch  einen  Punkt  geht. 


Abschnitt  SO,  Gleichungen  (7)  bis  (9).    Satz  366  bis  368. 
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Ferner  gilt  der  Satz: 

Satz  366:  Zweite  Grundeigenschaft  der  Reziprozität:  Die  re- 
ziproke Abbildung  ordnet  einem  jeden  Punktwurf  einen  Strahl- 
wurf von  gleichem  Doppelver- 
hältnis zu. 

Der  Beweis  kann  genau  so 
geführt  werden,  wie  bei  dem  ent- 
sprechenden Satze  über  die  kolli- 
neare  Abbildung  (vgl.  Seite  53). 
Man  stelle  wie  dort  die  Punkte 
des  Wurfes  in  der  Form  dar 

X,    y,    u  =  x^%y,     v=-x  +  \)y 

(vgl,  Fig.  70),  so  hat  ihr  Doppelver- 
hältnis  (nach  Seite  54  des  ersten 
Bandes)    den  Wert    ^;   für   die    zugeordneten    Stäbe    des    entsprechenden 
Strahlwurfes  im  reziproken  System   erhält  man  nun  aber  die  Ausdrücke 

xr,    yr,    ur  =  xr -\- q  yf,    vr  =  xr -{- \)  yr, 
ihr  Doppelverhältnis  hat   daher  nach  Seite  58   des  ersten  Bandes  genau 
denselben  Wert  --• 

Hieraus  aber  folgt  weiter  der  Satz: 

Satz  367:  Jede  Punktreihe  wird  durch  die  reziproke  Ab- 
bildung in  ein  projektives  Strahlbüschel  übergeführt,  jede  Kurve 
zweiter  Klasse  in  eine  Kurve  zweiter  Ordnung. 

Dem  Fundamentalsatze  der  KoUineation  endlich  entspricht  der  fol- 
gende Fundamentalsatz  der  reziproken  Abbildung: 

Satz  368:  Fundamentalsatz  der  Reziprozität:  Um  die  Punkt- 
Stab-Abbildung  einer  Reziprozität  in  der  Ebene  festzulegen, 
kann  man  vier  ihrer  Lage  nach  beliebig  gewählten  Punkten, 
von  denen  aber  keine  drei  derselben  Geraden  angehören  dürfen, 
vier  beliebig  gegebene  Geraden  derselben  Ebene  zuweisen,  von 
denen  jedoch  keine  drei  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen. 
Dadurch  ist  dann  die  Abbildung  bis  auf  einen  Zahlfaktor  ein- 
deutig bestimmt. 

In  der  Tat  braucht  man  nur  drei  vielfache  Punkte,  die  mit  den  drei 
ersten  von  den  vier  Punkten  zusammenfallen,  zu  Nennern  des  Bruches 
und  drei  Stäbe,  die  auf  den  drei  ersten  Geraden  liegen,  zu  Zählern  des 
Bruches  zu  machen  und  dabei  die  Massen  jener  drei  Punkte  und  die 
Längen  dieser  drei  Stäbe  so  zu  wählen,  daß  der  vierte  von  den  gegebenen 
Punkten   der  Einheitspunkt  des  Nennersystems  und   ein  Stab  der  vierten 
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Geraden  der  Einheitsstab  des  Zählersystems  wird  (vgl.  Fig.  71).  Durch 
diese  Forderungen  sind  die  Massen  der  drei  Nennerpunkte  mit  Rücksicht 
auf  die  Gleichung  (1)  eindeutig  bestimmt.  Aber  auch  die  Längen  und  der 
Sinn  der  drei  Zählerstäbe  sind  durch  die  obigen  Bestim- 
mungen wenigstens  bis  auf  einen  Froportionalitätsfaktor 
festgelegt;  dieser  bleibt  willkürlich,  da  über  den  Wert  des 
planimetrischen  Produktes  [^^^g-^sl  ^®^  ^^^^  Zähler  keine 
Festsetzung  getroffen  ist. 

Die  0u  der  Punkt- Stab -Alibildung  r  einer  Beziprozität 
adjungierte  Stab-PunM-Äbbildung  JR.  Da  die  Reziprozität  r 
den  Punkten  einer  Geraden 

stets    gerade    Linien    zu-  ^^» 

weist,  die  durch  einen 
Punkt  gehen,  so  ordnet 
der  Bruch  v  auch  jeder 
geraden  Linie  des  ersten 
Systems  einen  Pwikt  des  zweiten  zu.  Indes  wird  diese  Beziehung  der 
Geraden  des  ersten  Systems  auf  die  Punkte  des  zweiten  durch  den  Bruch  r 
nur  indirekt  vermittelt.  Man  erhält  aber  auch  hier  wieder  eine  direktere 
Darstellung  dieser  Abbildung  von  Geraden  auf  Punkte,  wenn  man  neben 
dem  Bruche  r  einen  adjungierten  Bruch  J?  einführt,  dessen  Nenner 
und  Zähler  die  multiplikativen  Kombinationen  ohne  Wiederholung  zur 
zweiten  Klasse  aus  den  Nennern  und  Zählern  des  Bruches  r  sind,  das 
heißt,  wenn  man  setzt 


Fig.  71. 


(10) 

(11) 

(12) 
(13) 


B  =  [AA]>  [^»A].  [AA]    o(jer 


^        E     E     E  '     ^^ 

Et  =  [e^esl,      E^  =  [6361], 


E^  =  [ßi  «2]     ^d 


ist  (vgl.  Fig.  72).  Die 
Zählerpunkte  a^  lassen 
sich  hier  übrigens  leicht 
als  Vielfachensummen 
der  Grundpunkte  C;^  dar- 
stellen. Dazu  führe  man  ^  ''•'  ^2  ''^  \  ^^k-  ^2. 
in  die  Gleichungen  (13)  auf  den  rechten  Seiten  die  Ausdrücke  (3)  ein 
und  multipliziere  aus  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen 

(14)  [^2^3]  =  ^1,     [^3^1]  =  «2,     [^1^2]  =  «3, 
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dann  erhält  man  die  Gleichungen: 

(15)  Us  =  ^21  ^1  +  ^22^2  +  ^23^3 

Iflg  =  <isi€i  -f-  432^3  +   ♦Iss^s? 

in  denen  die  5t,j  die  Unter determinanten  der  Determinante  0  =  |  0,-^  |  sind. 
Femer  wird  wegen  (5)  und  (13) 

(16)  k^J  =  [A«.]  =  o,     /=1,  2,  3, 
während  andererseits 

(17)  [a,^J  =  [^a,]  =  0,    i,]c=  1,2,  3,     i  +  1c. 

Um  jetzt  den  Nachweis  zu  erbringen,  daß  der  Bruch  R  wirklich  die 
gewünschte  Beziehung  zwischen  den  Geraden 
des  ersten  und  den  Punkten  des  zweiten  fy£^i 
Systems  herstellt,  hat  man  zu  zeigen,  daß 
der  Bruch  R  den  Verbindungsstab  [yz] 
zweier  beliebigen  Punkte  y  und  z  in  den 
Schnittpunkt  [yr  •  zr]  der  Geraden  derjenigen 
beiden  Stäbe  yr  und  27^  überführt,  welche 
durch  den  Bruch  r  den  Punkten  y  und  is  zu- 
gewiesen werden.  Dazu  setze  man  wie  ge- 
wöhnlich  (vgl.   Fig.  73)  Fig.  73. 

y=  9l«l  +  ^2^2   +  ^3^3 

^  =  Si^i  +  §2^2  +  53^3;     ^ann  wird 


(18) 


h  h  ! 

Ss  äi 

^2  + 

9l92 

Ol  + 

93^1 

^3  hl 

«2  + 

I  02  03   !  03  01  01  02 

also  wegen  (11) 

Andererseits  wird 

2/^  =  ^1^   +  92^2  +   93^3, 
^^  =  31-^1+^^2  +  äs  ^3, 

also  mit  Rücksicht  auf  (13) 
[yr-zr] 

und  es  wird  daher  wirklich 

(19)  [yz]B  =  [ifvzrl 

das  heißt,  man  hat  den  Satz: 


92  93 

_^    93  9i 

9i92 

«1  + 

»2  + 

ii  Ss 

SsSi 

SiSa 

«83 
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Satz  369:  Adjungiert  man  einem  Reziprozitätsbruche 

welcher  Punkte  in  Stäbe  überführt,  einen  zweiten  Bruch 


in  der  Weise,  daß  dieser  neue  Bruch  den  Seiten  E^  des  Nenner- 
dreiecks von  r  die  Ecken  a^  des  Zählerdreiseits  von  r  zuordnet, 
jene  Seiten  und  diese  Ecken  dargestellt  als  entsprechende  plani- 
metrische  Produkte  der  Nennerpunkte  und  Zählerstäbe  von  r, 
so  weist  der  „adjungierte  Bruch"  2J  überhaupt  jedem  Stabe  \jfz\ 
das  heißt  jedem  Produkt  zweier  Punkte  y  und  z  des  ersten 
Systems,  den  Schnittpunkt  \j)r  ■  zr\  der  Geraden  ihrer  Bildstäbe 
yr  und  zr  im  zweiten  System  zu. 

Aus  diesem  Satze  läßt  sich  noch  eine  wichtige  Folgerung  ziehen. 
Nach  der  ersten  Grundeigenschaft  der  Reziprozität  (Satz  365)  wird  einem 
jeden  Punkte  x,  der  mit  zwei  Punkten  y  und  z  in  einer  Geraden  liegt, 
durch  eine  Reziprozität  v  ein  Bildstab  xr  zugeordnet,  der  mit  den  Bild- 
stäben yr  und  zr  der  Punkte  y  und  z  durch  einen  und  denselben  Punkt 
geht.     Es  entspricht  also  einem  Punkte  x,  der  die  Gleichung 

(t)  [^(2/^)]  =  0 

erfüUt,  ein  Bildstab  xr^  welcher  der  Gleichung 

\xr{yr  •  ^r)]  =  0 

Genüge   leistet;  und  diese  Gleichung  kann  man  wegen  (19)  auch  in  der 

Form  schreiben: 

(tt)  \xr'yzB,]=0. 

Und  setzt  man  endlich  in  den  beiden  Gleichungen  (f)  und  (ff) 

(20)  [yz^  =  U, 
wodurch  sie  die  Form  annehmen: 

(21)  [xü]^0     und 

(22)  [xr  ■  ÜB]  =  0, 

so  kann  man  das  gewonnene  Ergebnis  auch  so  formulieren: 

Aus  der  Bedingung  des  Vereintliegens  eines  Punktes  x  und  eines 
Stabes   U,  das  heißt  aus  der  Gleichung 

(21)  [xU]=0, 
folgt  die  entsprechende  Gleichung 

(22)  [xr-ÜB]^0 


Abschnitt  80,  Gleichung  (20)  bis  (26).     Satz  369  und  «70.  149 

für   das  Vereintliegen    des  Bildstabes    xr   des  Punktes  x  und  des  Bild- 
punktes  Z7JB  des  Stabes  U. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  370:  Ist  r  der  extensive  Bruch  für  die  Punkt-Stab-Ab- 
bildung einer  Reziprozität,  und  H  der  adjungierte  Bruch  für  die 
zugehörige    Stab-Punkt-Abbildung,    so    zieht    die    Bedingungs- 
gleichung 
(21)  [xU]==0 

für  das  Vereintliegen    des  Punktes  x  und  des  Stabes   U  die  ent- 
sprechende Bedingungsgleichung 
{22)  [xr  •  ÜB]  =  0 

nach    sich    für    das  Vereintliegen    der   Bilder    xr   und    UR    des 
Punktes  x  und  des  Stabes   U  in  der  Reziprozität  r,  R. 

Das  kombinatorische  Produkt  [rs]  der  Punkt- Stab -Abbildungen  zweier 
Meziprozitäten.  Man  kann  übrigens  auch  hier  wieder  den  Bruch  für  die 
zur  Reziprozität  r  adjungierte  Reziprozität  jB  als  kombinatorisches  Quadrat 
des  Bruches  /•  darstellen,  vorausgesetzt  daß  man  den  Begriff  des  kombi- 
natorischen Produktes  der  Punkt-Stab -Abbildungen  r  und  s  zweier  Rezi- 
prozitäten in  entsprechender  Weise  wie  oben  (vgl.  Seite  57  ff.)  das  kombi- 
natorische Produkt  der  Punkt -Punkt -Abbildungen  zweier  Kollineationen 
definiert. 

Wir  führen  dazu  zunächst  wieder  einen  Ausdruck  von  der  Form 
\yz  •  rs\  ein,  in  welchem  y  und  z  zwei  beliebige  Punkte  sind,  indem 
wir  setzen: 

(23)  [y,.^^]=.fc:iflz:Jf!Li^ 

und  zeigen  wieder  wie  dort,  daß  der  durch  den  Bruch  auf  der  rechten 
Seite  von  (23)  definierte  Ausdruck  [yz  •  7's]  den  Charakter  eines  aus  den 
vier  Größen  y,  z,  r,  s  gebildeten  Produktes  besitzt,  indem  erstens  jeder 
Zahlfaktor,  der  zu  einer  der  vier  Größen  y,  z,  r,  s  hinzutritt,  vor  den 
ganzen  Ausdruck  gestellt  werden  kann,  und  indem  zweitens  der  Ausdruck 
distributiv  ist  gegenüber  einer  Summe,  die  an  Stelle  einer  der  vier  Größen 
y,  z,  r,  s  in  den  Ausdruck  eingesetzt  wird.  Das  Produkt  [yz  -rs]  ver- 
dient aber  auch  den  Namen  eines  kombinatorischen  Produktes,  da  wenigstens 
für  seine  Punktfaktoren  y  und  z  die  Grundformel  eines  solchen  Produktes 
gilt,  nämlich  die  Formel: 

(24)  [XX  •  rs]  ==  0, 

(vgl.  Gleichung  (23)).    Diese  Formel  aber  zieht  die  weitere  Formel  nach  sich: 

(25)  [zy  ■  rs]  =  —  [yz  -  rs]. 
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welche  aussagt,  daß  die  beiden  Punktfaktoren  y  und  z  des  Produktes 
\yz  '  rs\  nur  mit  Zeichenwechsel  yertauschbar  sind. 

Die  beiden  Reziprozitätsfaktoren  r  und  s  dagegen  dürfen  offenbar 
ohne  Zeichen  Wechsel  vertauscht  werden;  denn  es  wird  wegen  (23) 

[j/z  •  sr]  =  ~ ^-— t ^-^ 

oder  da  nach  Satz  22  die  Stabfaktoren  ys  und  zr,  zs  und  yr  der  plani- 
metrischen  (regressiven)  Produkte  des  Zählers  nur  mit  Zeichen  Wechsel 
vertauschbar  sind, 

[yz-sr]=^^''-''^-^'''-y-^^ 

Das  ist  aber  gerade  der  Ausdruck  für  das  Produkt  [yz  •  rs];  es  ist  daher 
wirklich 

(26)  [yz  '  sr]  =  [yz  •  rs], 
und  man  hat  den  Satz: 

Satz  371:  In  dem  kombinatorischen  Produkte  [i/z-rs]  sind 
die  Punktfaktoren  y  und  z  mit,  die  Reziprozitätsfaktoren  r  und 
s  ohne  Zeichenwechsel  vertauschbar. 

Aus  den  Formeln  (24)  und  (25)  kann  man  ferner  wiederum  folgern, 
daß  das  kombinatorische  Produkt  [yz  •  rs]  auch  als  ein  Produkt  auf- 
gefaßt werden  kann,  dessen  einer  Faktor  der  Stab  [yz]  ist.  Dazu  suche 
man  eine  Grröße  [rs]  einzuführen,  welche  die  Eigenschaft  hat,  einen  jeden 
Stab  [yz]  bei  der  Multiplikation  in  das  Produkt  [yz  •  rs]  zu  verwandeln, 
die  also  für  beliebiges  y  und  z  der  Gleichung  genügt: 

(27)  [yz][rs]  =  [yz-rs] 

Um  auf  Grund  dieser  Gleichung  einen  analytischen  Ausdruck  für  die 
Größe  [rs]  zu  finden,  setze  man  in  die  Gleichung  (27)  für  y  und  z  ihre 
Ableitausdrücke 


(28) 

U  =  Si  ^1  +  S2  ^2  +  äs  «3 

ein,  schreibe  die  Gleichung  also  in  der  Form: 

[(t)iei  +  •  •  OCäi^i  +  •  •  ')][rs]  =  [{\),e^  +  •  •  OCSi^i  +  •••)•  ^^1, 
führe  sodann  die  Multiplikation  der  runden  Klammern  aus  und  berück- 
sichtige dabei,  daß  sowohl  linker  Hand  wie  rechter  Hand  die  Regeln  der 
kombinatorischen  Multiplikation  zur  Geltung  kommen  (vgl.  hinsichtlich 
der  rechten  Seite  die  Formeln  (24)  und  (25)).  Auf  diese  Weise  erhält 
man  die  Gleichung: 


(29) 


feß.sl  +  •••    [^«] 


92^3 


[e^e^-rs]  + 


Abschnitt  30,  Gleichung  (26)  bis  (86).     Satz  371  und  372.  151 

Hier  sind  die  Ausdrücke   [e^ßs  ■  rs],  ■  ■  ■   gewisse  Punkte,  die  nach  (23) 
die  Darstellung  gestatten: 

(30)  [6363  •  rs]  =  ^^ — ^-^-2^ — -' ^  '■■> 
für  die  sich  also,  wenn  man  noch 

(31)  ^_  A>  A>  ^»^     ^^?il1ii^ 

setzt,  die  Werte  ergeben: 


(S2) 


Die  in  der  geschweiften  Klammer  der  linken  Seite  von  (29)  angegebene 
Vielfachensumme  der  Stäbe  [e^e^],  [e^e^],  ['^i^il  "^^^^  ^^^  ^^ch  (29)  durch 
Multiplikation  mit  der  Größe  [rs]  in  die  entsprechende  Vielfachensumme 
der  Punkte  [6263  •  rs],  [e^e^  '  rs],  [e^e^  •  rs]  übergeführt,  und  da  diese  Be- 
ziehung für  beliebige  Werte  von  ^^  und  j^,  i,  Ä;  =  1,  2,  3,  gelten  soU,  so 
kann  man  setzen: 

(33)  \rs]  =  ^ '      1         r      1         r      1    • 

Den  so  definierten  Ausdruck  [rs]  bezeichnen  wir  als  das  kombinatorische 
Produkt  der  Reziprozitäten  r  und  s.  Dasselbe  stellt,  wie  die  Glei- 
chung (33)  zeigt,  die  Stab-Punkt- Abbildung  einer  gewissen  neuen  Rezi- 
prozität dar. 

Man  überzeugt  sich  dann  wieder  leicht,  daß  seine  Faktoren  ohne 
Zeichenwechsel  vertauschbar  sind.     Denn  es  wird  nach  (33) 

,„..  r      T      [^s«s**^]>  r^sei«''!,  [«i««-*^l 

(34)  [sr]  =  *-  !■  '^   1  r      1         r      1     • 

^       ^  ■■       -*  [«2«s].  [«s«i]>  [h<^t] 

Nun  sind  aber  nach  dem  Satze  371  die  entsprechenden  Zähler  der  Brüche 
(33)  und  (34)  einander  gleich;  man  hat  also  die  Formel 

(35)  [sr]  =  [rs] 
und  damit  den  Satz: 

Satz  372:  In  dem  kombinatorischen  Produkte  der  Punkt- 
Stab-Abbildungen  zweier  Reziprozitäten  sind  die  Faktoren  ohne 
Zeichenwechsel  vertauschbar. 

Führt  man  schließlich  in  die  Bruchdarstellung  (33)  des  kombinatorischen 
Produktes  [rs]  an  SteUe  der  Zähler  [62^3-^»],  •  •  •  ihre  Werte  aus  (32) 
ein,  so  findet  man  für  das  kombinatorische  Produkt  [rs]  den  Ausdruck: 

^         ^         ^         -'  [«!«»]>  [«»«iJ»  [«iC,] 
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Die  zu  einer  PunJct-Stah-Beziprozität  v  adjungierte  Reziprozität  II  als 
kombinatorisches  Qimdrat  von  r.  Läßt  man  in  der  Formel  (23)  die  beiden 
in  ihr  auftretenden  Reziprozitäten  r  und  s  einander  gleich  werden,  setzt 
also  s  =  r,  so  ergibt  sich  aus  ihr  die  Spezialformel 

Da  aber  nach  Satz  22 

[yr  •  zr]  =  —  [zr  •  yr] 

ist,  so  vereinfacht  sich  diese  Formel  zu:  • 

(37)  [yz  r^  =  [yr  ■  zr]. 

Femer  erhält  man  aus   (33)  für  das  „kombinatorische  Quadrat"  [r^  der 
Reziprozität  r  die  Darstellung 

*-    -'  [«»«s].        [es«i],       [eicj 

oder  wegen  (37) 

(38)  r^sn  =  [gj^Cgr],  [e^r-e^r],  [e^r-e^r] 

^     ^  ■-    -"  [ejc,],  [e,ej,         [e^e^]      ' 

wofür  man  mit  Rücksicht  auf  den  Wert  von  r  in  (31)  auch  schreiben  kann: 

/QQ\  r^2l  __  [■^i'^aJ^  L-^g-^iJ^  [-^i-^J 

^      ^  -        L     J         [-g^e^j^     [e^e^'\,      [CiCj 

oder  wegen  (12)  und  (13) 

Die  Vergleichung  mit  (11)  zeigt  dann,  daß 

(41)  M  =  JR, 

und  endlich  entnimmt  man  aus  dieser  Gleichung  und  aus  (27)  und  (37),  daß 

(42)  [yz] n^lyzl [r^  ^^  [yzr^]  ==  [yr  -  zr], 

wodurch   zugleich    die    Formel  (19)    bestätigt    wird.     Das  Hauptergebnis 
dieser  Untersuchung  läßt  sich  in  dem  Satze  ausdrücken: 

Satz  373:  Die  adjungierte  Abbildung  jB  der  Punkt-Stab-Ab- 
bildung r  einer  Reziprozität  ist  das  kombinatorische  Quadrat 
von  r. 

Das  Jconibinatorische  Produkt  [rst]  der  Punkt-Stab  •Abbildungen  dreier 
Peziprozitätm.  Sind  r,  s,  t  die  Punkt -Stab -Abbildungen  dreier  Rezi- 
prozitäten und  Xf  y,  z  drei  beliebige  Punkte  der  Ebene,  so  definieren  wir 
das  kombinatorische  Produkt 

[xyz  •  rst] 
durch  die  Formel 


(43)   [xyz  ■  rst]  =  ^  | 


1  [     [xr  '  ys  •  zt]  -{■  [yr  •  zs  •  xt]-\-[zr  •  xs  •  yt]\ 
[xr  '  zs  •  yt]  —  [yr  ■  xs  ■  zt]  —  [zr  -  ys  -  xt]\ 


Abschnitt  30,  Gleichung  (87)  bis  (49).     Satz  873.  153 

das  heißt,  wir  verstehen  unter  dem  Produkte  [xyz  -  rst]  das  arithmetische 
Mittel  der  Ausdrücke,  die  hervorgehen,  wenn  man  die  Punktfaktoren  x, 
y,  z  in  allen  möglichen  Anordnungen  mit  den  in  der  Reihenfolge  r,  ,s,  t 
genommenen  Reziprozitätsfaktoren  multipliziert,  die  erhaltenen  Produkte 
jedesmal  zu  einem  planimetrischen  Produkte  vereinigt  und  dem  so  ent- 
stehenden Produkte  das  Plus-  oder  Minuszeichen  vorsetzt,  je  nachdem  die 
Anordnung  der  Punktfaktoren,  die  in  diesem  Produkte  vorkommt,  gegen- 
über der  ursprünglichen  Reihenfolge  x,  y,  z  eine  gerade  oder  ungerade 
Anzahl  von  Inversionen  aufweist. 

Man  kann  dann  genau  so  wie  in  der  entsprechenden  Untersuchung 
über  Kollineationen  (vgl.  Seite  62  f.)  zeigen,  daß  der  Bruch 

von  dem  wir  wieder  voraussetzen  wollen,  daß  sein  Nenner 
(45)  [xyz]  =H  0 

sei,  eine  von  der  Lage  und  Masse  der  Punkte  x,  y,  z  unabhängige  Zahl- 
größe darstellt,  und  kann  daher  für  diesen  Bruch  ein  Symbol  einführen, 
das  nur  noch  die  Größen  r,  s,  t  enthält.    Wir  wählen  das  Zeichen  [f  sf], 
setzen  also 
/Ac\  r      ^1       \xyz-rst] 

und  bezeichnen  die  so  definierte  Größe  \rst\  als  das  Jconibinatorische  Pro- 
dukt der  drei  Reziprozitäten  r,  s,  t  Dabei  können  in  der  Formel  (46) 
für  X,  y,  z  drei  ganz  beliebige  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Punkte 
benutzt  werden;  insbesondere  kann  man  also  auch  die  drei  Grundpunkte 
e^,  e^,  63  verwenden,  so  daß  man  auch  hat 

Aus  der  Formel  (46)  folgt  femer  durch  Wegschaffung  des  Nenners 
die  Formel 

(48)  [xyz][rst]  =  [xyz  •  rs<]. 

Außerdem  beweist  man  wieder  leicht,  daß  die  Faktoren  des  Produktes 
[rst]  ohne  Zeichenwechsel  vertauschbar  sind,  daß  also 

(49)  [rst]  =  [str]  =  [trs]  =  [rts]  =  [srt]  =  [tsr]. 

Der  Potenzwert  der  Punkt-Stab-Äbhildung  einer  Reziprozität.  Nimmt 
man  in  der  Formel  (47)  die  Reziprozitätsbrüche  r,  s,  t  einander  gleich 
an,  setzt  somit 

<  =  s  =  r, 

80  verwandelt   sich  das  kombinatorische  Produkt   [rst]  in   die  kombi- 
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natorisclie  dritte  Potenz  \r^]  von  r*,  die  wir  als  den  Potenzwert  von 
r  bezeichnen  wollen.     Es  wird 

(50)  [^3j_[!t£i£8^. 

In  dem  Bruche  auf  der  rechten  Seite  ist  aber  mit  Rücksicht  auf  (43) 
der  Zähler 

L^l^S^     ^1    =   FT    I  r  r  }    • 

Und  da  hier  nach  den  Gleichungen  (33)  des  dritten  Abschnitts  sämtliche 
Glieder  innerhalb  der  geschweiften  Klammer  (einschließlich  ihrer  Vor- 
zeichen genommen)  einander  gleich  sind,  so  wird 

(51)  [6-162^3  ^^  =  k*'  •  ^2**  •  «3^] 
und  also  der  Potenzwert  von  r 


(52)  [r«]  = 


[e^r-e^r-e,r]  _[Ä^ÄtÄ,] 


Der  Potenzwert  eines  Beziprozitätshruches  r  ist  also  wieder  gleich  dem  kom- 
binatorischen ProduJcte  seiner  Zähler  dividiert  durch  dasjenige  seiner  Nenner. 
Da  übrigens  nach  der  Gleichung  (1)  das  Produkt  im  Nenner  von  (52) 
den  Wert  1  hat,  so  kann  man  die  Gleichung  (52)  auch  in  der  Form 
schreiben: 

(53)  [r']  =  [Ä,Ä,Ä,] 

oder,  wenn  man  die  Gleichung  (5)  berücksichtigt,  auch  in  der  Form: 

(54)  [r']  =  a. 

Zugleich  entnimmt  man  aus  der  Formel  (53),  daß  das  Verschwinden  des 
Potenzwertes  [r^]  der  Punkt -Stab -Abbildung  r  einer  Reziprozität,  das 
heißt  die  Gleichung 

(55)  [^5]  =  0, 

die  Bedingung  des  Entartens  der  Punkt-Stab-Reziprozität  r  ist. 

Aus  der  Gleichung  (52)  kann  man  ferner  noch  folgern,  daß  das  Produkt 

(56)  [eiegCglM  =  [e^r  ■  e^r  •  e^r] 

ist,  und  diese  Gleichung  bleibt  auch  bestehen,  wenn  man  an  die  Stelle 
der  Punkte  e^,  e^,  e^  drei  ganz  beliebige  Punkte  x,  y,  z  treten  läßt,  es  gilt 
also  auch  die  Gleichung: 

(57)  \xyz']\r^'\  =  \xr  •  yr  ■  zr]. 

Bas  homhinatorische  Produkt  [RS]  der  Stah-Punkt-Ähbildungen  zweier 
Peziprozitäten.    Wir  haben  oben  auf  Seite  146  die  Stab-Punkt-Reziprozität 

(58)  S  =  A-3'-S^- 


Abschnitt  30,  Gleichung  (50)  bis  (66).    Satz  374.  155 

als  adjungierte  Abbildung  zur  Punkt- Stab-Reziprozität  eingeführt.  Aber 
man  kann  selbstverständlich  ebenso  gut  auch  von  einer  durch  den  Bruch  (58) 
definierten  Stab-Punkt-Reziprozität  als  der  ursprünglichen  Reziprozität  aus- 
gehen und  von  ihr  die  adjungierte  Punkt-Stab-Reziprozität 

{^Q\  ^  ==    Ka»],     [OgOi],     Ka,] 

^  ^  [^,^,],  [E,E,],  [E,E,] 

bilden,  das  heißt  diejenige  Abbildung,  deren  Zähler  und  Nenner  die  zwei- 

faktorigen  planimetrischen  Produkte  der  Zähler  und  Nenner  von  R  sind. 

Auch  für  diese  adjungierte  Abbildung  r  einer  Stab-Punkt-Reziprozi- 
tät R  ergibt  sich  eine  Darstellung  als  kombinatorisches  Quadrat  von  jB, 
wenn  man  wieder  entsprechend  dem  Obigen  den  Begriff  des  kombina- 
torischen Produktes  [RS]  zweier  Stab-Punkt-Reziprozitäten  jB  und  8 
einführt. 

Wir  definieren  dazu  genau  wie  bei  der  dualistisch  entsprechenden 
Entwickelung  zunächst  den  Ausdruck  [VW  ■  RS],  in  dem  Fund  TT  zwei 
beliebige  Stäbe  sind,  durch  die  Formel 

(60)  [Fir.ijs]-[r«^_m^iiz^iza, 

aus  der  dann  wiederum  folgt,  daß,  wenn  U  ebenfalls  einen  Stab  bedeutet, 

(61)  [UU-RS]  =  0 
ist,  und  daß 

(62)  [Wr-Rg]  =  -[rW-RS]     und 

(63)  [VW -SR]  =  [rW'R8] 

ist.  Wir  nennen  den  Ausdruck  [VW-  R8]  das  JcomUnatorische  Produkt 
der  Stabe  V,  W  und  der  Reziprozitäten  R,  S.  Die  Formeln  (62)  und  (63) 
enthalten  dann  den  Satz: 

Satz  374:  In  dem  kombinatorischen  Produkte  [FTF-  RS]  sind 
die  Stabfaktoren  Fund  W  mit,  die  Reziprozitätsfaktoren  R  und 
S  ohne  Zeichenwechsel  vertauschbar. 

Definiert  man  sodann  weiter  das  kombinatorische  Produkt  [RS]  durch 
die  Formel: 

(64)  [VW][RS]  =  [FTF.  RS], 

die  für  beliebige  Werte  der  Stäbe  F  und  W  gelten  soll,  so  zeigt  man 
wieder  wie  auf  Seite  150 f.,  daß 

ist,  woraus  wegen  (63)  noch  folgt,  daß  allgemein 

(66)  [SR]  =  [RS] 

ist.     Es  gilt  also  der  Satz: 
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Satz  375:  In  dem  kombinatorischen  Produkte  der  Stab-Punkt- 
Abbildungen  zweier  Reziprozitäten  sind  die  Faktoren  ohne 
Zeichenwechsel  vertauschbar. 

In  dem  Bruche  auf  der  rechten  Seite  von  (65)  besitzen  die  Zähler 
nach  (60)  die  Werte: 

(67)  [E,E,  •  BS]  =  ^^'^  •  ^"^  ~  ^^"^  •  ^'^,    ..., 

für  die  man,  wenn  man  noch 

«1^     «2  1     «8  er  &1,      &s,      K 


setzt,  auch  schreiben  kann: 

(69)  [E,E,-IIS]  =  ^''*^''^~^''>^'^,    ... 

Bei  Einführung  dieser  Werte  nimmt  die  Gleichung  (65)  die  Gestalt  an: 

(70)  [U Ä]  =  ^  <  1^"»  ^a]  ~'l^"8  ^«]  )  >     ^  { ["»  ^i]  ~  [<^i  h1)>     ii  ["i  ^]  -  ["»  ^i]  >  . 

[^>^i]>  [^»^i]  ^E,E^^ 

Die  zu  einer  Stdb-Funkt-Heziprozität  R  adjungierte  Reziprozität  v  als 
kombinatorisches  Quadrat  von  JR.  Für  das  kombinatorische  Quadrat  [iJ*] 
der  Stab-Punkt-Reziprozität  R  erhält  man  femer  wie  auf  Seite  152  die 
Formeln: 

(71)  [FTTJS^J  =  IVB  .  WB]   und 


(72)  [U2]  = 


[E,B-E,It},    [E,B-E,B],    [E,It-E,M] 


[E,E,],  [E,E,],  [E\E,\       ' 

von  denen  sich  die  letztere  wegen  (58)  auch  in  der  Form  schreiben  läßt: 

/7Q\  TTjai   ^      [q2«8]>        K"l]>        K«2] 

^^  ■-      -■       [E,E,],[E,E,],[E,E,y 

Der  Bruch  rechter  Hand  ist  aber  nach  (59)  gerade  der  Ausdruck  für  die 
zur  Stab-Punkt-Reziprozität  B  adjungierte  Punkt-Stab-Reziprozität  T,  und 
man  hat  daher  die  Gleichung  bewiesen: 

(74)  [B^]  =  r. 
Diese  Gleichung  enthält  den  Satz: 

Satz  376:  Die  adjungierte  Abbildung  r  der  Stab-Punkt-Ab- 
bildung B  einer  Reziprozität  ist  das  kombinatorische  Quadrat 
von  B. 

Femer  entnimmt  man  aus  der  Gleichung  (74)  und  aus  (64)  und 
(71),  daß 

(75)  [VW\r  =  [VW][B']  =  [VW  JB^]  =  [VB  ■  WB]. 
Insbesondere  ist  also 

(76)  {VW^r^^lJB-WB], 


Abschnitt  30,  Gleichung  (67)  bis  (76).    Satz  875  bis  381.  157 

und  man  hat  den  zu  dem  Satze  369  dualistisch  entsprechenden  Satz  (vgl, 
Fig.  74): 

Satz  377:     Adjungiert    man    einem  Vr«...»  \^^ 

Reziprozitätsbruche 


)WR 


welcher    Stäbe    in    Punkte    überführt, 
einen  zweiten  Bruch: 

-  ^    [a^g,],     [Og«!],     K«,] 

[^«-^s]^   [-^8-^i]>   [-^l-^j]  Fig.  74. 

in  der  Weise,  daß  er  den  planimetrischen  Produkten  aus  je 
zweien  von  den  Nennern  des  Bruches  M  die  entsprechenden 
planimetrischen  Produkte  aus  den  Zählern  von  2?  zuordnet, 
so  weist  dieser  zu  JJ  adjungierte  Bruch  r  überhaupt  federn 
Punkte  [FTT],  das  heißt  jedem  Produkte  zweier  Stäbe  F  und  W 
des  ersten  Systems,  die  Verbindungsgerade  [FU  •  WK\  ihrer 
Bildpunkte   FJJ  und   WR  im  zweiten  System  zu. 

Die  Grundeigenschaften  der  Stah- Punkt- Abbildung  einer  üeziprozität. 
Überhaupt  ergibt  die  Auffassung  der  Reziprozität  als  Stab-Punkt-Abbildung 
zu  jedem  oben  für  die  Reziprozität  gewonnenen  Satze  eine  dualistisch  ent- 
sprechende Eigenschaft.  Insbesondere  kann  man  aus  der  Distributivität 
des  Bruches  jB  die  folgenden  beiden  neuen  Grundeigenschaften  der  Rezi- 
prozität folgern: 

Satz  378:  Dritte  Grundeigenschaft  der  Reziprozität:  Drei 
gerade  Linien,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  werden  durch  rezi- 
proke Abbildung  in  drei  Punkte  übergeführt,  die  in  derselben 
geraden  Linie  liegen.     Und: 

Satz  379:  Vierte  Grundeigenschaft  der  Reziprozität:  Ein 
jeder  Strahlwurf  wird  durch  reziproke  Abbildung  in  einen 
Punktwurf  von  demselben  Doppelverhältnis  verwandelt. 

Hieraus  aber  folgt  weiter  der  Satz: 

Satz  380:  Jedes  Strahlbüschel  wird  durch  eine  Reziprozität 
in  eine  projektive  Punktreihe  übergeführt,  jede  Kurve  zweiter 
Ordnung  in  eine  Kurve  zweiter  Klasse. 

Ferner  gilt  auch  der  dem  Fundamentalsatz  der  Reziprozität  dualistisch 
entsprechende  Satz: 

Satz  381:  Um  die  Stab-Punkt-Abbildung  einer  Reziprozität 
in  der  Ebene  festzulegen,  kann  man  vier  ihrer  Lage  nach  be- 
liebig gegebenen  Geraden,  von   denen  jedoch  keine  drei  durch 


158  Die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Reziprozität. 

einen  und  denselben  Punkt  gehen  dürfen,  vier  beliebig  gegebene 
Punkte  zuweisen,  von  denen  aber  keine  drei  derselben  Geraden 
angehören.  Dadurch  ist  dann  die  Abbildung  bis  auf  einen  Zahl- 
faktor eindeutig  bestimmt. 

Setzt  man  endlich  wie  oben  bei  der  Kollineation  zwei  extensive  Brüche 
für  eine  Punkt-Stab-  (oder  Stab-Punkt-) Abbildung  dann  und  nur  dann  ein- 
ander gleich,  wenn  sie  mit  jedem  Punkte  (oder  Stabe)  der  betrachteten 
Ebene  multipliziert  Grleiches  liefern,  so  beweist  man  genau  so  wie  auf 
Seite  51  f.  den  Satz: 

Satz  382:  Zwei  extensive  Brüche,  die  die  Punkt-Stab-  (oder 
Stab-Punkt-)Abbildung  einer  Reziprozität  in  der  Ebene  ver- 
mitteln, sind  einander  gleich,  sobald  sie  mit  drei  von  einander 
linear  unabhängigenPunkten  (oderStäben)  multipliziertGleiches 
liefern. 

Die  3ur  adjungierten  Abbildung  M  einer  Purikt-Stab-Beziprozität  r  ad- 
jungierte  Abbildung  r.     Ist  die  Stab-Punkt-Reziprozität 

(77)  B^-^ 


die  adjungierte  Abbildung  einer  Punkt-Stab-Reziprozität 

(78)  r==^"  ^'  ^% 

so  daß 

ist,  so  unterscheidet  sich  die  zur  adjungierten  Reziprozität  U  adjungierte 
Abbildung 

^^  [E,E,],[E,E,],[E,E,] 

von  der  ursprünglichen  Reziprozität  r  in  (78)  nur  um  den  Zahlfaktor 

(81)  a  =  [Ä,Ä,A,]  =  [r'l 

(vgl.  die  Gleichungen  (53)  und  (5));  es  gilt  nämlich  dann  die  Formel: 

(82)  r  =  ar. 

In  der  Tat  ist  ja  nach  den  Formeln  (15)  des  25.  Abschnitts 

(83)  [^2^3]  =  ^!,     [-£^3^1]  =  ^2,     [E^E,-]  =  e,, 

und  überdies  wird  wegen  (79)  (vgl.  auch  die  Gleichung  (40)  des  dritten 
Abschnitts)  das  Produkt 

und  Entsprechendes  gilt  auch  für  die  Produkte  [a^aj]  und  [«ittj].     Man 
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erhält  also  die  Formeln: 

(84)  [öjag]  =  aÄ^,    [a^a^]  =  aÄ^,    [a^a^]  =  aÄ^; 
und  die  Gleichung  (80)  nimmt  daher  die  Gestalt  an: 

r  =  a  -^ — - — - , 

und    diese    ist    mit    Rücksicht    auf  (78)    gleichbedeutend  mit  der  obigen 

Gleichung 

(82)  r  =  ar. 

Wegen  (74),  (41)  und  (54)  kann  man  dieselbe  übrigens  auch  in  der  Form 
schreiben: 

(85)  r  =  [B']  =  [[r^]«]  =  [r^]r. 

Setzt  man  femer  in  die  Gleichung  (76)  an  Stelle  der  Reziprozität  r 
ihren  Wert  ar  aus  der  Gleichung  (82)  ein  und  vertauscht  zugleich  die 
beiden  Seiten  der  entstehenden  Gleichung  mit  einander,  so  nimmt  sie  die 
Form  an 

(86)  [VB  •  WB]  =  a[rW]r. 

Das  hombinatorische  Produkt  [BST]  der  Stab-Punkt-Ähhildungen  dreier 
Reziprozitäten.  Sind  B,  S,  T  die  Stab-Punkt- Abbildungen  dreier  Rezi- 
prozitäten und  U,  V,  W  drei  beliebige  Stäbe  der  Ebene,  so  definieren  wir 
das  kombinatorische  Produkt 

[VVW'BST] 
durch  die  Formel: 

[UVW-B8T] 

(87)  j^l     {UB-VS'WT]  +  [yB-WS'  UT]+[WB -US 'VT]\ 

\  '^A-\TJB'WS-VT]-[VB-  US'  WT]-[WB  -  VS  ■  UT]\' 
Ist  dann  noch 

(88)  [UVW]^0, 

so  ist  der  Bruch 

[UrW-  MST] 

[ürw] 

eine  von  der  Lage,  der  Größe  und  dem  Sinn  der  Stäbe  U,  V,  W  unab- 
hängige Zahlgröße  und  kann  als  kombinatorisches  Produkt  der  Reziprozitäts- 
brüche B,  S,  T  aufgefaßt  werden.     Wir  setzen  also: 

(89)  issTi-lEI^jI}, 

wobei  U,  F,  W  drei  beliebige,  aber  der  Ungleichung  (88)  unterliegende 
Stäbe  sind.     Und   da  wegen  der  Gleichung  (16)  des  25.  Abschnitts  diese 
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Ungleichung  auch  für  die  drei  Grundstäbe  E^,  E^,  E^  erfüllt  ist,  so  wird 
insbesondere  auch: 

(90)  [BSTJ  =  a^^-|p. 

Aus  der  Formel  (89)  folgt  femer  durch  Wegschaffung  des  Nenners 
die  Formel: 

(91)  {UVW][ItST]  =  [UrW-  BST]. 

Weiter  sind  wieder  die  Faktoren  des  Produktes  [RST]  ohne  Zeichen- 
wechsel vertauschbar,  so  daß  man  hat: 

(92)  [BST]  =  [STB]  =  [TBS]  =  [BTS]  =  [SBT]  -  [TSB]. 

Der  Potenzwert  der  Stäb-PunJct-Ahhildung  der  Reziprozität.  Nimmt 
man  endlich  in  der  Formel  (89)  die  Reziprozitätsbrüche  B,  S,  T  einander 
gleich  an,  setzt  also 

T=S  =  B, 

so  verwandelt  sich  das  kombinatorische  Produkt  [BST]  in  die  kombi- 
natorische dritte  Potenz  von  B,  die  wir  durch  das  Äymbol  [B^]  dar- 
stellen und  wieder  als  den  „Potenzwert  des  Bruches  B"  bezeichnen 
wollen.     Es  wird 

<^^^)  L^J-      [E,E,E,] 

Hierin   ist   wegen  (87)  der  Zähler  der  rechten  Seite  (vgl.  auch  die  Ent- 

wickelung  auf  Seite  154) 

(94)  [E^E^E^  B^]  =  [E^B  E^B  •  E^B]-, 

also  wird  der  Potenzwert  von  B 

^^^^  L^-i-       [e,e~;e;] 

oder  mit  Rücksicht  auf  den  Wert  von  B  in  (58) 

(96)  [«'J-E^t^- 

Der  Potenzwert  des  Bruches  B  ist  also  wieder  gleich  dem  planimetrischen 
ProduMe  der  Zähler  dividiert  durch  dasjenige  der  Nenner. 

Übrigens  vereinfacht  sich  die  Gleichung  (96)  wegen  der  Gleichung  (16) 
des  25.  Abschnitts  zu: 

(97)  [-B']  =  Ka2«8]; 

und  wenn  man  noch  entsprechend  wie  bei  der  Punkt-Stab-Reziprozität  r 
für  das  planimetrische  (äußere)  Produkt  der  drei  Zählerpunkte  von  B  eine 
kurze  Bezeichnung  einführt,  also  etwa 

(98)  [a,a,a,]==n 
setzt,  so  verwandelt  sich  die  Formel  (97)  in: 

(99)  [B^]  ==  %. 
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Und  diese  Zahlgröße  51  steht  wieder,  falls  die  Stab-Punkt-Reziprozität  R 
die  adjungierte  Abbildung  der  Punkt-Stab-Reziprozität  r  sein  sollte,  zu 
deren  Potenz  wert  a  in  der  Beziehung: 

(100)  51  =  a^; 
denn  es  wird  wegen  (98),  (84)  und  (79): 

(101)  5t  =  [a^a^a^]  =  [dÄ^a^]  =  a[A^a^]  =  a[a^Ä^]  =  alA^Ä^A^]  ==  ol 
Die  Gleichung  (99)  läßt  sich  dann  also  auch  in  der  Form  schreiben: 

(102)  [B^]  =  a' 

oder,  wenn  man  will  (vgl.  die  Gleichungen  (41)  und  (54)),  in  der  Form: 

(103)  .      [[r^']  =  [r'f. 

Aus  der  Formel  (97)  entnimmt  man  femer,  daß  das  Verschwinden 
des  Potenzwertes  [R^]  der  Stab-Punkt-Reziprozität  R,  das  heißt  die 
Gleichung 

(104)  [R^]  =  0, 

die  Bedingung  des  Entartens  der  Stab-Punkt-Reziprozität  R  ist. 

Die  Kollineation  als  Folge  zweier  Reziprozitäten.  Bildet  man  das 
Folgeprodukt  aus  dem  Bruche  r  für  die  Punkt-Stab-Abbildung  einer  Rezi- 
prozität und  dem  Bruche  S  für  die  Stab-Punkt-Abbildung  einer  zweiten 
Reziprozität,  so  erhält  man  den  Ausdruck  für  die  Punkt-Punkt-Abbildung  t 
einer  Kollineation 

In  der  Tat,  ist 

so  forme  man  den  Bruch  S  für  die  zweite  Reziprozität  in  der  Weise  um, 
daß  seine  Nenner  mit  den  Zählern  des  ersten  Bruches  übereinstimmen. 
Dazu  setze  man  wie  bisher: 

(106)  \A^  =  a^,E,  +  a,,E,  +  a,,E^ 

dann  lautet  die  gewünschte  Umformung: 

(107)  S  =  "tt^i  +  °"^«  +  ""^«>  '^»^1  +  ^*^*  +  ^'^9'  °»i^t  +  °a«^»  +  °»»^8 

Für  das  Folgeprodukt  7'S  ergibt  sich  also  der  Wert: 

das  heißt,  man  erhält  wirklich  einen  extensiven  Bruch  für  die  Punkt- 
Punkt- Abbildung  einer  KoUineation.    Setzt  man  diesen  Bruch  =  f,  so  kann 

6raBm»nn:  Projektive  Geometrie  d.  Ebene.    II.  11 
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man  schreiben: 

(109)  rS  =  l 

Ebenso  zeigt  man,  daß  die  Folge  der  Stab-Punkt-Abbildung  H  einer 
Reziprozität  und  der  Punkt-Stab-Abbildung  s  einer  zweiten  Reziprozität 
die  Stab-Stab-Abbildung  Ä  einer  Kollineation  darstellt,  das  heißt,  man 
beweist  die  Gleichung 

(110)  Bs  =  Ä. 
Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  383:  Die  Folge  der  Punkt-Stab-Abbildung  einer  Rezi- 
prozität und  der  Stab-Punkt-Abbildung  einer  zweiten  Rezipro- 
zität ist  die  Punkt-Punkt-Abbildung  einer  Kollineation,  und 
die  umgekehrte  Folge  ist  die  Stab-Stab-Abbildung  einer  Kolli- 
neation. 

Die  inverse  Ähhildung  einer  Reziprozität.  Wir  woUen  im  folgenden 
immer  an  der  Voraussetzung  festhalten,  daß  die  Stah-Punkt-Beziprozität  R 
die  adjungierte  Ähhildung  der  PunM-Stab-Reziprozität  r  sei,  und  sprechen 
demgemäß  von  der  Reziprozität  r,  JB. 

Die  Einführung  der  Brüche 

(111)  -1==  }-    '"   ^;      und     (112)      i_^mZ».^^ 

für  die  zur  Reziprozität  r,  JR  inverse  Abbildung  muß  an  die  Bedingung 
geknüpft  werden,  daß  die  beiden  planimetrischen  Produkte  ihrer  drei  Nenner 
von  ISTull  verschieden  seien. 

Denn  wäre  zum  Beispiel  das  Produkt  der  drei  Nenner  des  Bruches  — , 
das  heißt  das  Produkt  [J.^ J.^ J.3]  =  0,  also  nach  (5)  a  =  0,  so  würde 
zwischen  den  Nennern  Ä^  dieses  Bruches  eine  Zahlbeziehung  bestehen 
müssen.  Eine  solche  Zahlbeziehung  zwischen  den  Nennern  eines  exten- 
siven Bruches,  dessen  Zähler  linear  unabhängig  sind,  widerspricht  aber 
dem  Begriffe  des  extensiven  Bruches.  Ein  solcher  Bruch  nämlich  soUte 
nach  seiner  Erklärung  erstens  seinen  drei  Nennern  die  drei  Zähler  zuweisen 
und  zweitens  bei  der  Multiplikation  mit  einer  Vielfachensumme  aus  den 
drei  Nennern  distributiv  sein.  Diese  beiden  Eigenschaften  aber  sind  nicht 
mit  einander  vereinbar,  sobald  zwischen  den  Nennern  eine  Zahlbeziehung 
herrscht,  der  nicht  die  entsprechende  Zahlbeziehung  zwischen  den  Zählern 
zur  Seite  steht.  Denn  aus 
obwaltenden  Zahlbeziehung 


zur  Seite  steht.     Denn  aus  einer  zwischen  den  Nennern   des  Bruches  — 


A^QlA  +  98^2 
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würde  durch  Multiplikation  mit  dem  Bruche  —  die  Gleichung  folgen: 

für  die  man  wegen  der  Distributivität  des  Bruches  —  auch  schreiben  kann: 
Ay^-Qi  A^-^Qi  A^    oder  wegen  (111): 

«3  =  9l«l   +  92  «2- 

Jede  Zahlbeziehung  zwischen  den  Nennern  eines  extensiven  Bruches 
würde  also  nach  dem  Begriffe  eines  solchen  Bruches  die  entsprechende  Zahl- 
beziehung zwischen  den  Zählern  nach  sich  ziehen.  Da  nun  aber  bei  den 
beiden  Brüchen  (111)  und  (112)  zwischen  den  Zählern  überhaupt  keine 
Zahlbeziehung  bestehen  kann,  insofern  ja  die  beiden  Zählerprodukte  [e^e^e^J 
und  [E'jijJE'j]  beide  ==  1,  also  sicher  von  NuU  verschieden  sind,  so  ist  der 
Fall  eines  verschwindenden  Nennerproduktes  ganz  von  der  Betrachtung 
auszuschließen 

Die  für  die  Umkehrbarkeit  der  Brüche  r  und  R  erforderlichen  Be- 
dingungen 
(113)  [Ä,Ä,Ä,]^0     und     (114)     Ka2«3]  +  0, 

die  man  wegen  (5)  und  (98)  auch  in  der  Form  schreiben  kann: 

(115)  a  +  0  und    (116)  51  +  0, 

sind  übrigens  für  den  Fall,  wo  M  die  adjungierte  Abbildung  zu  r  ist, 
nicht  unabhängig  von  einander,  sondern  die  Ungleichung  (113)  (oder  (115)) 
zieht  mit  Rücksicht  auf  (100)  die  Ungleichung  (114)  (also  auch  die  Un- 
gleichung (116))  nach  sich. 

Femer  sind  die  Ungleichungen  (113)  und  (114)  (oder  (115)  und  (116)) 
zugleich  die  Bedingungen  dafür,  daß  die  Reziprozitäten  r  und  R  nicht 
entarten. 

Ist  aber  die  für  die  Existenz  der  Brüche  und  -^  erforderliche  Be- 
dingung  a  +  0  erfüllt,  so  sind  diese  Brüche,  wie  ihre  Form  zeigt,  ebenso 
wie  die  Brüche  r  und  R,  Ausdrücke  einer  gewissen  Reziprozität,  und  zwar 
ist  der  Bruch  —  der  Ausdruck  für  die  zur  Abbildung  r  inverse  Stab- 
Punkt-Zuordnung  und  der  Bruch  ^  der  Ausdruck  für  die  zur  Abbil- 
dung R  inverse  Punkt-Stab-Zuordnung.  In  der  Tat  wird  die  durch 
den  Bruch  r  bewirkte  Abbildung  durch  den  Bruch  —  wieder  rückgängig 
gemacht  und  umgekehrt,  und  Entsprechendes  gilt  von  den  Brüchen  R 
und  ^-j  das  heißt,  es  bestehen  die  Gleichungen 

11* 


1 

xr—  =  X 
r 

(118) 

ü^r^U 

UB^-=  ü 

(120) 

x^M  =  X. 
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(117) 

(119) 

Diesen    Beziehungen   kann    man    aber  noch  eine  andere  Form  verleihen. 
Setzt  man  nämlich 

(121)  xr  =  ü, 

so  nimmt  die  Gleichung  (117)  die  Form  an 

(122)  x=U^, 
und  man  hat  den  Satz: 

Satz  384:  Wenn  das  planimetrische  Produkt  der  Zähler  von  r 
von  Null  verschieden  ist,  das  heißt,  wenn  die  Ungleichung 

(113)  [^1^2^3]  +  0 

erfüllt  ist,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Ungleichung: 

(115)  a  +  0, 
so  ist  die  Gleichung 

(121)  xr=ü 

nach  X  auflösbar  und  ergibt  für  x  den  Wert 

(122)  x=U^- 

Verschwindet  hingegen  das  äußere  Produkt  der  drei  Zähler  von  r, 
so  verliert  der  Bruch  —  seine  Bedeutung.  Bei  gegebenem  U  und  r  wird 
alsdann  durch  die  Gleichung  (121)  der  Punkt  x  noch  nicht  eindeutig  be- 
stimmt. 

Setzt  man  andererseits 

(123)  UM  =  X, 

so  -verwandelt  sich  die  Gleichung  (119)  in 

(124)  ^=^h 
und  man  erhält  also  den  Satz: 

Satz  385:  Wenn  das  planimetrische  Produkt  der  Zähler  von 
II  von  Null  verschieden  ist,  das  heißt,  wenn  die  Ungleichung 
(114)  Ka2«3]4=0 

erfüllt  ist,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Ungleichung 

(116)  21  +  0, 
so  ist  die  Gleichung 

(123)  UB  =  x 
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nach  U  auflösbar  und  ergibt  für  TJ  den  Wert 

(124)  C/=:rl. 

Verschwindet  hingegen  das  planimetrische  Produkt  [ctia^a^,  so  ver- 
liert der  Bruch  ^  seine  Bedeutung.  Bei  gegebenem  x  und  JR  wird  als- 
dann der  Stab  U  durch  die  Gleichung  (123)  noch  nicht  eindeutig  bestimmt. 

Wie  die  Vergleichung  der  vier  extensiven  Brüche  r  und  ^,  It  und 

1  . 

—  zeigt  (vgl.  die  Formeln  (6),  (11),  (Hl)  und  (112)),  sind  die  beiden 
**  ...  1 

ersten  und  die  beiden  letzten  Brüche  gleichartige  Größen.    Der  Bruch  -^ 

insbesondere  hat  es  mit  dem  Bruche  r  gemein,  daß  er  wie  dieser  eine 
Reziprozität  darstellt,  aufgefaßt  als  Punkt-Stab-Zuordnung.  Aber  trotzdem 
sind  diese  beiden  Reziprozitäten  im  allgemeinen  keineswegs  mit  einander 
identisch  oder  auch  nur  bis  auf  einen  Zahlfaktor  einander  gleich.  Dies 
erkennt  man    sofort,   wenn  man   die  drei  Stäbe  bestimmt,  die  durch  den 

einen  Bruch    „  =  —^ — *- — ~    den   Nennerpunkten  e.   des  andern  Bruches 
JfJ        Oj,  a,,  Oj  ^  » 

Ä     A     A 
r  =  "^-^^^ — »  zugewiesen  werden,  und  die  Ausdrücke  für  diese  Stäbe  mit 

denen  für  die  Stäbe  e^r  =  A.  vergleicht,  in  welche  dieselben  Punkte  e.  durch 
den  Bruch  r  übergeführt  werden,  das  heißt  nach  (3)  mit  den  Ausdrücken 

(125)  e,r  =  a,,E,  +  a,,E,  4-  a,,E„    i  =  1,  2,  3. 

Dazu  stelle  man  zunächst  die  Nenner  e.  des  Bruches  r  als  Vielfachen- 
summen der  Nenner  a^  des  Bruches  -^  dar.  Nach  (15)  bestehen  zwischen 
den  a^  und  e,.  die  Gleichungen 

«1  =  5luei  +  2lj2e2  +  ^i3«3 

«2  ==  ^21^1   +  5l22«2  +  5123^3 
«3  =   ■ii^iej^  +   •^13262   T   ■<^33^3- 

Multipliziert  man  diese  drei  Gleichungen  mit  den  Faktoren  a^^,  a^i,  O3,, 
addiert  und  berücksichtigt  die  aus  der  Theorie  der  Determinanten  bekannten 
Gleichungen 

(126)  Q,,2l,,  -f  a,,%,  +  03,913,  =  0,     i  =  1,  2,  3,    und 

(127)  a,,2l,,  +  Q2,5r2,-f  Q3,9t3,  =  0,     i,  Ä;  =  l,  2,  3,    i^Jc, 
so  erhält  man 

(128)  oe,  =  Ol,«!  4-  02,0^2  +  ösi^sj     *'  =  1>  2,  3,     also 

(129)  e,  =  ^  (a^,a,  +  a^,a^  +  a^,a^),     i  =  1,  2,  3. 

Man  bekommt  daher  für  die  drei  Stäbe,  welche  durch  den  Bruch  ^  den 
Nennern  e,  des  Bruches  r  zugewiesen  werden,  mit  Rücksicht  auf  (112)  die 
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Ausdrücke 

(130)  e,^  =  |(ai,^i  +  a,,E,  +  03,^3),    i  =  l,2,  3, 

die  sich  von  den  Ausdrücken  (125)  für  die  Stäbe  e.r  außer  durch  den 
Zahlfaktor  —  noch  dadurch  unterscheiden,  daß  die  Ableitzahlen  in  der 
Klammer  gegen  die  Ableitzahlen  der  Stäbe  e.r  transponiert  sind.  Die 
Geraden  der  Stäbe  e^r  und  e,.^  sind  daher  im  allgemeinen  von  einander 
verschieden,  das  heißt,  es  werden  einem  jeden  von  den  drei  Grundpunkten  e. 
und  somit  überhaupt  jedem  Punkte  der  Ebene  im  allgemeinen  zwei  auch 
ihrer  Lage  nach  verschiedene  Stäbe  zugeordnet  sein,  je  nachdem  man  zu 
seiner  Abbildung  den  Bruch  r  oder  den  Bruch  -^  verwendet. 

Da  die  Abbildung  r  die  Punkte  des  „ersten  Systems"  in  die  Stäbe 
des  zweiten  überführt,  und  die  Abbildung  22  den  Stäben  des  ersten  Systems 
die  Punkte  des  zweiten  zuordnet,  die  Abbildung  -^  somit  die  Punkte  des 
„zweiten  Systems"  in  die  Stäbe  des  ersten  zurückverwandelt,  so  kann  man 
sagen : 

Die  Reziprozität  r  dient  zur  Abbildung  der  Punkte  des  ersten  Systems 
auf  die  Stäbe  des  zweiten  und  die  Reziprozität  ^  zu/r  Abbildung  der  Punkte  des 
zweiten  Systems  auf  die  Stäbe  des  ersten. 

Und  man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  386:   Die   beiden   Stäbe,   in   die   ein  Punkt  x   der  Ebene 

durch  eine  Reziprozität   |  j        ^  l  übergeführt  wird,  sind  im  all- 

gemeinen  auch  ihrer  Lage  von  einander  verschieden,  je  nachdem 
der  Punkt  x  als  Punkt  des  ersten  oder  des  zweiten  Systems  auf- 
gefaßt wird,  je  nachdem  also  zu  seiner  Abbildung  der  Bruch  r 
oder   der  Bruch  -=  verwendet  wird. 

JK 

Will  man  andererseits  auch  die  Beziehung  zwischen  der  zur  Rezi- 
prozität r  adjungierten  Reziprozität  JK  und  der  zu  r  inversen  Reziprozität  — 

entwickeln,  so  bestimme  man  diejenigen  drei  Punkte  E^  — ,  die  durch  den 

Bruch  —  =  -^ — r^— V-  den  Nennern  E,  des  andern  Bruches  JR  =  ^ 


A,  A,  A  *  .  ^y  ^t>  ^s 

zugewiesen  werden,  und  vergleiche  die  Ausdrücke  für  diese  drei  Punkte 

mit  denen  für  die  Punkte  E,jR  =  a,,  in  welche  dieselben  Stäbe  durch  den 

Bruch  R  übergeführt  werden,  das  heißt  nach  (15)  mit  den  Ausdrücken 

(131)  E,B  =  %,e,  +  ^,,e,  +  %,e„     i  =  l,2,  3. 

Dazu  stelle  man  zunächst  die  Nenner  E,  des  Bruches  H  als  Vielfachen- 
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summen  der  Nenner  A^  des  Bruches  dar.  Nach  (3)  bestehen  zwischen 
den  A,^  und  E^  die  Gleichungen 

A,  =  aji-Ei  +  Oia^Ja  +  a^^E^ 

A^  =  a^^E^  +  OaaJ^j  +  a^E^ 

Multipliziert  man  diese  drei  Gleichungen  mit  den  Faktoren  ST^,.,  Stg^ 
STj,.,  addiert  und  berücksichtigt  die  Gleichungen  (126)  und  (127),  so  er- 
hält man 

(132)  aE,  =  Sr^.A  +  '^uA  +  %,A„     i  =  1,  2,  3,  also 

(133)  E,  =  \  (H,,A  +  %iÄ,  +  %,A,),    i  =  1,  2,  3. 

Man   bekommt   daher   für   die  drei   Stäbe,   die  durch  den  Bruch  —  den 

'  r 

Nennern  ^,.  des  Bruches  jB  zugewiesen  werden,  mit  Rücksicht  auf  (111) 
die  Ausdrücke: 

(134)  E,^  -~(.%ie,  +  %,e,  +  St3,.3),    t  =  1,  2,  3, 

die    sich   von   den  Ausdrücken  (131)  für  die  Punkte  ^^U   wieder  außer 

durch  den  Zahlfaktor  —  noch  dadurch  unterscheiden,  daß  die  Ableitzahlen 
a 

in  der  Klammer  gegen  die  Ableitzahlen  der  Punkte  E^R  transponiert  sind. 
Die  Punkte  E^It  und  E^  sind  daher  im  allgemeinen  voneinander  ver- 
schieden, das  heißt,  es  werden  einem  jeden  von  den  drei  Grundstäben  E^ 
und  somit  überhaupt  jedem  Stabe  der  Ebene  im  allgemeinen  zwei  atich 
ihrer  Lage  nach  verschiedene  Punkte  zugeordnet  sein,  je  nachdem  man  zu 
seiner  Abbildung  den  Bruch  jB  oder  —  verwendet. 

Da  die  Abbildung  R  die  Stäbe  des  „ersten  Systems"  in  die  Punkte 
des  zweiten  überführt,  und  die  Abbildung  r  den  Punkten  des  ersten 
Systems  die  Stäbe  des  zweiten  zuordnet,  die  Abbildung  —  somit  die  Stäbe 

des  „zweiten  Systems"  in  die  Punkte  des  ersten  zurückverwandelt,  so  kann 
man  sagen: 

Die  Reziprozität  R  dient  zur  Abbildung  der  Stäbe  des  ersten  Systems 
auf  die  PunMe  des  zweiten  imd  die  Reziprozität  zur  Abbildung  der  Stäbe 
des  zweiten  Systems  OMf  die  Punkte  des  ersten. 

Und  man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  387:    Die  beiden  Punkte,   in  die  ein   Stab   U  der  Ebene 

durch  eine  Reziprozität  j  i  i  [  übergeführt  wird,  sind  im  all- 
gemeinen    auch    ihrer   Lage   nach    voneinander   verschieden,    je 
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nachdem  der  Stab  U  als  ein  Stab  des  ersten  oder  des  zweiten 
Systems  aufgefaßt  wird,   je  nä-chdem  also  zu  seiner  Abbildung 

der  Bruch  JR  oder  der  Bruch  —  verwendet  wird. 

r 

Der  Fluchtpunkt  und  der  Verschwindungspunkt  einer  Reziprozität.  Nach 
dem  Satze  386  werden  insbesondere  auch  jedem  unendlich  fernen  Punkte 
der  Ebene  im  allgemeinen  zwei  verschiedene  Stäbe  entsprechen,  und  diese 
Stäbe  gruppieren  sich,  falls  man  sämtliche  unendlich  fernen  Punkte  ab- 
bildet, zu  zwei  Strahlbüscheln.  Wie  schon  oben  bei  der  Kollineation  ge- 
zeigt wurde,  lassen  sich  nämlich  die  unendlich  fernen  Punkte,  das  heißt 
die  Strecken  g  der  Ebene,  sämtlich  aus  zwei  Grundstrecken,  etwa  aus 
den  Strecken 

(135)  ^j  =  A._-^,     g^^-3^ 

^       ■'  "^^       nti        itis '      ^^        ntg        mj  ' 

numerisch  ableiten,  also  unter  der  Form 

(136)  g  =  Q,g^  +  Q^g^ 

darstellen.  Faßt  man  diese  Strecken  als  Elemente  des  ersten  Systems  auf, 
so  werden  sie  durch  den  Bruch  r  in  die  Stäbe 

(137)  gr  =  öl  g^r  -f  g^  g^r 

übergeführt.  Den  unendlich  fernen  Punkten  (den  Strecken)  des  ersten 
Systems  entsprechen  daher  wirklich  die  Stäbe  eines  Strahlbüschels.  Der 
Scheitel  dieses  Strahlbüschels,  das  heißt  der  Punkt 

(138)  w  =  [>i^-^2^]> 

möge  der  Fluchtpunkt  der  Reziprozität  r,  JB  genannt  werden. 

Um  die  geometrische  Bedeutung  des  Fluchtpunktes  u  einer  Rezipro- 
zität zu  finden,  beachte  man,  daß  ein  System  paralleler  Geraden  der 
Ebene  sich  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  schneidet,  also  ein  Strahl- 
büschel bildet,  dem  auch  die  unendlich  ferne  Gerade  angehört.  Daraus 
aber  folgt  nach  der  dritten  Grundeigenschaft  der  Reziprozität  (Satz  378), 
daß  auch  die  Bildpunkte  eines  jeden  Systems  paralleler  Geraden  mit  dem 
Bildpunkte  der  unendlich  fernen  Geraden,  das  heißt  mit  dem  Flucht- 
punkte u  der  Reziprozität  in  einer  geraden  Linie  liegen.  Man  hat  somit 
den  Satz: 

Satz  388:  Bei  der  reziproken  Abbildung  liegen  die  Bildpunkte 
eines  jeden  Systems  paralleler  gerader  Linien  auf  einer  Ge- 
raden, die  durch  den  Fluchtpunkt  u  der  Reziprozität  geht. 

Betrachtet  man  andererseits  die  unendlich  fernen  Punkte,  das  heißt 
die  Strecken  g  der  Ebene,  als  Elemente  .des  zweiten  Systems,  bezeichnet 
sie  als  solche  mit  dem  Buchstaben  h  und  benutzt  als  Grundstrecken 
dieses  Systems  die  Strecken 
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wo  die  Nenner  n^  die  Massen  der  Punkte  a^  bezeichnen,  so  wird 

(140)  A  =  Öi^i  +  fts^s. 

Für  die  Stäbe  des  ersten  Systems,  welche  diesen  Strecken  h  ent- 
sprechen, bekommt  man  also  die  Darstellung 

(141)  ^i  =  ^i  '^i:^  +^2  ^ä^R, 

aus  der  für  den  Scheitel  v  des  von  ihnen  beschriebenen  Strahlbüschels, 
wir  nennen  ihn  den  Verschwindungspunkt  der  Reziprozität  r,  12, 
der  Wert  hervorgeht 

(142)  "-^i-^^ij- 

Der  in  dem  Satze  388  enthaltenen  Eigenschaft  des  Fluchtpunktes 
einer  Reziprozität  entspricht  dann  die  folgende  Eigenschaft  des  Ver- 
schwindungspunktes : 

Satz  389:  Bei  einer  reziproken  Abbildung  sind  die  Bild- 
geraden zweier  Punkte,  deren  Verbindungslinie  durch  den  Ver- 
schwindungspunkt V   der  Reziprozität  geht,  einander  parallel. 

Übrigens  läßt  sich  der  Fluchtpunkt  u  und  der  Verschwindungspunkt 
V  einer  Reziprozität  r,  R  auch  leicht  als  Vielfachensumme  der  Grundpunkte 
darstellen.  Für  die  den  Strecken  g^  und  g^  des  ersten  Systems  zugeord- 
neten Stäbe  g^r  und  g^r  ergeben  sich  nämlich  aus  (135)  und  (6)  die  Werte 

(143)  gr  =  ^-^,    gr==^—^-^- 

Man  erhält  also  für  den  Fluchtpunkt  u  der  Reziprozität  nach  (138)  die 
Darstellung 

(144)  u  =  [(^  _  AWA  _  A\l  _  AA]  I  M«A]  1  [^1  ^«] 

oder  wegen  (13) 
(145) 

Entsprechend  findet  man  für  den  Verschwindungspunkt  v  der  Reziprozität 
den  Ausdruck 

(146)  V  =  "i^i+  "»^«  +  "»^» 

in  dem  die  Zahlgrößen  n^  die  Massen  der  Punkte  a^  bedeuten.  Aus  der 
allgemeinen  Massenformel  (28)  des  25.  Abschnitts  folgen  daher  für  sie 
mit  Rücksicht  auf  (15)  die  Werte 

(147)  n,^%,m,  +  %,m,i-%,m„    i=  1,2,3. 


ntiittj 
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Abschnitt  31. 
Das  Polar  System. 

Übergang  von  der  allgemeinen  Meziprozität  zum  Polarsystem.  Erste 
Grundeigenschaft  des  Polarsystems.  Die  Beziehung  zwischen  den  beiden 
Ausdrücken  (125)  und  (130)  des  vorigen  Abschnitts  für  die  den  Grund- 
punkten e^  im  zweiten  und  ersten  System  zugeordneten  Geraden  tritt  noch 
etwas  deutlicher  hervor,  wenn  man  anstatt  des  Bruches  -^^  den  von  ihm 

nur  um  den  konstanten  Zahlfaktor  a  verschiedenen  Bruch  -^  verwendet, 

JK 

der  ja  geometrisch  dieselbe  Reziprozität  definiert  wie  der  Bruch  -^,  nur 

daß  alle  Stäbe  gegen  die  entsprechenden  Stäbe  der  Abbildung  ^  noch  mit 
einem  konstanten  Zahlfaktor  a  multipliziert  erscheinen.  Für  diesen  Bruch 
gelten  die  Gleichungen  (vgl.  die  Gleichungen  (130)  des  vorigen  Abschnitts): 

(1)  e,^==a,,E,  +  a,,E,  +  a,,E,,    i  =  1,  2,  3. 

Die  Ausdrücke  für  die  so  gewonnenen  Stäbe  e^^  unterscheiden  sich  daher 
von  den  für  die  Stäbe  e^r  in  (125)  des  vorigen  Abschnitts  angegebenen 
Werten 

(2)  e,r  =  a,,E,  +  a,,E,  +  a,,E,,    i  =  1,  2,  3, 

nur  noch  dadurch,  daß  ihre  Ableitzahlen  gegen  die  der  Stäbe  e^r  trans- 
poniert  sind.     SoUte   daher   allgemein  für  jeden  Wert  von  i  und  Je 

(3)  o*i  =  a,„    *,  Ä=l,  2,  3, 

sein,  so  werden  die  beiden  Ausdrücke  (2)  und  (1)  identisch,  das  heißt, 
es  wird 

(4)  ^.•^  =  ^.i.     «  =  1,2,3; 

und  somit  wird  auch  allgemein  für  jeden  beliebigen  Punkt  x 

(5)  xr  =  x^- 

Man  kann  daher  auch  die  Brüche  r  und  ^  selbst  einander  gleich 
setzen  und  erhält  so  die  Gleichung 

(6)  **  =     ^  ^^^  damit  den  Satz: 

Satz  390:  Eine  reziproke  Abbildung  r,  deren  Ableitzahlen 
den  drei  Bedingungen 

«H  =  ö.i;     «,  Ä;  =  1,  2,  3,    Ä;  +  i, 
Genüge  leisten,  stimmt  bis  auf  einen  Zahlfaktor  a  mit  dem  rezi- 
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proken  Werte   der   adjungierten  Abbildung  R   überein.     Dieser 
Zahlfaktor  ist  dabei  der  Potenzwert  der  Reziprozität  r. 

Und  von  diesem  Satze  gilt  auch  die  Urakehrung.  Aus  den  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  folgen  nämlich  durch  Vormultiplizieren  mit  e^  die 
Gleichungen : 

(8)  k-e,r]  =  a..i. 

Die  aus  den  Gleichungen  (4)  durch  Vormultiplizieren  mit  e^,  Ä;  =  1,  2,  3, 
Ä;  4=  *>  hervorgehenden  drei  Gleichungen 

k-«*^]  =  [«*•«<:!];     »,  Ä=l,  2,  3,     h  +  i 
lassen  sich  daher  auch  in  der  Form  schreiben: 

ö.*  =  ^kit  h  ^^  =  1,  2,  3,     Ä  4=  i 

und  man  hat  den  Satz: 

Satz  391:  Umkehrung  von  Satz  390:  Besteht  zwischen  der 
Punkt-Stab-Abbildung  r  einer  Reziprozität  vom  Potenzwert  a 
und  ihrer  adjungierten  Abbildung  U  die  Beziehung 

(6)  '•=^, 

80  genügen  ihre  Ableitzahlen  a,j  den  drei  Gleichungen: 

(3)  a^,  =  a,i,  i,  Ä  =  1,  2,  3,    Ä  +  i. 

Bezeichnet  man  also  den  Bruch  für  die  Punkt-Stab-Abbildung  einer 
solchen  speziellen  Reziprozität,  deren  Ableitzahlen  die  Gleichungen  (3) 
erfüllen,  mit  dem  besonderen  Buchstaben  p  und  den  adjungierten  Bruch 
mit  dem  Buchstaben  P,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (6)  in: 

(9)  j>  =  ^; 

und  es  wird  daher  für  einen  jeden  Punkt  x 

xp==x^y 

oder  da  die  Stellung  des  Zahlfaktors  a  willkürlich  ist, 

1 

xp  =  a-  Xp- 

Multipliziert  man  aber  diese  Gleichung  mit  jP,  so  nimmt  sie  die  Form  an: 

xp  P  ==  a  •  a;  V,  P, 

oder  endlich,  wenn  man  die  Gleichung  (120)  des  vorigen  Abschnitts  be- 
rücksichtigt,   die   für   eine   jede  Reziprozität  U,    insbesondere  also  auch 
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für  die  Reziprozität  1*  gilt,  die  Form: 
(10)  xpJP=ax. 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Satz  392:  Eine  reziproke  Abbildung  p,  deren  Ableitzahlen 
die  drei  Bedingungen 

ÖH  =  ^ik,     *,  ^  =  1,  2,  3,     fc  H=  *, 

befriedigen,  hat  die  Eigenschaft,  daß  jeder  Stab  xp,  der  aus  einem 
beliebigen  Punkte  x  vermöge  der  Abbildung  p  hervorgeht, 
durch  die  adjungierte  Abbildung  JP  in  den  mit  dem  Punkte  x 
kongruenten  Punkt  ax  übergeführt  wird,  unter  a  der  Potenzwert 
der  Reziprozität  p  verstanden. 

Wegen  dieser  Eigenschaft  nennt  man  eine  reziproke  Abbildung, 
deren  Ableitzahlen  den  Gleichungen 

a*f  =  ^ik,  i,  Jc  =  l,  2,  3, 
genügen,  involutorisch  und  benutzt  für  eine  solche  involutorische  Re- 
ziprozität noch  den  besonderen  Namen  „Polarreziprozität".  Ferner 
sagt  man  von  den  beiden  Systemen,  die  einander  durch  eine  Polarrezipro- 
zität zugewiesen  werden,  sie  bilden  zusammen  ein  „Polarsystem".  Auch 
bezeichnet  man  wohl  die  Abbildung  sdbst  als  ein  Polarsystem. 

Man  nennt  ferner  die  einem  beliebigen  Punkte  x  in  einem  Polar- 
system p,  F  zugeordnete  Gerade  xp  die  Polare  des  Punktes  x  in  dem 
Polarsystem  p,  JP  und  umgekehrt  den  einer  beliebigen  Geraden  TJ  zuge- 
ordneten Punkt  C7JP  den  Pol  der  Geraden  Z7in  dem  Polarsystem  p,  F. 

Die  Brüche  p  und  P  für  das  Polarsystem  genügen  zunächst  selbst- 
verständlich allen  denjenigen  Formeln,  die  oben  für  eine  beliebige  Rezipro- 
zität entwickelt  sind.  Der  Übersicht  wegen  seien  sie  hier  unter  Benutzung 
der  neuen  Bezeichnung  noch  einmal  zusammengestellt.    Es  sind  die  Formeln: 

f■^^\  ^ -g^i?  ^2J  -^a  /ION  X» «1 ,    gg,   a^ 

(13)  e,p  =  Ä„  (14)  E,F=a,, 


«!> 

Cj, 

«5 

^iP   = 

A, 

ei, 

e^, 

«8 

(15)  1__  e       e„    e  .^g.  1  _  ^„  E„  E 

^     ^  P        A^,  Ai,  Ä^^  .          \      J  P         a^,    «j,    Og' 

(17)  A-^=^.,  (18)  «.-^  =  ^.-, 

(19)  E^-ih^],  E,  =  [e,e,],  E^  =  [e^e,], 

(20)  a^  =  [Ä^As],  «2  =  [AA],    %  =  IAA]) 

(21)  [e^e,e,]=^l,  {22)  [E,E,E,]=1, 

(23)  [e,^J  =  [^,e,]  =  1,  (24)     [e,E,]  =  [E,e;\  =  0,    i^h, 
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(26)  a,  =  %,€,  +  %,e,  +  21,3^3.      »  =  1;  2,  3, 
wo  die  Hj-t  die  ünterdeterminanten  der  Determinante 

(27)  tt  =  |a.J     sind.    * 

(28)  M  =  [Ä,Ä,A,]  =  |a,,|  =  a, 

(29)  [P»]  =    [a,a,a,]    ==  \%^,\  =  %  =  a\ 

(30)  [E,E,]  =  e,,      [E,Ei]==e„      [E,E,]==e„ 

(31)  K«3]  =  ttAj    [«3»i]  =  a^2>    [aia2]  =  a^3, 

(32)  [a,^J  =  [^A]  ==  Q  (33)  [MJ  =  [^*«.]  =  0;  *  +  ^• 
Aus  den  Gleichungen  (31)  geht  noch  hervor,  daß  die  Unterdeterminanten 
ü^  der  „adjungierten  Determinante"  i%.i^\  zu  den  Elementen  o^j  der  ur- 
sprünglichen Determinante  in  der  Beziehung  stehen: 

(34)  Qi^  =  aa,„    «,  Ä;  =  1,  2,  3 
Ferner  erhält  man  die  Formeln: 

(35)  M  =  P,  (36)  [P*]=^, 
vorausgesetzt,  daß  unter  p  der  adjungierte  Bruch   des  zu  p  adjungierten 
Bruches  P  verstanden  wird,  daß  also 


(37)                                p 

ist,  und  zugleich  ist 

(38) 

Weiter  wird: 

(39) 

P  =  ^P- 

(40)                        [FP.  TTP]  =  [VW]p  =  0 

[VW]P, 

(41)               xp^-x, 

(42) 

p^ 

-u, 

(43)               UF^  =  CT, 

(44) 

x^P  = 

--  X. 

Wenn  endlich 

(45) 

ist,  so  ist  die  Gleichung 

(46) 

a=hO 
xp  =  U 

nach  X  auflösbar  und  ergibt  für  x  den  Wert 

(47) 

x=  U-, 
P  ' 

und  andererseits  ist  unter  derselben  Bedingung  die  Gleichung 

(48)  UF  =  x 
nach   U  auflösbar  und  liefert  für  ü  den  Wert 

(49)  U=x^- 
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Zu  diesen  Formeln,  welche  sämtlicli  auch  noch  für  jede  beliebige 
Reziprozität  gelten,  treten  nun  weiter  diejenigen  Formeln  hinzu,  die  dem 
Polarsystem  eigentümlich  sind,  also  zunächst  die  Bedingungsgleichungen 
des  Polarsystems 

(50)  o*i  =  Oa,     *jÄ=l,  2,  3, 
aus  denen  noch  folgt,  daß  auch 

(51)  5l,,  =  2l,„     *,  ^  =  1,2,3, 
ist.     Ferner  die  oben  aus  (50)  abgeleitete  Formel 

(52)  i>  =  ^ ,     für  die  man  auch  schreiben  kann     (53)      jP  ==  —  oder 

(54)  4  =  -  und  (55)     -1  =  -. 

Endlich  die  Formeln,  die  den  involutorischen  Charakter  des  Polarsystems 
ausdrücken,  nämlich  die  Formel: 

(56)  xpl*=ax, 

und  andererseits  die  aus  (42)  und  (55)  entspringende  Formel: 

(57)  UFp  =aU. 

Von  diesen  beiden  Formeln  zeigt  nämlich  die  erste  (56):  Wenn  der  Stab 
U  die  Polare  des  Punktes  x,  also  U  =  xp  ist,  so  fällt  auch  umgekehrt 
der  Pol  des  Stabes  ü  auf  den  Punkt  a;;  denn  es  ist  ja  zufolge  (56)  dann 
UJP=  cix.  Und  ebenso  zeigt  die  zweite  Formel  (57):  Wenn  der  Punkt  x 
der  Pol  des  Stabes  U,  also  x  =  UJP  ist,  so  fällt  auch  umgekehrt  die  Polare 
des  Punktes  x  zusammen  mit  der  Geraden  des  Stabes  U]  denn  es  ist  ja 
nach  (57)  dann  xp  =  aU. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  393:  Erste  Grrundeigenschaft  des  Polarsystems:  Bildet 
man  in  einem  Polarsystem  p,  JP  zu  einem  beliebigen  Punkte  x 
die  Polare  und  zu  dieser  Polaren  wieder  den  Pol,  so  kommt 
man  zu  einem  mit  dem  ursprünglichen  Punkte  x  zusammen- 
fallenden Punkte  zurück;  dabei  multipliziert  sich  der  Punkt  x 
nur  mit  dem  Potenzwert  a  des  Bruches  p,  das  heißt,  es  besteht 
die  Formel 

(55)  xpJP=ax. 

Bildet  man  andererseits  in  einem  Polarsystem  p,  F  zu  einem 
beliebigen  Stabe  ZJden  Pol  und  zu  diesem  Pol  wieder  die  Polare, 
so  kommt  man  zu  einem  Stabe  zurück,  der  in  die  Gerade  des 
ursprünglichen  Stabes  U  fällt.  Die  Größe  und  der  Sinn  dieses 
neuen  Stabes  ergibt  sich  dabei,  indem  man  den  Stab  CT  mit  dem 
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Potenzwert  a  des  Bruches  _p  multipliziert,  das  heißt,  es  besteht 
die  Formel 

(57)  UPp  ==aU. 

Zweite  Grundeigenschaft  des  Polarsystems:  Seine  erste  Grundgleichung. 
Man  kann  übrigens  den  Bedingungsgleichungen  (50)  des  Polarsystems 
durch  Einführung  der  Grundpunkte  e,.  und  ihrer  Polaren  A^  noch  eine 
andere  Form  geben,  die  für  geometrische  Folgerungen  vielfach  geeigneter 
ist.    Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (25),  (23)  und  (24)  wird  nämlich 

(58)  ai.=  M*],       S^  =  l,2,  3, 
oder  wegen  (13) 

(59)  ^,i  =  We,p],    i,h  =  \,2,Z. 

Die  Bedingungsgleichungen  (50)  lassen  sich  daher  in  der  Form 
schreiben: 

M*]  =  [e,4.],        t,Ä;  =  l,  2,  3, 

oder  auch  in  der  Form 

(60)  We,p-\==[e,'e,p-\,    i,h^\,2,Z. 

Diese  letzteren  Gleichungen,  welche  eine  Beziehung  zwischen  je  zwei 
Grundpunkten  e^  und  e^^  ^"d  ihren  Polaren  e^  und  Cjj^  enthalten,  sind 
um  so  wichtiger,  als  sich  aus  ihnen  die  entsprechende  Beziehung  für 
irgend  zwei  beliebige  Punkte  y  und  z  und  ihre  Polaren  yp  und  zp  ab- 
leiten läßt.  Dazu  führe  man  in  den  Ausdruck  [ß-yp]  für  die  Punkte  z 
und  y  ihre  Ableitausdrücke 

3  8 

z  =  Xf  h^i     ußd     y  =  x*9tgt     ein  nnd  bekommt  so 


[z-yp] 

1                               1 

3          3 

-=^'^%t),[e,'e,p],  das  heißt 
1      1 

wegen  (60) 

3          3 

i      1     < 

s       s 
1      1 

=  [y-zp]. 
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Es  bestellt  also  wirklich  für  beliebige  Punkte  y  und  z  die  Gleichung 

(61)  l^-yp]  =  b-^p\] 

sie  möge  die  erste  Grundgleichung  des  Polarsystems  heißen.    Aus 
ihr  folgt  insbesondere,  daß  mit  der  Gleichung 

\z '  yp]  =  0     stets  die  Gleichung     [y  •  zp]  =  0 

verknüpft  ist,  und  damit  der  Satz: 

Satz  394:  Zweite  Grundeigenschaft  des 
Polarsystems:  Wenn  z  auf  der  Polare  eines 
Punktes  y  liegt,  so  liegt  auch  y  auf  der 
Polare  des  Punktes  z  (vgl.  Fig.  75). 

Dritte  Grundeigenschaft  des  Polarsystems:  Sätze  von  K.  v.  Staudt. 
Eine  andere  geometrische  Folgerung  ergibt  sich  aus  den  Bedingungs- 
gleichungen des  Polarsystems 

(50)  aa  =  Ou-,    h  Ä;=l,2,  3, 

wenn  man  nach   den  Beziehungen  fragt,    die   zwischen  den  Zähler-  und 

Nenner-Dreiecken  des  Bruches  p  (also  auch  des  adjungierten  Bruches  P) 
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herrschen  (vgl.  Fig.  76).  Dazu  bestimme  man  die  Schnittpunkte  der 
Stäbe  E^  und  Ä^  von  gleichem  Index  und  erhält 

oder  nach  den  Gleichungen  (30)  unter  Berücksichtigung  des  Satzes  22: 

[J5^j^i]  =  0^2 «3  ~  Qi3^2     ^^^  entsprechend 

(62)  [-£^2^2]   =023^1-021  «3 

[^8^3]   =Ö31«2  —  032^1- 

Die  Addition  dieser  Gleichungen  aber  liefert  vregen  der  Bedingungs- 
gleichungen (50)  des  Polarsystems  die  Gleichung 

(63)  [E,Ä,]  +  [E,Ä,]  +  [E,Ä,]  =  0. 

Und  diese  extensive  Gleichung  (63)  ersetzt  die  drei  Gleichungen  (50) 
vollständig;  denn  substituiert  man  in  die  Gleichung  (63)  für  die  Produkte 
[jE^J-J  ihre  Werte  aus  (62)  und  ordnet  nach  e^,  Cg,  e^,  so  erhält  man 
die  Gleichung 

(023  —  Ö32)«l   +  (Q3I  -  013)^2  +  (O12  —  Q2l)«3  =  0, 

die  sich  wegen  [e^e^e.^]  =|=  0  nicht  anders  befriedigen  läßt,  als  vrenn  alle 
drei  Koeffizienten  der  e^  verschwinden,  das  heißt  nicht  anders,  als  wenn 
die  drei  Gleichungen  (50)  erfüllt  sind.  Die  extensive  Gleichung  (63)  ist 
also  nicht  nur  eine  Folge  der  Gleichungen  (50),  sondern  zieht  auch  um- 
gekehrt die  Gleichungen  (50)  nach  sich. 

Nach  der  Gleichung  (63)  besteht  nun  zwischen  den  drei  Schnitt- 
punkten [EfAf]  der  drei  Paare  entsprechender  Seiten  der  beiden  Nenner- 
und Zähler-Dreiecke  e^^e^e^  und  a^a^a^  eine  besonders  einfache  Zahlbeziehung 
Aber  schon  aus  der  Tatsache,  daß  zwischen  den  drei  Punkten  [E-Ä^] 
überhaupt  eine  Zahlbeziehung  herrscht,  folgert  man  den  Satz: 

Satz  395:  Die  Schnittpunkte  der  drei  Paare  entsprechender 
Seiten  des  Nenner-  und  Zähler-Dreiecks  eines  Polarsystems  p,  P 
liegen  auf  einer  Geraden. 

Und  aus  dieser  Eigenschaft  folgt  bekanntlich  nach  dem  Satze  von 
Desargues^)  die  andere: 

Satz  396:  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Ecken  beider 
Dreiecke  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Sie  ergibt  sich  übrigens  auch  direkt  analytisch,  wenn  man  durch 
Multiplikation  der  Gleichungen  {2Q)  mit  den  Punkten  e,.  die  zu  (62)  dua- 
listischen Ausdrücke  bildet: 


1)  Vgl.  Oeuvres  de  Desargues  röunies  et  analysäes  par  Poudra,  Bd.I.  Paria 
1864.    Seite  413  ff.  und  Seite  430. 

GraAmann:  Projektiye  0«oinetrie  d.  Ebene.     II.  12 
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(64)  \[e,a2]  =  %,E,-%,E, 

[egag]  =  5131  £"2-2132^5;,, 

sodann  wieder  diese  Ausdrücke  addiert  und  dabei  die  Gleichungen  51^,.  =  51^^ 
berücksichtigt.  Auf  diese  Weise  erhält  man  die  zu  (63)  dualistische 
Gleichung 

(65)  [e^aj  +  [e^a^]  +  [6303]  =  0, 

welche  die  genannte  Eigenschaft  ausspricht. 

Nennt  man  noch  zwei  Dreiecke,  die  zueinander  in  der  durch  die  beiden 
letzten  Sätze  ausgedrückten  Beziehung  stehen,  zueinander  perspektiv, 
so  kann  man  die  beiden  gewonnenen  Ergebnisse  auch  in  dem  Satz  zu- 
sammenfassen: 

Satz  397:  Das  Nenner-Dreieck  eines  Polarsystems  ist  zu 
seinem  Zähler-Dreieck  perspektiv. 

Doch  sind  mit  diesen  Sätzen  die  Beziehungen  zwischen  dem  Nenner- 
und Zähler-Dreieck  eines  Polarsystems  noch  nicht  erschöpft;  und  in  der 
Tat  würden  sich  ja,  wie  auch  schon  oben  angedeutet  ist,  die  entwickelten 
Eigenschaften  bereits  haben  folgern  lassen,  wenn  sich  zwischen  den  drei 
Punkten  [E.Ä^]  und  den  drei  Stäben  [e^aj  überhaupt  irgend  eine  Zahl- 
beziehung ergeben  hätte,  während  den  Gleichungen  (63)  und  (65)  zufolge 
zwischen  ihnen  eine  ganz  besonders  einfache  Zahlbeziehung  herrscht,  eine 
Zahlbeziehung  nämlich,  deren  Koeffizienten  sämtlich  gleich  1  sind.  Es 
läßt  sich  also  vermuten,  daß  die  Gleichungen  (63)  und  (65)  oder  die  mit 
ihnen  gleichwertigen  Gl eichungs Systeme  (50)  und  (51)  noch  eine  weitere 
geometrische  Bedeutung  besitzen. 

Um  diese  zu  finden,  bilde  man  den  Ausdruck  für  einen  Stab  C  der 
„Perspektivitätsachse",  indem  man  etwa  die  in  (62)  angegebenen  Ausdrücke 
für  die  Punkte  [E^Ä^]  und  [-£"3^3]  miteinander  planimetrisch  (äußerlich) 
multipliziert.    Dadurch  erhält  man  für  den  Stab  G  den  Wert: 

C  =  [^2  ^2  •  -^3  ^3]  =  [(Ö23  ^1  -  «21  63)  (O31  ^2  -  032  «l)] 

oder  wegen  (19) 

(66)  C  =  a^i  Ogi  E^  i-  Qai  Q32  E^  +  033  Qgi  E^ . 

Da  ferner  nach  (12)  der  Bruch  für  die  betrachtete  Stab-Punkt-Zuordnung 
jP  des  betrachteten  Polarsystems  lautet: 

(12)  P  =  ^ 


SO  ergibt  sich  für  den  Pol  Gl*  der  Perspektivitätsachse  G  die  Summen- 

darsteUung: 

(67)  OP=02ia3iai  +  031032  «2  +02303103. 


Abschnitt  31,  Gleichung  (64)  bis  (70).     Satz  897.  179 

Mit  diesem  Ausdruck  vergleiche  man  den  Ausdruck  für  das  „Per- 
spektivitätszentrum"  c  der  beiden  Perspektiven  Dreiecke.  Dazu  stelle  man 
dieses  Perspektivitätszentrum  c  ebenfalls  als  Vielfachensumme  der  Ecken  a^ 
des  Zählerdreiecks  dar  und  gehe  zu  diesem  Zwecke  auf  die  Formeln  (128) 
des  vorigen  Abschnitts  zurück,  durch  welche  die  Ecken  e^  des  Nenner- 
dreiecks mit  den  Ecken  a^  des  Zählerdreiecks  verknüpft  sind,  das  heißt 
auf  die  Formeln: 

(68)  aCg  =  Ojatti   +  022  «2  +  <*32«3 

^h  =  Qi8%  +  0230^2+  ^a^'s- 
Aus  ihnen  leite  man  zunächst  die  Ausdrücke  für  die  drei  Verbindungs- 
linien entsprechender  Ecken  der  beiden  Perspektiven  Dreiecke  ab,  indem 
man  sie  beziehlich  mit  a^,  a^,  a^  äußerlich  multipliziert.     Aus  der  ersten 
Gleichung  (68)  ergibt  sich  durch  äußere  Multiplikation  mit  a^: 

Ö[«l«l]  =  a3l[«3«l]—  02lK«2]; 

oder  da  nach  (31) 

[agöi]  =  a  J.2     und     [a^^a^  =  0^3     ist: 

Qk«i]  =  a(a3i^2-ajiA)- 
Setzt  man  also  wie  bisher  voraus,  daß 

a  4=0 
sei,  daß  also  das  Polarsystem  nicht  entartet,  so  wird 

[e^aj  =  031^2  —  ^^21 -^3  ^^d  entsprechend  findet  man: 
(69)  [CgOg]  =  ai2^3  —  032  ^1 

[6303]  =  023^1  —  ai3^2- 
Für  das  Perspektivitätszentrum  c,  das  heißt  für  den  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden \a^e^,  erhält  man  daher  die  Darstellung 

c  =  [e^a^-e^a^'\  =  [(0,2^3  -  ^z%A){^^iA  -  «13^2)] 
oder  wegen  (20) 

(70)  C  =  ttiaOis«!  +   012  023%  +  fl32ai8«3- 

Dieser  Ausdruck  aber  stimmt  wegen  (50)  mit  der  oben  in  (67)  für  den 
Pol  O-P  der  Perspektivitätsachse  C  gewonnenen  Vielfachensumme  überein, 
und  man  sieht  somit,  daß  bei  einem  Polarsystem  nicht  nw  die  Nenner- 
und ZäJderdreiecke  perspeJctiv  liegen,  sondern  daß  überdies  das  Perspekti- 
vitätszentrum den  Pol  der  PerspelctivitätsacJise  bildet. 

Beachtet  man  endlich,  daß  diese  beiden  Eigenschaften  des  Nenner- 
und Zähler-Dreiecks  aus  den  Gleichungen 

(50)  a,,  =  Q,„    i,  Ä=l,  2,  3, 

12* 
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abgeleitet  sind^  die  sich  auch  in  der  Form  schreiben  lassen: 
(60)  [e,  ■  e^p]  =  [e^  •  e^p\,    i,h=\,2,  3, 

und  daß  diese  Formel,  welcher  je  zwei  Ecken  e.  und  e^  des  Nennerdreiecks 
genügen,  in  (61)  auch  für  zwei  ganz  beliebige  Punkte  y  und  z  bewiesen 
ist,  so  sieht  man,  daß  die  beiden  oben  für  das  Nenner-  und  Zähler-Dreieck 
bewiesenen  Eigenschaften  auch  für  je  zwei  beliebige  eigentliche  Dreiecke 
gelten  müssen,  die  einander  in  einem  nicht  entartenden  Polarsystem  ent- 
sprechen.    Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  398:  Dritte  Grrundeigenschaft  des  Polarsystems:  Erster 
Satz  von  Chr.  v.  Staudt:  Je  zwei  eigentliche  Dreiecke,  die  ein- 
ander durch  ein  nicht  entartendes  Polarsystem  zugewiesen 
werden,  liegen  perspektiv,  und  zugleich  ist  ihr  Perspektivitäts- 
zentrum  der  Pol  ihrer  Perspektivitätsachse^). 

Übrigens  läßt  sich  der  zweite  Teil  dieses  Satzes  auch  leicht  aus  dem 
ersten  rein  geometrisch  mit  Hülfe  der  ersten  Grundeigenschaft  des  Polar- 
systems ableiten,  wenn  man  noch  die  in  den  Sätzen  369  und  377  ent- 
haltenen Eigenschaften  einer  beliebigen  Reziprozität  verwertet,  die  sich 
speziell  für  ein  Polarsystem  in  der  Form  aussprechen  lassen: 

Satz  399:  Ein  Polarsystem  p,  JP  ordnet  der  geraden  Verbin- 
dungslinie zweier  Punkte  als  Pol  den  Schnittpunkt  der  Polaren 
dieser  Punkte  zu  und  weist  andererseits  dem  Schnittpunkte 
zweier  Geraden  als  Polare  die  gerade  Verbindungslinie  der 
Pole  dieser  Geraden  zu. 

Aus  diesem  Satze  folgt  zunächst  —  und  das  gilt  noch  ebenso  für 
eine  beliebige  Reziprozität  — :  In  dem  Polarsysteme  p,  F  entsprechen 
nicht  nur  den  drei  Ecken  e^,  e^,  e^  des  Nennerdreiecks  die  Linien  der 
drei  Seiten  A^,  A^,  A^  des  Zählerdreiecks,  sondern  auch  den  Linien  der 
drei  Seiten  E^,  E^,  E^  des  Nennerdreiecks  die  drei  Ecken  a^,  a^,  %  des 
Zählerdreiecks  (vgl.  die  Fig.  76). 

Nach  der  ersten  Grundeigenschaft  des  Polarsystems  (Satz  393)  werden 
dann  aber  auch  umgekehrt  durch  das  Polarsystem  p,  F  den  Ecken  a^, 
«2,  «3  des  Zählerdreiecks  die  Linien  der  drei  Seiten  E^,  E^,  E^  des 
Nennerdreiecks  zugeordnet. 

Hieraus  wiederum  ergibt  sich  bei  abermaliger  Anwendung  des  Satzes 
399:  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Ecken  des  Nenner-  und  Zähler- 
Dreiecks  eines  Polarsystems  p,  JP  sind  die  Polaren  für  die  Schnittpunkte 
der  diesen  Ecken  gegenüberliegenden  Seiten  der  beiden  Dreiecke,  das 
heißt,  es  sind  die  Linien 

[ei^i],     [e^^a^l,     [e^a^'l 


1)  Vgl.  Chr.  V.  Staudt,  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1847.    Nr.  242. 
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beziehlich  die  Polaren  der  Punkte 

[E,Ä^,    [E,Ä,l    [E,A,l 

Daraus  endlich  folgert  man  bei  nochmaliger  Anwendung  des  Satzes 
399:  Ein  Polarsystem  p,  jP  weist  der  Perspektivitätsachse  seines  Nenner- 
und Zählerdreiecks  das  Perspektivitätszentrum  dieser  beiden  Dreiecke  zu. 

Damit  aber  ist  wirklich  der  zweite  Teil  des  Satzes  398  mit  Hülfe 
der  ersten  Grundeigenschaft  des  Polarsystems  aus  dem  ersten  Teil  dieses 
Satzes  abgeleitet. 

Wenn  wir  die  in  dem  Satze  398  ausgesprochene  Eigenschaft  eines 
Polarsystems  als  eine  Grundeigen schaft  des  Polarsystems  bezeichnet  haben, 
so  soll  damit  darauf  hingewiesen  werden,  daß  durch  dieselbe  eine  Rezi- 
prozität vollständig  als  ein  Polarsystem  charakterisiert  werden  kann;  und 
zwar  brauchen  wir  diese  Eigenschaft  nur  für  ein  einziges  Dreieck  und 
sein  entsprechendes  Dreieck  vorauszusetzen.     Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

Satz  400:  Zweiter  Satz  von  Chr.  v.  Staudt  (Umkehrung  des 
ersten):  Wenn  durch  eine  Reziprozität  7%  JR  den  Ecken  eines 
Dreiecks  die  Seiten  eines  zu  ihm  perspektiv  liegenden  Dreiecks 
zugewiesen  werden,  und  überdies  derPerspektivitätsachse  beider 
Dreiecke  das  Perspektivitätszentrum  zugeordnet  wird,  so  ist 
die  Reziprozität  ein  Polarsystem^). 

In  der  Tat,  sind  wieder 

^ij     ^2>     ^sy        -^1?     E2,     -C/3 
die  Ecken  und  Seiten  des  ersten  Dreiecks, 

■^1?       -^2>       -^3}       ^l>       ^27       ^3 

die  Seiten  und  Ecken  des  zweiten,  zu  dem  ersten  Dreieck  Perspektiven 
Dreiecks,  und  sind 

(71)  r  =  f-^^^  und         (72)       l?  =  f^|^'- 

die  beiden  Brüche,  welche  die  Punkt-Stab-Zuordnung  und  die  Stab-Punkt- 
Zuordnung  der  im  Satz  beschriebenen  Reziprozität  vermitteln,  und  ist 
dabei  JJ  der  adjungierte  Bruch  zu  r,  so  wird  genau  wie  in  (66)  ein 
Stab  C  der  Perspektivitätsachse  beider  Dreiecke 

(73)  C  =  Q21  agi  E^  4-  O21 O32 E^  -f  a^g  Ogi  E^ , 

und  diesem  Stabe  C  wird  wegen  (72)  in  der  Reziprozität  r,  li  der  Punkt 
zugewiesen : 

(74)  CR  =  02,031«!  +  a2i082a2  +  023031^3- 


1)  Vgl.  Chr.  V.  Staudt,  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1847.     Nr.  241. 
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Andererseits   wird    wieder    wie    in   (70)   das  Perspektivitätszentrum  c 
der  beiden  Dreiecke  durch  die  Vielfachensumme  dargestellt: 

(75)  c  =  aigaig«]  +  aigOgs^a  +  ögaOisag- 

Soll  daher  dieser  Punkt  mit  dem  zugeordneten  Punkte  ClR  der  Perspek- 
tivitätsachse  C  zusammenfallen,  so  müssen  die  Ableitzahlen  des  Punktes 
c  denen  des  Pimktes  CR  proportional  sein,  das  heißt,  es  muß  die  Doppel- 
gleichung bestehen: 

(niX\  ^1  ^81  __  ^it  ^sa  __  ^8  '^i  ^ 

^     ^  «18  018       aijO^j       agjttij 

Aus  der  Gleichheit  der  beiden  ersten  Brüche  aber  folgt,  daß 


ist,  und  aus  der  Gleichheit  des  ersten  und  dritten  Bruches,  daß 

ÖlS  Ojj 

ist;  und  durch  Vergleichung  dieser  beiden  Gleichungen  findet  man,  daß  auch 

018  fläl 

sein  muß.     Man  erhält  daher  die  neue  Doppelgleichung 

^       ^  n  (i  n 

"iJ  "88  "si 

Wegen  der  Perspektivität  der  beiden  Dreiecke  muß  nun  aber  weiter 
zwischen  den  drei  Punkten 

[E,A],        [E,A,],        [E,A,-\ 

eine  Zahlbeziehung  herrschen.     Sie  möge  lauten: 

(78)  9i[^iA]  +  ^AE,A,^  +  93[^3^3]  =  0. 

Dieselbe  verwandelt  sich,  wenn  man  für  die  Produkte  [-E^^-^J  ihre  Werte 
aus  (62)  substituiert,  in: 

9i  (012^3  —  ^1362)  +  92(023^1  —  ^2163)  +  93(031^2  —  032^1)  =  0. 
und  nimmt,  wenn  man  nach  e^,  e^,  e^  ordnet,  die  Form  an: 

(79)  (92023  -  93032)^1  +  (93031  -  9iOi3)«2  +  (9itti2  -  92021)^3  =-  0- 

Da  aber  die  drei  Punkte  Cj,  e^,  e^  ein  eigentliches  Dreieck  bilden,  so  müssen 
die  Koeffizienten  dieser  Gleichung  einzeln  verschwinden,  das  heißt,  es 
müssen  die  drei  Proportionen  gelten: 

«21  :  «12  =  9i  :  92 
(8Ö)  •  033  :  032  =  9s  :  92 

013:031  =  93:91. 
Setzt  man   aber  die   drei  so  gewonnenen  Werte  der  in  (77)  auftretenden 


Abschnitt  »1,  Gleichung  (76)  bis  (89). 
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Brüche  in  die  Doppelgleichung  (77)  ein,  so  nimmt  sie  die  Form  an: 

(81)  9i  :  92  =  93 :  08  =  ÖS  :  9i 
und  vereinfacht  sich  sofort  zu: 

(82)  9i  =  92  =  93  • 

Die  Proportionen  (80)  verwandeln  sich  daher  in  die  Gleichungen 


(83) 


021  =  0 

^32=  Ö 


12 


»13 


23 


*31> 


das  heißt,  es  ist  allgemein 

(84)  ci,i  =  a,„    i,  Je  ==1,2,  3. 

Das  aber  waren  gerade  die  Bedingungsgleichungen  des  Polarsystems.    Also 

ist  der  Satz  400  bewiesen. 

Der  Abhildungsbruch  eines  Polarsystems  p  für  den  Fall,  wo  das  Nenner- 
dreieck ein  Polardreieck  ist.  Das  Perspektivitätszentrum  und  die  Per- 
spektivitätsachse  werden  unbestimmt,  aber  man  wird  doch  den  Bedingungs- 
gleichungen des  Polarsystems 

(84)  (^H-^a,     i,k  =  l,2,Z, 
ganz  sicher  gerecht,  wenn  man  die  Koeffizienten 

(85)  Q,,  =  0 

wählt  für  je   zwei  verschiedene  Werte   der  Indizes  i  und  k,  die  Koef- 
fizienten mit  gleichen  Indizes  aber,  das 
heißt    die    Größen   o^,-,    willkürlich    läßt 
(vgl,   Fig.  77).      Dann   verwandeln   sich 
die  Gleichungen  (25)  in 

(86)  ^,  =  0,,^;,, 

und  der  Bruch  p  nimmt  daher  die  Ge- 
stalt an 

^1  >  ^»  •  C« 


(87)       p 


welche    zeigt,    daß    er   den   Ecken    des 

Fundamen taldreiecks  deren   Gegenseiten  ^^^-  '''■ 

als  Polaren  zuweist,  außerdem  aber  dem  Einheitspunkte 

(88)  e  =  e^  4-  e^  4-  ^3 
den  Stab 

(89)  ep  =  o.y^E^-\-Ci^^E^  +  Ci^^E^, 

das  heißt  mit  Rücksicht  auf  die  Willkürlichkeit   der  a^,.,  einen  ganz  be- 
liebigen Stab  der  Ebene. 


184 


Das  Polarsystem. 


Bezeichnet  man  noch  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  die  Polaren  der 
gegenüberliegenden  Ecken  hinsichtlich  eines  Polarsystems  p  bilden,  als 
ein  Polardreieck  des  Polarsystems,  so  läßt  sich  das  gewonnene  Ergebnis 
in  dem  Satze  aussprechen: 

Satz  401:  Um  ein  Polarsysteni  festzulegen,  kann  man  ein 
Polardreieck  des  Systems  willkürlich  annehmen  und  außerdem 
noch  einem  beliebigen  vierten  Punkte,  der  aber  nicht  auf  einer 
Seite  des  Polardreiecks  liegen  darf,  eine  beliebige  Gerade  als 
Polare  zuweisen.  Dadurch  ist  dann  das  Polarsystem  bis  auf 
einen  konstanten  Faktor,  von  dem  die  Länge  der  Bildstäbe  ab- 
hängt, eindeutig  bestimmt. 

Zugleich  folgt  aus  der  soeben  gegebenen  Entwickelung  noch  der 
wichtige  Satz: 

Satz  402:  Wenn  eine  Reziprozität  jeder  Ecke  eines  Dreiecks 
ihre  Gegenseite  zuweist,  so  ist  sie  ein  Polarsystem, 

Die  Polkurve  eines  Polarsystems:  Das  Polarsystem  zweiter  Ordnung. 
An  die  Stelle  der  Frage  nach  den  Doppelelementen,  die  bei  den  kollinearen 
Systemen  hervortrat,  stellt  sich  bei  der  reziproken  Abbildung  und  insbe- 
sondere auch  bei  dem  Polarsystem  die  Frage  nach  denjenigen  Punkten,  die 
auf  ihren  zugeordneten  Geraden  liegen.  Dieser  Forderung  aber  entsprechen 
hier  nicht  nur  einzelne  getrennt  liegende  Punkte,  sondern  die  sämtlichen 
Punkte  einer  Kurve.  Diese  Kurve  heißt  die  Polkurve  der  Abbildung. 
Man  versteht  also  insbesondere  unter  der  Polkurve  eines  Polar- 
systems den  geometrischen  Ort  derjenigen  Punkte  x  der  Ebene,  die  auf 
ihren  Polaren  xp  liegen.  Diese  Erklärung  liefert  sofort  die  Gleichung 
der  Polkurve  eines  Polarsystems;  denn  diese  hat  ja  nur 
auszudrücken,  daß  das  äußere  Produkt  aus  dem  Punkte 
X  und  seiner  Polare  xp  verschwindet.  Die  Gleichung 
der  Polkurve  des  Polarsystems  p  lautet  also 
(90)  \x  -xp'\^0 

und  ist  somit  eine  Zahlgleichung  zweiten  Grades  in  hezug 
auf  den  laufenden  Punkt  x,  und  da  sie  nicht  durch  jeden 
Punkt  X  der  Ebene  befriedigt  werden  kann^),  so  stellt 
sie  nach  Seite  71  des  ersten  Bandes  eine  Kurve  zweiter 
Ordnung  dar.  In  der  Tat  wird  die  Kurve  (90)  von  einer 
jeden  Geraden  [yz]  in  zwei  getrennten  reellen,  zusammen- 
lag. 78.  fallenden  reellen  oder  konjugiert  komplexen  Punkten  ge- 


y+^7^ 


1)  Wenigstens    wenn   wir   von   einem    sogleich  zu  behandelnden  Ausnahmefall 
absehen. 
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schnitten  (vgl.  Fig.  78).  Substituiert  man  nämlich  in  die  Gleichung  (90) 
för  X  den  Ausdruck  y  -{-  'i)z  für  den  laufenden  Punkt  der  Geraden  [yz], 
so  erhält  man  für  den  Parameter  \)  ihres  Schnittpunktes  mit  der  Kurve 
die  Gleichung 

(91)  [(y  +  ^^)  •  (^  +  ^^)p]  =  0     oder 

(92)  [y  .  yp]  +  f)([^  '  yP]  +  bj  •  ^pD  +  ^^  ■  ^P]  =  0, 
die  man  mit  Rücksicht  auf  die  Grundgleichung  des  Polarsystems 
(61)  [z  '  yp\  =  [y  .  zp\ 

auch  in  der  Form  schreiben  kann 

(93)  [y  .  yp]  +  2\)[z  •  yp]  +  \)\z  •  zp]  =  0. 

Diese  in  t)  quadratische  Gleichung  läßt  den  Parameter  f)  des  Punktes 
y  -\-  ^z  dann  und  nur  dann  unbestimmt,  vrenn  ihre  drei  Koeffizienten 

[y  •  yp],   [^  •  yp],  \ß  ■  ^p] 

gleichzeitig  verschwinden.  In  diesem  Falle  gehört  jeder  beliebige  Punkt 
y  -\-  ^z  der  Geraden  [yz],  das  heißt  also  die  ganze  Gerade  [yz],  der  Pol- 
kurve an.  In  jedem  andern  Falle  liefert  die  Gleichung  (93)  für  den 
Parameter  f)  zwei  Werte  i)^  und  §2-  ^^^  Kurve  (90)  wird  also  wirklich 
von  jeder  Geraden  [yz],  die  nicht  ganz  der  Kurve  angehört,  in  ztvei  ge- 
trennten reellen,  zusammenfallenden  reellen  oder  konjugiert  komplexen 
Punkten  geschnitten,  nämlich  in  den  Punkten 

(94)  Xi=y-^f)iZ     und    x^^-y  +  'i^^z. 
Ihre  Parameter  l^^  ^^^  ^2  lassen  sich,  falls 

(95)  [^  .  ^p]  4=  0 

ist,  falls  also  z  nicht  auf  der  Polkurve  liegt,  auch  unmittelbar  hinschreiben; 
denn  es  folgen  alsdann  aus  (93)  für  ^^  und  f)^  die  Werte: 

/QßN                 f  ^1  \      —  [^  •  yp]  ±  1/[g  ■  yp]^—[y  •  ypM^  ■  'p] 
^^^^  UJ^ F^] 

Daß  die  Gleichung  (90)  nur  in  einem  ganz  besonderen  Ausnahme- 
falle durch  einen  jeden  Punkt  x  der  Ebene  befriedigt  werden  kann,  sieht 
man  folgendermaßen  ein.  Wäre  die  Gleichung  (90)  für  jeden  Punkt  x 
der  Ebene  erfüllt,  so  müßte  ihr  auch  jeder  Punkt  x  genügen,  der  sich 
als  Summe  y  -{-  z  zweier  beliebigen  Punkte  y  und  z  der  Ebene  darstellt, 
das  heißt,  es  müßte  die  Gleichung  bestehen: 

(*)  [{y  +  ^)  •  (2/  +  ^)P]  =  0; 

da  aber  dann  ferner  auch  die  Gleichungen  gelten  würden 

[y  •yP]  =  0     und     [z  ■  zp]  =  0, 
80  würde  sich  die  Gleichung  (*)  auf  die  Form  reduzieren: 

[Z'yp]  =  -[y-zp]. 
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Diese  aber  ist  mit  der  Gleichung  (61)  nicht  anders  verträglich,  als  wenn 
allgemein 

(**)  [^  'yp\-o 

ist.    Hieraus  aber  würde  wiederum  wegen  der  Willkürlichkeit  des  Punktes 
z  folgen,  daß  auch 

yp  =  0 

ist,  und  zwar  für  jeden  Wert  von  y.     Insbesondere  müßten  also  die  drei 
Gleichungen  erfüllt  werden: 

(***)  ^iP  =  0,     e.^p  =  0,     e^p  =  0, 

das  heißt,    es  müßten  alle  drei  Zähler  von  p  verschwinden,   das  Polar- 
systera  würde  somit  die  Form  annehmen: 

/****\  ^  ^  ^y  Q>   0  . 

Ein  solches  Polarsystem  werden  wir  später  (vgl.  Seite  218  f.)  als 
„uneigentliches  Polarsystem  p"  bezeichnen. 

Bei  der  Formulierung  unseres  obigen  Ergebnisses  müssen  wir  uns 
daher  auf  „eigentliche  Polarsysteme  p"  beschränken,  das  heißt  auf 
solche  Polarsysteme  p,  bei  denen  nicht  aUe  drei  Zähler  gleichzeitig  ver- 
schwinden, und  erhalten  so  den  Satz: 

Satz  403:  Die  Polkurve  eines  eigentlichen  Polarsystems  p 
ist  eine  Kurve  zweiter  Ordnung. 

Mit  Rücksicht  auf  diesen  Satz  möge  die  Punkt -Stab -Abbildung  p 
eines  Polarsystems  auch  als  ein  Polarsystem  zweiter  Ordnung  be- 
zeichnet werden. 


r^=y+^ 


Die  Lage  des  Pols  und  seiner  Polare  gegen  die  Polkurve  eines  Polar- 
systems zweiter  Ordnung.  Die  Polkurve  gewinnt  für  das  Polarsystem  da- 
durch noch  eine  besondere  Bedeutung,  daß  sie  eine  anschauliche  Dar- 
stellung der  Beziehung  zwischen  dem  Pol 
und  der  Polare  eines  Polarsystems  ermöglicht. 
Um  diese  zu  finden,  denke  man  sich  in  der 
Gleichung  (93)  etwa  den  Punkt  y  fest  ge- 
geben, den  Punkt  i3  aber  in  der  Ebene  be- 
weglich und  frage  nach  denjenigen  Punkten  3 
der  Ebene,  die  von  dem  Punkte  y  durch  die 
Polkurve  harmonisch  getrennt  werden  (vgl. 
Fig.  79).  Dazu  hat  man  die  Bedingung 
aufzustellen,  der  die  Punkte  z  genügen 
müssen,  damit  die  Gleichung  (93)  für  den  Parameter  f)  zwei  entgegen- 
gesetzt gleiche  Werte  i§i  =  t)   und  ^^  =  —  ^   liefere,   damit  sich  also  für 
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die  Schnittpunkte  x^  und  x^  der  Geraden  [yz]  mit  der  Kurve  zwei  Werte 
von  der  Form 

(97)  rri  =  y  +  ^^     und     x^^y  —  ^z 

ergeben.  Man  findet  diese  Bedingung,  wenn  man  den  Koeffizienten  von 
t)  in  der  Gleichung  (93)  gleich  Null  setzt,  und  erhält  so  für  die  Punkte 
jsf,  welche  vom  Punkte  y  harmonisch  getrennt  werden,  die  Gleichung 

(98)  [z  •  yp]  =  0. 
Diese  Gleichung  enthält  den  Satz: 

Satz  404:  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  0,  die  zusammen 
mit  einem  gegebenen  Punkte  y  als  zugeordnetem  Punkte  und 
den  Schnittpunkten  der  Geraden  [yz]  mit  der  Polkurve  eines 
Polarsystems  p  einen  harmonischen  Punktwurf  bilden,  ist  eine 
Gerade,  nämlich  die  Polare  yp  des  Punktes  y  in  bezug  auf  jenes 
Polarsystem  p. 

Zunächst  erscheint  es  freilich  so,  als  kämen  für  diesen  Satz  nur  solche 
Punkte  z  in  Betracht,  deren  Verbindungslinien  mit  dem  Punkte  y  von 
der  Polkurve  getroffen  werden.  Dehnt  man  indes  den  Begriff  eines  har- 
monischen Punktwurfes  auch  auf  den  Fall  aus,  wo  eins  von  seinen  beiden 
Punktpaaren  konjugiert  komplex  ist,  so  sieht  man,  daß  unser  Satz  keiner 
Einschränkung  bedarf. 

Behandelt  man  nämlich  einen  in  einem  plani metrischen  Produkt  zu 
einem  Faktor  hinzutretenden  komplexen  oder  rein  imaginären  Zahlfaktor 
genau  wie  einen  reellen  Zahlfaktor  und  setzt  somit  insbesondere  fest,  es 
sollen  die  Formeln  (5)  des  zweiten  Abschnitts  für  die  Verstellbarkeit  eines 
Zahlfaktors  in  einem  äußeren  Produkte  zweier  Punkte,  das  heißt  die  Formeln: 

[a-  Txh]  =  n[ah] 
[nb  '  a]  =  n[6a], 

auch  für  den  Fall  gültig  bleiben,  wo  die  Zahlgröße  n  komplex  oder  rein 
imaginär,  also  etwa 

n  =  f +  il 

ist,  imter  f  und  (  reelle  Zahlgrößen  verstanden,  bestimmt  daher,  es  solle  auch 

'[a-(f +  it)&]  =  (!4-tt)[a6] 


(99) 

^     ^  '[(f  +  il)6-a]  =  (f  +  tl)[&a] 

gesetzt  werden,  so  wird  auch  das  Doppelverhältnis  des  Punktwurfes 

(100)  a,     b,     a-^ilb,     a-iib,     (t  +  0), 

gleich  —  1,  und  man  wird  also  im  Einklang  mit  Seite  54  des  ersten 
Bandes  diesen  Punktwurf  als  einen  harmonischen  Punktwurf  bezeichnen 
können. 
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Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  man  an  der  Definitionsgleichuno-  des 
Doppelverhältnisses  eines  Punktwurfes,  das  heißt  an  der  Gleichung  (1) 
des  fünften  Abschnitts,  auch  für  den  Fall  komplexer  Punkte  festhält.  In 
der  Tat  wird  dann 

oder  wegen  (99) 

_il[a&]    —il[ab] 
~    [ab]    •■       [ab] 

das  heißt,  es  wird  wirklich,  falls  I  4=  0  ist,  das  Doppelverhältnis 

,(101)  {ahia  +  xih)ia  -  ilh))  ==  -  1. 

Dagegen  wird  zum  Beispiel  das  Doppelverhältnis  des  Punktwurfes 

(102)  a,     b,    a  +  (!  +  tl)&,     a  +  (f-it)&: 

(103)  (ab{a  +  (!  +  il)&)(a  +  (f  -  il)&))  =  f  +  ü  : !  -  il. 

Solange  also 

f  =4=  0     und     I  4=  0 

ist,    wird    das  Doppelverhältnis    des  Punktwurfes    (102)  überhaupt  nicht 
reell.    Und  harmonisch  wird  der  Punktwurf  (102)  dann  und  nur  dann,  wenn 

!  =  0     und     t  4=  0. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  kehren  wir  wieder  zu  unserer  eigent- 
lichen Aufgabe  zurück  und  setzen  voraus,  die  beiden  Wurzeln  (96)  der 
quadratischen  Gleichung  (93)  seien  Ifconjugiert  komplex  oder  entgegengesetzt 
rein  imaginär,  es  sei  also 

(104)  ^i  =  f  +  U,     ^2  =  !-tI,     t  +  0; 
dann  wird  wegen  (96) 

(105)  f  =  _[^. 
^        ^  [z  •  zp] 

Ferner  nehmen  dann  wegen  (94)  die  Ausdrücke  für  die  Schnittpunkte  Xj. 
und  x^  der  Geraden  [yz]  mit  der  Polkurve  die  Form  an: 

(106)  Xj^=-  y  i-tz  +  iU,    X2  =  y  -\-tz  —  Uz. 

Diese  Punkte   bilden  aber  nach   dem   Obigen   mit   den  Punkten  y  und  z 
dann  und  nur  dann  einen  harmonischen  Punktwurf,  wenn 

(107)  t  =  0 

ist,  oder  wegen  (105),  wenn  die  obige  Gleichung  erfüllt  wird: 

(98)  [^•2/p]  =  0 

das  heißt,  wenn  z  auf  der  Polare  yp  des  Punktes  y  liegt. 

Damit  sind  wir  zu  derjenigen  Eigenschaft  der  Polare  gelangt,  die  ge- 
wöhnlich der  Erklärung  der  Polare  zu  Grunde  gelegt  wird,  indem  man 
nämlich    von    einer  Kurve    zweiter  Ordnung  ausgehend   die  Polare  eines 
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Punktes  y  in  bezug  auf  diese  Kurve  definiert  als  geometrischen  Ort  der- 
jenigen Punkte,  die  von  dem  Punkte  y  durch  die  Kurve  zweiter  Ordnung 
harmonisch  getrennt  sind.  Doch  hat  die  von  uns  gegebene  Erklärung 
der  Polare  eines  Punktes  durch  ein  Polarsystem  insofern  einen  Vorzug 
vor  der  Erklärung  durch  eine  Kurve  zweiter  Ordnung,  als  bei  Zugrunde- 
legung des  Polarsystems  die  Polare  auch  dann  noch  aus  reellen  Elementen 
konstruierbar  bleibt,  wenn  die  Kurve  zweiter  Ordnung,  das  heißt  die  Pol- 
kurve des  Polarsystems,  imaginär  wird. 

Ist  die  Polkurve  des  Polarsystems  p  reell,  und  reduziert  sich  diese 
Kurve  nicht  gerade  auf  einen  einzigen  Punkt,  so  kann  man  den  Satz  404 
benutzen,  um  zu  einem  beliebig  gegebenen  Punkte  y  der  Ebene  die  Polare 
yp  hinsichtlich  des  Polarsystems  p  zu  konstruieren.  Man  lege  dazu  durch 
den  Punkt  y  zwei  gerade  Linien  hindurch,  welche  die  Polkurve  von  j)  in 
je  zwei  Punkten  schneiden.  Dann 
bestimmen  die  so  erhaltenen  vier 
Schnittpunkte  die  Ecken  eines 
vollständigen  Vierecks,  von  dem 
der  Punkt  y  eine  Nebenecke  bildet. 
Konstruiert  man  daher  noch  die 
beiden  andern  Nebenecken  dieses 
vollständigen  Vierecks  und  außer- 
dem die  sie  verbindende  Neben- 
seite, so  werden  nach  dem  Satze 
299  die  beiden  von  y  ausgehenden 
Seiten  des  Vierecks  durch  die 
Nebenecke  y  und  die  soeben 
konstruierte,  der  Nebenecke  y  gegenüberliegende  Nebenseite  harmonisch 
geteilt.  Diese  Nebenseite  ist  also  nach  dem  Satze  404  die  Polare  yp  des 
Punktes  y  hinsichtlich  des  Polarsystems  p  (vgl.  Fig.  80). 

Lassen  sich  von  dem  Punkte  y  reelle  Tangenten  an  die  Polkurve 
legen,  so  geht  die  Polare  yp  durch  die  Berührungspunkte  dieser  Tangenten 
hindurch.  Denn  da  die  beiden  Schnittpunkte  der  Kurve  mit  einer  Tan- 
gente in  den  Berührungspunkt  dieser  Tangente  zusammenfallen,  so  liegt 
auch  der  von  y  durch  diese  beiden  zusammenfallenden  Schnittpunkte 
harmonisch  getrennte  Punkt  der  Tangente,  der  nach  dem  Satze  404  der 
Polare  yp  des  Punktes  y  angehört,  mit  dem  Berührungspunkt  der  Tan- 
gente vereint. 

Gehen  also  vom  Punkte  y  zwei  reelle  Tangenten  an  die  Polkurve 
des  Polarsystems  p,  so  ist  ihre  Berührungssekante  die  Polare  yp  des 
Punktes  y  in  bezug  auf  das  Polarsystem  p.  Diese  Eigenschaft  der  Polare 
ist  bereits  in  der  obigen  Figur  79  verwertet. 
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Das  Polarsystem. 


Fig.  81. 


Eine  besondere  Besprecliung  erfordert  noch  der  Fall,  wo  der  Punkt 
y,  dessen  Polare  yp  zufolge  der  Gleichung  (98)  von  dem  Punkte  z  be- 
schrieben  wird,    selbst    auf    der  Polkurve 
\x-xp\  =  0  gelegen  ist,  also  der  Gleichung 

(108)  [y  •yp]==0 

genügt  (vgl.  Fig.  81). 

In  diesem  Falle  liegt  der  Punkt  y,  wie 
die  Gleichung  (108)  zeigt,  auf  seiner  Polare 
yp,  was  übrigens  auch  aus  dem  Begriffe 
der  Polkurve  hervorgeht.  Die  oben  betrach- 
tete Gerade  [yz],  welche  einen  beliebigen 
Punkt  0  der  Polare  yp  mit  y  verbindet,  ist  daher  identisch  mit  der  Polare 
yp  des  Punktes  y.  Aus  der  Voraussetzung,  nach  welcher  der  Punkt  y 
ein  Punkt  der  Polkurve  ist,  folgt  aber  weiter,  daß  von  den  beiden  Schnitt- 
punkten x^  =  y  -\-  ^i^  und  x^  =  y  -{-^z  der  Geraden  [yz^  und  der  Pol- 
kurve sicher  der  eine,  sagen  wir  der  Punkt  x-^  =  2/  +  ^i  ^  ?  ™i^  ^^^^  Punkte 
y  zusammenfällt,  und  es  wird  somit  i^i  ==  O5  und,  da  wegen  (98)  (vgl.  auch 
die  Gleichung  (93))  überdies  \^^  =  —  ^^  ist,  so  wird  auch  tjg  =  0,  das  heißt, 
auch  der  zweite  Schnittpunkt  x^  der  Geraden  [1/0]  und  der  Polkurve  fällt 
mit  y  zusammen.  Die  Gerade  [yz^  oder,  was  nach  Obigem  dasselbe  ist, 
die  Gerade  yp  hat  also  mit  der  Polkurve  die  beiden  in  den  Punkt  y  zu- 
sammenfallenden Punkte  x^  und  x^  gemein;  sie  ist  somit  eine  Tangente 
der  Kurve,  und  der  Punkt  y  ihr  Berührungspunkt.  Man  hat  daher 
den  Satz: 

Satz  405:  Die  Polare  eines  Punktes  der  Polkurve  eines  Polar- 
systems ist  die  Tangente  der  Kurve  in  diesem  Punkte. 

Femer  gelten  selbstverständlich  für  das  Polarsystem  auch  die  schon 
oben  in  Satz  367  für  eine  beliebige  Reziprozität  ausgesprochenen  Eigen- 
schaften. Doch  kann  man  ihnen  beim  Polarsystem  mit  Rücksicht  auf 
die  für  dieses  eingeführten  besonderen  Bezeichnungen  eine  speziellere  Fas- 
sung geben.     Man  erhält  so  die  Sätze: 

Satz  406:  Durchläuft  ein  Punkt  eine  geradlinige  Punktreihe, 
so  dreht  sich  seine  Polare  hinsichtlich  eines  Polarsystems  um 
einen  festen  Punkt,  den  Pol  des  Trägers  jener  Punktreihe.  Da- 
bei ist  das  von  der  beweglichen  Polare  beschriebene  Strahl- 
büschel zu  der  von  ihrem  Pole  durchlaufenen  Punktreihe  pro- 
jektiv.    Und 

Satz  407:  Durch  ein  Polarsystem  wird  eine  Kurve  zweiter 
Klasse  in  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  übergeführt. 


Abschnitt  31,  Gleichung  (108)  und  (109).     Satz  405  bis  407. 
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Die  Involutionen,  die  ein  Polarsystem  zweiter  Ordnung  in  einer  Geraden 
und  in  einem  Punkte  seiner  Ebene  hervorruft.  Nennt  man  noch  zwei 
Punkte  y  und  z  eines  Polarsystems,  von  denen  jeder  auf  der  Polare  des 
andern  liegt  (vgl.  die  zweite  Grundeigenschaft  des  Polarsystems  (Satz  394))^ 
hinsichtlieh  des  Polarsystems  (oder  auch  hinsichtlich  seiner  Polkurve) 
konjugiert,  so  kann  man  die  Gleichung 

(98)  [Z'yp]  =  0 

oder  die  gleichwertige  Gleichung 

(109)  [y^p]  =  o 

als  die  Bedingung  des  Konjugiertseins  der  Punkte  y  und  z  hinsichtlich 
des  Polarsystems  p  bezeichnen. 

Läßt  man  dann  den  Punkt  y  eine  feste  Gerade  beschreiben,  von  der, 
ein  beliebiger  Stab  mit  G 
bezeichnet  sein  mag  (vgl. 
Fig.  82),  und  bestimmt  zu 
jeder  Lage  des  Punktes  y  den 
auf  derselben  Geraden  G  lie- 
genden konjugierten  Punkt  z, 
so  erhält  man  auf  ihr  zwei 
projektive  Punktreihen  von  be- 
sonderer Art.  In  der  Tat  sind 
zunächst  die  beiden  Punkt- 
reihen der  Punkte  y  und  z 
projektiv,  denn  nach  Satz  406 
wird  eine  jede  geradlinige 
Punktreihe  durch  ein  Polar- 
system, in  ein  projektives 
Strahlbüschel  übergeführt. 
Es  ist  daher  auch  das  Strahl- 
büschel der  Polaren  yp,  welches  der  Punktreihe  der  Punkte  y  durch  das 
Polarsystem  zugewiesen  wird,  zu  dieser  Punktreihe  projektiv.  Die  Punkt- 
reihe der  Punkte  z  andererseits  ist  wieder  zum  Strahlbüschel  dieser 
Polaren  yp  perspektiv.  Denn  die  Erklärungsgleichung  konjugierter 
Punkte 
(98)  [z  ^yp^==0 

besagt  ja,  daß  der  zu  y  konjugierte  Punkt  z  auf  dem  Strahle  yp  liegt. 
Folglich  ist  nach  Satz  39  die  Punktreihe  der  Punkte  z  zu  dem  Strahl- 
büschel der  Polaren  yp  auch  projektiv  und  somit  auch  projektiv  zu  der 
mit  diesem  Strahlbüschel  projektiven  Punktreihe  der  Punkte  y. 


Fig.  82. 
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Die  beiden  projektiven  Punktreihen  der  Punkte  y  und  2  haben  nun 
aber  noch  die  besondere  Eigenschaft,  daß,  wenn  dem  Punkte  y,  aufgefaßt 
als  Punkt  der  ersten  Punktreihe,  in  der  zweiten  Punktreihe  der  Punkt  2 
zugeordnet  ist,  dann  auch  umgekehrt  dem  Punkte  z,  aufgefaßt  als  Punkt 
der  ersten  Punktreihe,  in  der  zweiten  Punktreihe  der  Punkt  y  zugewiesen 
wird,  was  man  unmittelbar  aus  dem  gleichzeitigen  Bestehen  der  Gleichungen 
(98)        [z  •yp]=^0    und  (109)  [y  ■sp]  =  0 

folgern  kann.  Es  entsprechen  sich  also  je  zwei  einander  zugeordnete  Funkte 
der  beiden  projektiven  Punktreihen  wechselseitig;  dieselben  bilden  somit  nach 
Satz  104  zusammen  eine  Punktinvolution. 

Eine  solche  Punktinvolution  auf  der  Geraden  kann  als  ein  binäres 
Abbild  des  Polarsystems  in  der  Ebene  aufgefaßt  werden,  insofern  die  beiden 
Grundeigenschaften  einer  solchen  Involution,  die  projektive  Zuordnung  und 
das  wechselseitige  Entsprechen  der  Elemente,  ja  auch  gerade  für  das 
Polarsystem  charakteristisch  sind.  Aus  diesem  Grunde  wurde  schon  oben 
(vgl.  S.  172)  das  Polarsystem  als  eine  involutorische  reziproke  Abbildung 
bezeichnet.  Die  oben  betrachtete  Involution  auf  der  Geraden  G  bildet  aber 
ferner  zugleich  einen  Ausschnitt  aus  dem  Polarsystem  p]  denn  man  kann 
das  oben  gewonnene  Ergebnis  auch  in  der  Form  aussprechen: 

Satz  408:  Auf  jeder  beliebigen  Geraden  G  der  Ebene  bilden 
die  konjugierten  Punkte  eines  Polarsystems  zweiter  Ordnung 
eine  Punktinvolution. 

Von  dieser  Involution  sagt  man  noch,  sie  werde  du/rch  das  Polar- 
system (oder  auch  wohl  durch  seine  Polkurve)  auf  der  Geraden  G  hervor- 
gerufen oder  erzeugt.  Man  bekommt  dieselbe,  indem  man  einen  Punkt  y 
die  Gerade  G  durchlaufen  läßt,  zu  jeder  Lage  des  Punktes  y  die  Polare 
yp  konstruiert  und  diese  mit  der  Geraden  G  schneidet  im  Punkte  ^;  dann 
bilden  die  Punkte  y  und  z  ein  Paar  der  Involution. 

Die  analytische  Darstellung  dieser  Involution  erhält  man,  wenn  man 
die  in  der  Gleichung  (98)  auftretenden  Punkte  y  und  z  als  planimetrische 
Produkte  des  Trägers  G  der  Involution  und  je  eines  Stabes  V  und  W 
darstellt,  also  setzt: 

(110)  y  =  [Gr],     z  =  [GW], 

wodurch  die  Gleichung  (98)  übergeht  in: 

(111)  lGW'Grp]^0. 

Erteilt  man  in  dieser  Gleichung  dem  Stabe  V  einen  beliebigen  aber 
bestimmten  Wert  und  legt  dadurch  zugleich  den  Schnittpunkt  y  =  [GV] 
dieses  Stabes  mit  der  Geraden  G  fest,  so  enthält  die  Gleichung  (111)  als 
einzige  veränderliche  Größe  nur  noch  den  Stab  W  und  ist  in  bezug  auf 
ihn   linear.     Sie   steUt  daher  einen  Punkt  dar,   und  zwar  mit  Rücksicht 
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auf  (98)  und  (110)  den  zum  Punkt  y  in  der  betrachteten  Involution  zu- 
geordneten Punkt  z.  Die  Gleichung  (111)  liann  also  tvirklich  als  Gleichung 
der  Involution  aufgefaßt  werden,  die  das  Polarsystem  p  auf  der  Geraden 
G  hervorruft. 

Man  findet  andererseits  die  Gleichung  der  Doppelpunkte  dieser  In- 
volution, wenn  man  in  der  Gleichung  (111)  die  beiden  Stäbe  V  und  W 
einander  gleich  werden  läßt,  also 

(112)  V=W=U 
setzt,  wodurch  sich  die  Gleichung  ergibt: 

(113)  [GU-GUp\  =  0. 

Natürlich  gelangt  man  zu  dieser  Gleichung  auch,  wenn  man  in  die  Glei- 
chung (90)  der  Polkurve  für  x  den  Wert 

(114)  x=^[GU] 
substituiert. 

Die  so  gewonnene  in  U  quadratische  Gleichung  (113)  ist  dann  die 
gewünschte  Gleichung  des  DoppelpunJctpaares  derjenigen  Involution,  die  das 
Polarsystem  p  auf  der  Geraden  G  erzeugt;  denn  sie  wird  befriedigt  durch 
aUe  Stäbe  U,  für  die  der  Punkt  [GU^  der  Polkurve  [x  ■  xp]  =  0  angehört, 
deren  Geraden  also  die  Gerade  des  Stabes  G  in  ihren  Schnittpunkten  x^ 
und  x^  mit  der  Kurve  [x  ■  xp]  =  0  treffen.  Dabei  erscheint  jenes  Doppel- 
punktpaar, möge  dasselbe  nun  getrennt  reeU,  zusammenfallend  reeU.  oder 
konjugiert  komplex  sein,  als  eine  zerfallende  Kurve  zweiter  Klasse. 

Übrigens  kann  man  ebenso  gut  wie  von  der  Punktinvolution,  die  das 
Polarsystem  p  auf  einer  Geraden  hervorruft,  auch  von  einer  Strahlinvolu- 
tion sprechen,  die  das  Polarsystem  p  in  einem  Punkte  erzeugt. 

Anstatt  nämlich  die  Geraden  yp  mit  der  Geraden  G  zu  schneiden 
in  den  Punkten  z  und  die  Beziehung  zwischen  den  Punkten  y  und  z  auf- 
zusuchen, kann  man  natürlich  auch  die  Punkte  y  mit  dem  Pole  s  der 
Geraden  G  verbinden  und  die  Beziehung  zwischen  den  Strahlen  [sy]  und 
yp  ins  Auge  fassen.  Läßt  man  dann  wieder  den  Punkt  y  die  Gerade  G 
durchlaufen,  so  dreht  sich  der  Strahl  yp  um  den  Pol  s  von  G  und  be- 
schreibt zusammen  mit  dem  Strahle  [sy]  eine  Strahlinvolution  mit  dem 
Scheitel  s,  die  zu  der  vorher  betrachteten  Punktinvolution  auf  der  Geraden 
G  perspektiv  liegt  (vgl.  JJjg.  82).    Man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  409:  Ein  Polarsystem  zweiter  Ordnung  p  ruft  in  jedem 
Punkte  s  seiner  Ebene  eine  Strahlinvolution  hervor.  Dieselbe 
wird  erzeugt,  wenn  man  einen  Punkt  y  die  Polare  G  des  Punktes 
s  durchlaufen  läßt  und  dann  für  jede  Lage  des  Punktes  y  erstens 
seinen  Verbindungsstrahl  [sy]  mit  dem  Punkte  s  und  zweitens 
seine  (ebenfalls  durch  s  gehende)  Polare  yp  konstruiert. 

GraSmann:  Projektive  Oeometrie  d.  Ebene.     II.  13 
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Zweite  Grundgleichung  des  Polarsystems.    In  ähnlicher  Weise  wie  oben 
die  Bedingungsgleichungen 
(50)  a,,  =  a,„    i,  Je  =^1,2,  3, 

für  die  Ableitzahlen  des  Bruches  p  zu  dem  Zwecke  geometrischer  Folge- 
rungen umgewandelt  wurden,  lassen  sich  auch  die  aus  den  Gleichungen 

(50)  folgenden  Bedingungsgleichungen 

(51)  %i  =  %„    i,h^l,2,  3, 

für  die  Ableitzahlen  des  adjungierten  Bruches  P  umformen  und  durch 
Gleichungen  ersetzen,  die  eine  direkte  geometrische  Deutung  zulassen. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2Q\  (23)  und  (24)  wird  nämlich 
wieder 

(115)  5l,,  =  [^,a,],    i,  Ä=l,  2,  3, 
oder  wegen  (14) 

(116)  %,,  =  [ErE,F\,    ^^  =  1,  2,  3. 

Die  Bedingungsgleichungen  (51)  verwandeln  sich  daher  in  die  Gleichungen: 

(117)  [E,-E,F-]  =  [E,-E,JPl    1,1  =  1,2,?.. 

Aus  diesen  Gleichungen  für  die  Grundstäbe  E^  und  E^  folgt  dann  wieder 
genau  so  wie  in  der  dualistisch  entsprechenden  Entwickelung  (vgl.  Seite  175f) 
das  Bestehen  der  analogen  Gleichung  für  zwei  beliebige  Stäbe  V  und  W, 
daß  heißt,  man  erhält  die  Gleichung 

(118)  [TT- FP]  =  [F-TFP]. 

Diese  Gleichung  möge  die  zweite  Grundgleichung  des  Polarsystems 
heißen. 

Man  kann  sie  auch  leicht  ohne  ein  Zurückgehen  auf  die  Ableit- 
zahlen aus  der  ersten  Grundgleichung  des  Polarsystems  entwickeln.  In 
der  Tat,  setzt  man 

V=[yv-\,        W=[zw], 
so  wird 

[W'VF'\  =  \zw-yvF'] 

oder  nach  der  Gleichung  (39) 

=-\ßw  '  yp  vp']. 

Hierfür  aber  kann  man  nach  dem  Satze  25  auch  schreiben: 

[z-ypl,    [w-yp] 
[Z'Vp],    [w-vp] 

oder  wenn  man  jetzt  die  erste  Grundgleichung  des  Polarsystem  (Glei- 
chung (61))  anwendet 

[v-zp],     [V'Wp] 


Abschnitt  31,  Gleichung  (115)  bis  (121).     Satz  410. 
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WP 


Fig.  83. 


Daraus  folgt  dann  wieder  rückwärts 

=  [i^v-  zwi*] 

=  [F.  w:p], 

womit  wirklich  die  zweite  Grundgleiehung  des  Polarsystems  von  Neuem 
bewiesen  ist^). 

Dieselbe  kann  als  Ausgangspunkt  für  die  Ableitung  derjenigen  Eigen- 
schaften des  Polarsystems  dienen,  die  den  bisher  entwickelten  Eigenschaften 
dualistisch    entsprechen.     Zunächst    folgt    aus    ihr 
wieder,  daß  mit  der  Gleichung 

(119)  [W-VI*]  =  0 
stets  die  Gleichung 

(120)  [F-TFP]  =  0 

verknüpft    ist.      Darin    aber    liegt    der   Satz    (vgl.  /  \  V  P 

Fig.  83): 

Satz  410:    Zweite    Grundeigenschaft    des 
Polarsystems    (zweite    Fassung):     Wenn    die 

Gerade  des  Stabes  W  durch  den  Pol  von  V  geht,  so  geht  auch 
die  Gerade  des  Stabes   V  durch  den  Pol  von   W  hindurch. 

Dieser  Satz  stimmt  seinem  Inhalte  nach  genau  mit  dem  Satze  394 
überein;  er  ist  nur  die  dualistisch  entsprechende  Fassung  derselben  Eigen- 
schaft des  Polarsystems. 

Die  Polarkurve  eines  Polarsystems:  Das  Polarsystem  zweiter  Klasse, 
Ferner  frage  man  nach  der  Kurve,  die  der  Polkurve  dualistisch  entspricht, 
das  heißt  nach  dem  HüUgebilde  aller  derjenigen  Geraden  ü  der  Ebene, 
die  durch  ihre  eigenen  Pole  UF  hindurchgehen.  Diese  Kurve  möge  die 
Polarkurve  des  Polarsystems  genannt  werden.  Aus  ihrer  Erklärung 
folgt  unmittelbar  die  Gleichung  der  Kurve: 

(121)  [U-ÜF]=-0. 
Sie  ist  eine  Zahlgleichung  zweiten  Grades  in  bezug  auf  den  laufenden 

Stab  U,  und  da  sie,  (falls  wir  von  einem  sogleich  zu  besprechenden  Aus- 
nahmefalle absehen),  nicht  durch  jeden  Stab  U  der  Ebene  befriedigt  werden 
kann,  so  stellt  sie  nach  Seite  75  des  ersten  Bandes  eine  Kurve  zweiter 
Klasse  dar.  In  der  Tat  gehen  von  jedem  Punkte  der  Ebene  zwei  ge- 
trennte reelle,  zwei  zusammenfallende  reelle  oder  zwei  konjugiert  komplexe 


1)  Durch  ein  ganz  entsprechendes  Verfahren  läßt  sich  auch  umgekehrt  die  erste 
Grundgleichung  des  Polarsystems  aus  der  zweiten  ableiten. 

13* 
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Das  Polarsystem. 


Fig.  84. 


Tangenten  an  die  Kurve  (121).  Um  dies  zu  zeigen,  denke  man  sich  jenen 
Punkt  als  planimetrisches  Produkt  [  VW]  zweier  beliebigen  Stäbe  V  und  W 

dargestellt,  welche  durch  ihn  hin- 
durchgehen  (vgl.  Fig.  84).  Dann 
wird  jeder  beliebige  Strahl  des 
Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel 
[FPF]  sich  durch  eine  Summe  von 
der  Form  V  -}-  ^W  ausdrücken 
lassen,  und  man  wird  die  in  dem 
Strahlbüschel  mit  dem  Scheitel 
[FTT]  enthaltenen  Tangenten  der 
Polkurve  (121)  erhalten,  wenn  man 
in  die  Gleichung  (121)  statt  U  den 
Ausdruck  F  -f  {)  TT  für  einen  be- 
liebigen Strahl  jenes  Strahlbüschels  substituiert.  Dadurch  aber  bekommt 
man  für  den  Parameter  f)  der  in  dem  Strahlbüschel  enthaltenen  Tangenten 
der  Kurve  die  Gleichung: 

(122)  [(F+^TF).(F+^TF)P]  =  0     oder 

[F.  VJP]  +  ^[TF.  VF]  +  [F-  TFJ»])  +  'i)'[W'  WF]  =  0, 

für  die  man  mit  Rücksicht  auf  die  zweite  Grundgleichung  des  Polarsystems 

(118)  [TF-FP]  =  [F-TFjP] 

auch  schreiben  kann 

(123)  [F.  FP]  +  2^[TF-FP]  +  i)2[TF-TFP]  =  0. 

Diese  in  f)  quadratische  Gleichung  läßt  den  Parameter  ^  des  Stabes  V-\-^W 
dann  und  nur  dann  unbestimmt,  wenn  ihre  drei  Koeffizienten 

[V-VJP],    [TF-FP],    [TF- TFP] 

gleichzeitig  verschwinden.  In  diesem  FaUe  gehört  jeder  beliebige  Strahl 
F+^TF  des  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  [FTF]  der  Polarkurve  an. 
In  jedem  andern  Falle  aber  liefert  die  Gleichung  (123)  zwei  Werte  ^^ 
und  tlg;  an  die  Polkurve  (121)  lassen  sich  also  wirklich  von  jedem  Punkte 
[FTF]  der  Ebene,  der  nicht  der  Scheitel  eines  Strahlbüschels  ist,  das  ganz 
der  Kurve  angehört,  zwei  getrennte  reeUe,  zwei  zusammenfallende  reeUe 
oder  zwei  konjugiert  komplexe  Tangenten  legen,  nämlich  die  Tangenten 

(124)  Cri=F+^iTF    und     U,=  V-{-\)^W. 
Ihre  Parameter  ^^^  ^^'^  ^2  besitzen,  falls 

(125)  [TF-TFJPJ  +  0 

ist,  falls  also  die  Gerade  des  Stabes   TF  nicht  selbst  eine  HüUgerade  der 


Abschnitt  31,  Gleichung  (122)  bis  (126).     Satz  411.  197 

Polarkurve  ist,  die  Werte: 

.      .  f^il     -  [TT-  VF]  ±  V[wrvpy-[v.  vp][w-  wp] 

^^^^^  1  f)J [W-WP] 

Daß  die  Gleichung  (121)  nur  in  einem  ganz  besonderen  Ausnahme- 
falle durch  einen  jeden  Stab  U  der  Ebene  befriedigt  werden  kann,  sieht 
man  folgendermaßen  ein.  Wäre  die  Gleichung  (121)  für  jeden  Stab  U 
der  Ebene  erfüllt,  so  müßte  ihr  auch  jeder  Stab  U  genügen,  der  sich  als 
Summe  F+  TF  zweier  beliebigen  Stäbe  V  und  W  der  Ebene  darstellt, 
das  heißt,  es  müßte  die  Gleichung  bestehen: 
(*)  [(F+Tr).(F-f  F)P]  =  0; 

da  aber  dann  femer  auch  die  Gleichungen  gelten  würden 

[F-FP]  =  0    und     [TF- TFP]  =  0, 
so  würde  sich  die  Gleichung  (*)  auf  die  Form  reduzieren: 

[W'VI*]  =  -[V-  TFP]. 

Diese  aber  ist  mit  der  Gleichung  (118)  nicht  anders  verträglich,  als  wenn 

allgemein 

(**)  [W-  VJP]  =  0 

ist.    Hieraus  aber  würde  wiederum  wegen  der  WiUkürlichkeit  des  Stabes 

W  folgen,  daß  auch 

FP=0 

ist,  und  zwar  für  jeden  Wert  von   F.    Insbesondere  müßten  also  die  drei 

Gleichungen  erfüUt  werden: 

(***)  ^\-P=0,     E,P=0,    E^P  =  0, 

das  heißt,  es  müßten  alle  drei  Zähler  von  JP  verschwinden,  das  Polar- 
system würde  somit  die  Form  annehmen 

Ein  solches  Polarsystem  werden  wir  später  (vgl.  Seite  230,  als  „uneigent- 
liches Polarsystem  P"  bezeichnen. 

Bei  der  Formulierung  unseres  obigen  Ergebnisses  müssen  wir  uns 
daher  auf  „eigentliche  Polarsystem«  F"  beschränken,  das  heißt  auf 
solche  Polarsysteme  P,  bei  denen  nicht  alle  drei  Zähler  gleichzeitig  ver- 
schwinden, und  wir  erhalten  so  den  Satz: 

Satz  411:  Die  Polarkurve  eines  eigentlichen  Polarsystems  F 
ist  eine  Kurve  zweiter  Klasse. 

Mit  Rücksicht  auf  diesen  Satz  möge  die  Stab-Punkt-Abbildung  JP 
eines  Polarsystems  auch  als  ein  Polarsystem  zweiter  Klasse  be- 
zeichnet werden. 
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Das  Polarsystem. 


V+ilW 


Die  Lage  der  Polare  und  ihres  Pols  gegen  die  Polarkurve  eines  Polar- 
systems zweiter  Klasse.    Hält  man  in  der  Gleichung  (123)  den  Stab  V  fest, 

denkt  sich  aber  den  Stab  W 
in  der  Ebene  veränderlich,  den 
Punkt  \yW]  also  auf  der  Ge- 
raden V  verschiebbar,  und  fragt 
nach  denjenigen  Stäben  W, 
welche  durch  die  beiden  vom 
Punkte  [FTF]  ausgehenden 
Tangenten  U^  und  C/g  har- 
monisch getrennt  werden  (vgl. 
Fig.  85  a  und  85  b),  so  hat  man 
die  Bedingung  aufzustellen,  der 
die  Stäbe  W  genügen  müssen, 
damit  die  Gleichung  (123)  für 
1^  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Werte  \=-^  und  fjg  =  —  ^ 
liefere,  damit  sich  also  für  die 
Tangenten    TJ^  und    U^  Werte 


—  ^W 


Fig.  85  a 


von  der  Form 

(127)  Z7i=  F+f)TF    und     Z72=  F-^IF 

ergeben.     Diese  Bedingung  findet  man,  wenn  man  den  Koeffizienten  von 
1^  in  der  Gleichung  (123)  gleich  Null  setzt,  wodurch  man  für  den  Stab  W 

die  Gleichung  erhält 

(128)     [TF-FP]  =  0, 

das  heißt,  es  ergibt  sich  eine 
Gleichung  ersten  Grades  in  W, 
welche  aussagt,  daß  das  äußere 
Produkt  des  Stabes  W  und  des 
Poles  VP  der  Geraden  F  ver- 
schwindet; darin  liegt  der  Satz: 
Satz  412:  Das  Hüllge- 
bilde aller  Strahlen  W, 
die  zusammen  mit  einer 
gegebenen  Geraden  F  als 
zugeordnetem  Strahle  und 
den  Tangenten  vom  Punkte 
[FTF]  an  die  Polarkurve 
eines  Polarsystems  JP  ge- 
Fig.  85b  "^  zogen  einen  harmonischen 


Abschnitt  31,  Gleichung  (127)  bis  (138).-    Satz  412. 
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Strahlwurf  bilden,  ist  ein  Punkt,  nämlich  der  Pol  VJP  der  Ge- 
raden V  in  bezug  auf  das  Polarsystem  JP. 

Man  überzeugt  sich  auch  hier  wieder  leicht,  daß  für  diesen  Satz 
keineswegs  nur  solche  Strahlen  W  in  Betracht  kommen,  von  deren  Schnitt- 
punkt [FPT]  mit  der  Geraden  V  sich  reelle  Tangenten  an  die  Polarkurve 
legen  lassen  (vgl.  Fig.  85a  und  85b).  Sind  nämlich  die  Wurzeln  (126)  der 
quadratischen  Gleichung  (123)  konjugiert  komplex  oder  entgegengesetzt 
rein  imaginär,  ist  also 

(129)  t,^  =  f-|.il     und     ^2  =  f-il,     I  +  O, 

so  wird  wegen  (126) 

Ferner  nehmen  dann  wegen  (124)  die  Ausdrücke  für  die  Tangenten  U^ 
und  U^,  die  sich  vom  Punkte  [FW]  an  die  Polarkurve  ziehen  lassen,  die 
Form  an: 

(131)  U,==V-\-tW-hiiW,    u,=^r-\-tw-iiw. 

Diese  Strahlen   aber  bilden   mit   den  Strahlen  V  und   W  dann  und  nur 
dann    einen    harmonischen  Strahl- 
wurf (vgl.  Seite  187 f),  wenn 

(132)  f  =  0 

ist,  oder  wegen  (130),  wenn  die 
obige  Gleichung  erfüllt  wird: 

(128)        [TF-FJP]  =  0, 

das  heißt,  wenn  die  Gerade  des 
Stabes  W  durch  den  Pol  VP  der 
Geraden  F  hindurchgeht  (vgl. 
Fig.  86). 

Eine  besondere  Besprechung 
erfordert  noch  der  FaU,  wo  der 
Stab  F,  dessen  Pol  FJ*  zufolge 
der  Gleichung  (128)  von  den  Ge- 
raden der  Stäbe  W  umhüllt  wird, 
selbst  die  Polarkurve  [U-  Z7P]  =  0 
berührt,  also  der  Gleichung 

(133)  [F.FJP]  =  0 

Genüge  leistet  (vgl.  Fig.  87).  In  diesem  Falle  geht  die  Gerade  F,  wie 
die  Gleichung  (133)  zeigt,  selbst  durch  ihren  Pol  VI*  hindurch,  was 
übrigens  auch  aus  dem  Begriffe  der  Polarkurve  folgt.  Der  oben  betrach- 
tete Punkt  [FTF],  den  ein  beliebiger  Strahl   W  des  Strahlbüschels  mit 


Fig.  86. 
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dem  Scheitel  VJP  aus  der  Geraden  F  ausschneidet,  fällt  also  mit  dem 
Punkte  FjP,  das  heißt  mit  dem  Pole  der  Geraden  V,  zusammen.  Aus  der 
Voraussetzung,  nach  welcher  die  Gerade  des  Stabes"  V 
eine  Tangente  der  Polarkurve  ist,  folgt  aber  weiter, 
daß  von  den  beiden  Tangenten  C/^  =  F  +  ()j  TT  und 
U2  =  F  +  flg  TF,  die  sich  von  dem  Punkte  [  F  W]  aus 
an  die  Polarkurve  legen  lassen,  die  eine,  sagen  wir  die 
Tangente  U^  =  V  i-  i\^W,  mit  der  Geraden  F  zusammen- 
fallen muß,  und  es  wird  somit  ^^  =  0;  und,  da  wegen 
(128)  (vgl.  auch  die  Gleichung  (123))  überdies  flg  =  —  f)i 
ist,    80   wird   auch   L  =  0,    das   heißt,    auch    die   zweite 

Fig.  87.  '  JS  J  y 

vom  Punkte  [FTF]  ausgehende  Tangente  t/g  fäUt  mit 
der  Geraden  F  zusammen.  Vom  Punkte  [FTF],  oder  was  dasselbe  ist, 
vom  Punkte  FJ*,  läßt  sich  daher  nur  eine  Tangente  an  die  Polarkurve 
ziehen,  nämlich  die  Gerade  F  selbst;  folglich  ist  der  Punkt  VJP  der  Be- 
rührungspunkt der  Geraden   F.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  413:  Der  Pol  einer  Tangente  der  Polarkurve  ist  der  Be- 
rührungspunkt dieser  Tangente. 

Ferner  gelten  selbstverständlich  für  das  Polarsystem  auch  die  schon 
oben  in  Satz  380  für  eine  beliebige  Reziprozität  ausgesprochenen  Eigen- 
schaften. Doch  kann  man  ihnen  beim  Polarsystem  mit  Rücksicht  auf  die 
für  dieses  eingeführten  besonderen  Bezeichnungen  eine  speziellere  Fassung 
geben.     Man  erhält  so  die  Sätze: 

Satz  414:  Dreht  sich  eine  gerade  Linie  um  einen  festen  Punkt, 
so  durchläuft  ihr  Pol  hinsichtlich  eines  Polarsystems  eine  gerad- 
linige Punktreihe,  deren  Träger  die  Polare  des  festen  Punktes 
ist.  Dabei  ist  die  von  dem  beweglichen  Pol  beschriebene  Punkt- 
reihe zu  dem  von  seiner  Polare  durchlaufenen  Strahlbüschel 
projektiv.     Und 

Satz  415:  Durch  ein  Polarsystem  wird  eine  Kurve  zweiter 
Ordnung  in  eine  Kurve  zweiter  Klasse  übergeführt. 

Die  Involutionen,  die  ein  Polarsystem  zweiter  Klasse  in  einem  Punkte 
und  in  einer  Geraden  seiner  Ebene  hervorruft.  Nennt  man  noch  zwei  gerade 
Linien  F  und  W  eines  Polar  Systems,  von  denen  jede  durch  den  Pol  der 
andern  geht  (vgl.  die  zweite  Grundeigenschaft  des  Polarsystems,  zweite 
Fassung  (Satz  410))  hinsichtlich  des  Polarsystems  (oder  auch  hin- 
sichtlich seiner  Polarkurve)  konjugiert,  so  kann  man  die  Gleichung 

(119)  [TF-FjP]  =  0 
oder  die  gleichwertige  Gleichung 

(120)  [F-TFP]  =  0 


Abschnitt  31.     Satz  418  bis  416. 
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als  die  Bedingung  dafür  bezeichnen,  daß   die  beiden  Geraden   V  und    W 
hinsichtlich  des  Polarsystems  P  konjugiert  sind. 

Läßt  man  dann  die  Geraden  V  ein  Strahlbüschel  beschreiben,  dessen 
Scheitel  mit  s  bezeichnet  sein  möge  (vgl.  Fig.  88),  und  bestimmt  zu  jedem 
Strahle  V  dieses  Strahlbüschels  denjenigen  konjugierten  Strahl  W,  der 
ebenfalls  durch  s  hindurchgeht,  so  bilden  die  Strahlen  W  im  Punkte  s  ein 
zweites,  zum  Büschel  der  Strahlen  V  projektives  Strahlbüschel  mit  der  be- 
sonderen Eigenschaft,  daß  die  Strahlen  beider  Büschel  einander  wechselseitig 
zugeordnet  sind.  In  der  Tat  sind  zunächst  die  beiden  Büschel  der  Strahlen  V 
und  W  projektiv^  denn  nach  Satz  414  wird 
ein  Strahlbüschel  durch  ein  Polarsystem  in 
eine  projektive  Punktreihe  übergeführt.  Es 
ist  daher  auch  die  Punktreihe  der  Pole  FjP, 
welche  dem  Strahlbüschel  der  Geraden  V 
zugewiesen  wird,  zu  diesem  Strahlbüschel 
projektiv.  Das  Strahlbüschel  der  Geraden 
W  andererseits  ist  wieder  zu  der  Punkt- 
reihe dieser  Pole  FJP  perspektiv.  Denn 
die  Erklärungsgleichung  konjugierter  Ge- 
raden 


(119) 


\W-  FP]  =  0 


Fig.  88. 


besagt  ja,  daß  die  zu  F  konjugierte  Gerade 
W  durch  den  Punkt  FJP  hindurchgeht. 
Folglich  ist  nach  Satz  38  das  Strahlbüschel 
der  Geraden  W  zu  der  Punktreihe  der  Pole 
VP  auch  projektiv  und  somit  auch  pro- 
jektiv zu  dem  mit  dieser  Punktreihe  pro- 
jektiven Strahlbüschel  der  Geraden   F. 

Daß  aber  auch  die  Strahlen  F  und  W 
der  beiden  projektiven  Strahlbüchel  ein- 
ander wechselseitig  zttgeordnet  sind,  folgt 
aus  dem  gleichzeitigen  Bestehen  der  Gleichungen 

(119)         [W-  FP]  =  0  und  (120) 

Die     beiden     Strahlbüschel     bilden     also 
involution. 

Eine  solche  Strahlinvolution  in  einem  Punkte  kann  ebenso  wie  die 
Punktinvolution  auf  einer  Geraden  als  ein  binäres  Abbild  des  Polarsysteins 
in  der  Ebene  aufgefaßt  werden.  Die  oben  betrachtete  Involution  im 
Punkte  s   insbesondere   bildet  überdies  einen  Ausschnitt  aus  dem  Polar- 


[F-  TFJP]  =  0. 
zusammen     eine     Strahl- 
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System  JP5  denn  man  kann  das  gewonnene  Ergebnis  auch  in  der  Form 
aussprechen: 

Satz  416:  In  jedem  beliebigen  Punkte  s  der  Ebene  bilden  die 
durch  ihn  gehenden  konjugierten  Strahlen  eines  Polarsystems  F 
eine  Strahlinvolution. 

Von  dieser  Involution  sagt  man  ferner,  sie  werde  durch  das  Polar- 
system JP  (oder  auch  wohl  durch  seine  Polarkurve)  in  dem  Punkte  s  hervor- 
gerufen oder  erzeugt.  Man  bekommt  dieselbe,  indem  man  einen  Strahl  V 
das  Strahlbüschel  mit  dem  Scheitel  s  beschreiben  läßt,  zu  jeder  Lage  des 
Strahles  V  den  Pol  VP  konstruiert  und  diesen  mit  dem  Punkte  s  ver- 
bindet durch  eine  Gerade  TF;  dann  bilden  die  Strahlen  V  und  W  ein 
Paar  der  Involution. 

Die  analytische  Darstellung  dieser  Involution  erhält  man,  wenn  man 
die  in  der  Gleichung  (119)  auftretenden  Stäbe  V  und  W  als  Produkte 
des  Trägers  s  der  Involution  und  je  eines  Punktes  y  und  z  darstellt, 
also  setzt: 

(134)  V=\_syl     Tr=M, 

wodurch  die  Gleichung  (119)  übergeht  in: 

(135)  \sz  .  syJP]  =  0. 

Erteilt  man  in  dieser  Gleichung  dem  Punkte  y  einen  beliebigen  Wert 
und  legt  dadurch  zugleich  die  Verbindungslinie  V  =\sy]  dieses  Punktes 
mit  dem  Punkte  s  fest,  so  enthält  die  Gleichung  (135)  als  einzige  ver- 
änderliche Größe  nur  noch  den  Punkt  z  und  ist  in  bezug  auf  ihn  linear. 
Sie  stellt  daher  eine  gerade  Linie  dar,  und  zwar  mit  Rücksicht  auf  (119) 
und  (134)  den  zum  Strahle  V  in  der  betrachteten  Involution  zugeordneten 
Strahl  W.  Die  Gleichung  (135)  hann  also  wirklich  als  Gleichung  der  In- 
volution aufgefaßt  werden,  die  das  Polarsystem  JP  in  dem  Punkte  s  hervorruft. 

Man  findet  andererseits  die  Gleichung  der  Doppelstrahlen  dieser  In- 
volution, wenn  man  in  der  Gleichung  (135)  die  beiden  Punkte  y  nnd  z 
einander  gleich  werden  läßt,  also 

(136)  y  =  z  =  X 
setzt,  wodurch  sich  die  Gleichung  ergibt: 

(137)  [sx  •  sxF]  =  0. 

Natürlich  gelangt  man  zu  dieser  Gleichung  auch,  wenn  man  in  die  Glei- 
chung (121)  der  Polarkurve  für  ü  den  Wert 

(138)  U  =  [sx] 
substituiert. 

Die  so  gewonnene  in  x  quadratische  Gleichung  (137)  ist  dann  die  ge- 
wünschte  Gleichung  des  Doppelstrahlpaars  derjenigen  Involution,  die  das 
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Polarsystem  P  in  dem  Punkte  s  erzeugt;  denn  sie  wird  befriedigt  durch 
alle  Punkte  x,  für  die  der  Stab  [sx]  eine  Tangente  der  Polarkurve  ist. 
Dabei  erscheint  jenes  Doppelstrahlpaar,  möge  dasselbe  nun  getrennt  reell, 
zusammenfallend  reell  oder  konjugiert  komplex  sein,  als  eine  zerfallende 
Kurve  zweiter  Ordnung. 

Übrigens  kann  man  ebenso  gut  wie  von  der  Strahlinvolution,  die  das 
Polarsystem  P  in  einem  Punkte  hervorruft,  auch  von  einer  Punktinvolution 
sprechen,  die  das  Polarsystem  JP  auf  einer  Geraden  erzeugt. 

Anstatt  nämlich  die  Punkte  VP  mit  dem  Punkte  s  zu  verbinden 
durch  die  Geraden  W  und  die  Beziehung  zwischen  den  Geraden  V  und  W 
aufzusuchen,  kann  man  natürlich  auch  die  Geraden  V  mit  der  Polare  G 
von  s  zum  Schnitt  bringen  und  die  Beziehung  der  Punkte  [G^  F]  und  VP 
ins  Auge  fassen.  Läßt  man  dann  wieder  den  Strahl  V  das  Strahlbüschel 
mit  dem  Scheitel  s  beschreiben,  so  durchläuft  der  Punkt  VP  die  Polare  G 
von  s  und  beschreibt  zusammen  mit  dem  Punkte  [G  V]  eine  Punktinvolu- 
tion auf  der  Geraden  G,  die  zu  der  vorher  betrachteten  Strahlinvolution 
perspektiv  liegt  (vgl.  Fig.  88).     Man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  417:  Ein  Polarsystem  zweiter  Klasse  P  ruft  auf  jeder 
Geraden  G  seiner  Ebene  eine  Punktinvolution  hervor.  Dieselbe 
wird  erzeugt,  wenn  man  eine  Gerade  V  sich  um  den  Pol  s  von 
G  drehen  läßt  und  dann  für  jede  Lage  der  Geraden  V  erstens 
seinen  Schnittpunkt  [G^  F]  mit  der  Geraden  G  und  zweitens 
seinen  (ebenfalls  auf  G  liegenden)  Pol  VP  konstruiert. 

Der  Zusammenhang  zwischen  der  Pol-  und  Polarkurve  eines  Polar- 
systems. Die  Beziehungen  des  Pols  und  der  Polare  eines  Polarsystems  zu 
dessen  Polkurve  und  Polarkurve  legen 
die  Vermutung  nahe,  daß  die  beiden 
Kurven  überhaupt  identisch  sind,  daß 
also  die  Tangenten  der  Polkurve  nichts 

anderes  sind  als  die  Hüllgeraden  der        Vv^  ^Stn^  I 

Polarkurve  (vgl.  Fig.  89).  Um  dies  rein 
analytisch  zu  beweisen,  bezeichne  man 
die  Polare  des  Punktes  x  mit  U,  setze  also 

(139)  xp  ==  U. 
Ist  dann  femer  noch 

(140)  a  4-  0 
ist,  so  wird  nach  (47) 

x==U— 
P 
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oder  wegen  (55) 

x=  U 
a 


(141)  oc  =  U^ 


Mit  Hülfe  der  beiden  Formeln  (139)  und  (141)  aber  läßt  sich  die 
linke  Seite  der  Polkurvengleichung 

(142)  [x  'xp']  =  0 

umformen;  man  erhält 

oder  wegen  (48)  und  (49)  des  zweiten  Abschnitts 

(143),  [x-xp]=^^[U-UTl 

Diese  Umformung  war  aber  an  die  Bedingung  geknüpft,  daß  a  4=  0 
ist,  und  zeigt  also,  daß,  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  und  unter  ü  die 
Polare  xp  des  Punktes  x  verstanden  wird,  die  Gleichung 

(142)  \_x-xp']^0 

stets  die  Gleichung 

(144)  [Z7-Ü'P]  =  0 

nach  sich  zieht,  und  daß  umgekehrt  die  letztere  Gleichung  die  erstere  zur 
Folge  hat. 

Wenn  aber  der  Punkt  x  der  Gleichung  (142)  genügt,  also  auf  der 
Polkurve  liegt,  so  ist  nach  Satz  405  die  Polare  ü  =  xp  die  Tangente  der 
Polkurve  im  Punkte  x-,  und  da  die  Gleichung  (144)  die  Polarkurve  dar- 
stellte, so  besagt  das  Zusammenbestehen  der  Gleichungen  (142)  und  (144) 
wirklich,  daß  jede  Tangente  der  Polkurve  eine  HüUgerade  der  Polar- 
kurve ist. 

Genügt  andererseits  die  Gerade  U  der  Gleichung  (144),  ist  somit  U 
eine  Tangente  der  Polarkurve,  und  ist  außerdem  wie  vorher  xp  =  ü,  also 
nach  (141)  x  =  —  UP,  so  ist  der  Punkt  x,  welcher  dann  der  letzten 
Gleichung  zufolge  den  Pol  jener  Tangente  U  der  Polarkurve  darstellt, 
nach  Satz  413  der  Berührungspunkt  dieser  Tangente  U  der  Polarkurve. 
Das  Zusammenbestehen  der  Gleichungen  (144)  und  (142)  zeigt  daher,  daß 
die  Berührungspunkte  der  Tangenten  der  Polarkurve  zugleich  Punkte  der 
Polkurve  sind. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  418:  Unter  der  Voraussetzung,  daß  der  Potenzwert  (die 
Determinante)  a  eines  Polarsystems  p  von  Null  verschieden 
ist,  fällt  seine  Polkurve  mit  der  Polarkurve  des  adjungierten 
Polarsystems  JP  zusammen. 
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Abschnitt  32. 
Entartende  Polarsysteme. 

Die  drei  Fälle  des  Entartens  eines  Polarsystems  zweiter  Ordnung.  Die 
bisherige  Untersuchung  erstreckte  sich  vorzugsweise  auf  Polarsysteme 
zweiter  Ordnnng  und  zweiter  Klasse,  deren  Potenzwerte  a  =  a^^  I  und 
51  =  I  51  .j  I  von  Null  verschieden  sind.  Und  in  der  Tat  erfordern  die  Polar- 
systeme mit  verschwindendem  Potenzwert  eine  besondere  Betrachtung,  zu 
der  wir  nunmehr  übergehen  woUen. 

Es  sei  also  ein  Polarsystem  zweiter  Ordnung  gegeben  durch  einen  Bruch 

(1)  P-T^'—'^ 

der  als  Ausdruck  eines  Polarsystems  der  ersten  Grundgleichung  des  Polar- 
systems (vgl.  die  Gleichung  (61)  des  vorigen  Abschnitts): 

(2)  [z  .  yp]  =  [y  .  zp] 

Genüge  leistet,  der  sich  aber  von  den  bisher  betrachteten  Brüchen  p  da- 
durch unterscheidet,  daß  das  planimetrische  Produkt  seiner  Zähler,  das 
heißt  das  Produkt  [J^i^gJlg], 

(3)  [Ä,A,Ä,]  =  0 

ist,  daß  also  die  Determinante  a  =  {  Q,^  |  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Potenz- 
wert von  p  verschwindet.  Diese  Gleichung  (3)  bedingt  es,  daß  der  reziproke 
Wert  des  Bruches  p  keinen  Sinn  mehr  hat,  und  daß  daher  alle  diejenigen 
Formeln  des  vorigen  Abschnitts,  in  denen  der  Bruch  —  auftrat,  ihre  Be- 
deutung verlieren. 

Aus  der  Gleichung  (3)  folgt  ^),  daß  zwischen  den  drei  Zählerstäben 
-4j,  A^,  Aq  eines  solchen  enta/rtenden  Polarsystems  p  mindestens  eine  Zahl- 
beziehung herrscht,  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

(4)  lAi-UA  +  lA  =  o 

besteht,  in  der  jedenfalls  eine  der  drei  Zahlgrößen  f.  von  NuU  verschieden 
ist.     Man  hat  dann  drei  Fälle  zu  unterscheiden: 

Erstens  den  FaU,  wo  von  den  drei  planimetrischen  Produkten  aus 
je  zweien  der  Größen  A^  wenigstens  eins  von  NuU  verschieden  ist, 

zweitens  den  Fall,  wo  diese  drei  Produkte  gleichzeitig  verschwinden, 
ohne  daß  alle  drei  Größen  A.  gleich  Null  sind,  imd  endlich 

drittens  den  Fall,  wo  sämtliche  drei  Größen  A^  verschwinden. 

1)  Hinsichtlich  der  hier  benutzten  Schlußweise  vergleiche:  H.  Graßmann,  Die 
Ausdehnungslehre.  Berlin,  1862.  Nr.  66.  (Gesammelte  mathematische  und  physi- 
kalische Werke,  Bd.  1,  Teil  2.    Leipzig,  1896.) 
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Bas  einfach  entartende  Polarsystem  zweiter  Ordnung.  Zuerst  also  sei 
der  Fall  betrachtet,  wo  zwar  das  kombinatorische  Produkt  [^^^.2-43]  aller 
drei  Zählerstäbe  des  Bruches  p  verschwindet,  aber  wenigstens  eins  von 
den  drei  Produkten  [J.2^g],  [^3-4^],  [^^-Ig]  ^^s  je  zweien  dieser  Stäbe 
von  Null  verschieden  ist.  Wir  bezeichnen  diesen  Fall  als  den  Fall  eines 
„einfach  entartenden  Polarsystems  zweiter  Ordnung".  Es  läßt 
sich  zeigen,  daß  in  diesem  Falle  neben  der  Gleichung  (4)  nicht  noch  eine 
zweite  von  ihr  unabhängige  Zahlbeziehung  zwischen  den  Ä.  bestehen  kann. 
Ist  nämlich  zum  Beispiel  das  Produkt 

(5)  [A^2]  +  0, 

80  herrscht  sicher  zwischen  den  Stäben  Ä^  und  Ä^  keine  Zahlbeziehung. 
Daraus  aber  folgt,  daß  in  der  Gleichung  (4)  der  Koeffizient 

(6)  is  +  O 

sein  muß;  denn  bei  verschwindendem  fg  würde  sich  ja  die  Gleichung  (4) 
auf  eine  Zahlbeziehung  zwischen  Ä^^  und  Ä^  allein  reduzieren,  und  eine 
solche  ist  eben  durch  die  Ungleichung  (5)  ausgeschlossen.  Ist  aber  die 
Ungleichung  (6)  erfüllt,  so  ist  die  Gleichung  (4)  nach  Ä^  auflösbar  und 
liefert  für  A^  den  Wert 

(7)  Ä^  =  —  j-  ^1  —  -^  ^2- 

Angenommen  nun,  es  bestünde  zwischen  den  drei  Stäben  A^,  A^,  A^  noch 
eine  zweite  Zahlbeziehung: 

(*)  U,+f2A  +  f3A  =  0, 

so  müßte  auch  diese  nach  A^  auflösbar  sein  und  würde  für  A^  den  Wert 
ergeben: 

(**)  a,^-\a,-\a,. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (7)  und  (**)  folgt  aber  durch  Subtraktion 
die  neue  Gleichung 


(i-Tr)^'  +  (r-¥)^  =  «- 


Und  da  zwischen  den  Stäben  A^  und  A^  allein  eine  Zahlbeziehung  nicht 
bestehen  darf,  so  müssen  die  Koeffizienten  dieser  Gleichung  einzeln  ver- 
schwinden, das  heißt,  es  müssen  die  Gleichungen  befriedigt  werden: 

\~  =  |-     und     y-  =  7^ 

IS  IS  18  Is 

oder,  was  dasselbe  ist,  die  Proportion: 

11  •  12  •  Is  ^  11  •  12  •  Is- 
Diese  Proportion  aber  zeigt,  daß   die  Zahlbeziehung  (*)  aus  der  Zahlbe- 
ziehung (4)  durch  bloße  Multiplikation  mit  einem  Zahlfaktor  hervorgeht, 


Abschnitt  32,  Gleichung  (5)  bis  (11).     Satz  419. 


207 


daß  es   somit  keine  zweite  von  der  Zahlbeziehung  (4)  unabhängige  Zahl- 
beziehung zwischen  den  Stäben  Ä^,  Ä^,  Ä^  gibt.    Man  hat  also  den  Satz: 
Satz  419:  Sobald  das  Produkt 

(3)  [AAA^  =  0 

ist,  aber  wenigstens  eins  von  den  drei  Produkten  [-^g^s],  [-^g^^], 
[-^i^g]  ^0^  Null  verschieden  ist,  besteht  zwischen  den  drei 
Größen  A^  eine  und  nur  eine  Zahlbeziehung 

(4)  \,A,  +  \,A,  +  \^A,  =  0. 

Eine  solche  Zahlbeziehung  sagt  aus,  daß  die  Geraden  der  drei  Stäbe  A^ 
einen  Punkt  mit  einander  gemein  haben  (vgl.  Fig.  90).  Um  die  Eigen- 
schaften zu  ermitteln,  die  hieraus 
für  das  Polarsystem  p  entspringen, 
bezeichne  man  noch  denjenigen 
Punkt,  dessen  Ableitzahlen  die 
Koeffizienten  der  Zahlbeziehung  (4) 
sind,  mit  s,  setze  also 

(8)  s  =  fi^i  +  f,e2  +  fsCj, 

so  läßt  sich  wegen  (1)  die  Glei- 
chung (4)  auch  in  der  Form 
schreiben 

(9)  SP  =  0, 

in  der  sie  für  geometrische  Fol- 
gerimgen  geeigneter  ist. 

Zunächst  nämlich  zeigt  diese 
Gleichungsform,  daß  der  Punkt  s 
in  dem  Polarsystem  p  keine  Polare 
besitzt,  oder,  wenn  man  wiU,  daß  seine  Polare  ganz  unbestimmt  ist.     Man 
kann  nämlich  die  Gleichung  (9)  auch  durch  die  Gleichung 

(10)  sp  =  0  •  T7 

ersetzen,  in  der  W  einen  ganz  beliebigen  Stab  der  Ebene  bedeutet,  und  man 
sagt  daher  von  dem  Punkte  5,  er  sei  der  Nullpunkt  des  Polarsystems 
zweiter  Ordnung  p,  oder  auch,  er  sei  zum  Polarsystem  p  apolar^). 

Ferner  folgt  aus  der  Gleichungsform  (9)  sofort,  daß  der  Punkt  s  auf 
der  Polkurve  des  Polarsystems  liegt.  Denn  multipliziert  man  die  Glei- 
chung (9)  mit  s,  so  findet  man  für  den  Punkt  s  die  Zahlgleichung 

(11)  [S'sp]==0, 


Flg.  90. 


1)  Vgl.  Reye,  Erweiterung  der  Polarentheorie  algebraischer  Flächen.     Journal 
für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  78  (1874),  S.  97. 
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aus  der  hervorgeht,  daß  der  Nullpunkt  s  des  Polarsystems  p  der  Polkurve 

(12)  [x  ■  xp]  =  0     angehört. 

Aber  die  Grleichung  (9)  zeigt  zugleich,  daß  der  Punkt  s  auch  auf  der 
Geraden  aller  drei  Zählerstäbe  Ä^  liegen  muß,  also  der  gemeinsame  Schnitt- 
punkt dieser  drei  Geraden  ist.  In  der  Tat  erhält  man  mit  Rücksicht  auf 
die  Grundgleichung  (2)  des  Polarsystems  für  die  Produkte  [sÄ^]  die  Dar- 
stellung 

(13)  \sÄ,]  =  [S'e,p]  =  [ersp]=^0, 

welche  wirklich  aussagt,  daß  der  Punkt  s  den  drei  Polaren  Ä.  der  drei 
Orundpunkte  e^  angehört.  Dies  Ergebnis  läßt  sich  aber  noch  verallgemeinern. 
Ist  nämlich  V  die  Polare  eines  ganz  beliebigen  Punktes  y,  also 

(14)  r=yp, 

so  geht  auch  die  Gerade  des  Stabes  V  durch  den  Punkt  s  hindurch;  denn 
es  wird  wieder 

(15)  [sr]  =  [s-yp]-=[ysp]  =  0. 

Sieht  man  daher  davon  ab,  daß  zufolge  der  Gleichung  (10)  jeder  beliebige 
Stab  W  der  Ebene,  wenn  man  sich  ihn  mit  dem  Koeffizienten  0  behaftet 
denkt,  als  Polare  des  Punktes  s  aufgefaßt  werden  kann,  so  bleiben  als 
Polaren  von  Punkten  der  Ebene  nur  solche  Geraden  übrig,  die  durch  den 
Nullpunkt  s  des  Polarsystems  p  hindurchgehen. 

Dafür  aber  gehört  dann  umgekehrt  einer  jeden  durch  den  Nullpunkt  s 
gehenden  Geraden  F,  die  einem  Punkte  y  der  Ebene  als  Polare  zugeordnet 
ist,  also  der  Gleichung 
(14)  r=yp 

genügt,  als  Pol  nicht  nur  dieser  eine  Punkt  y  zu,  sondern  zugleich  auch 
die  sämtlichen  Punkte  y  -}•  Qs  der  geraden  Verbindungslinie  von  y  und  s. 
Wegen  (9)  wird  nämlich 

(16)  {y  +  Qs)p  =  yp  +  Q  sp  =  yp  =  r, 

das  heißt,  die  Gerade  V  kann  auch  als  die  Polare  eines  jeden  beliebigen 
Punktes  y  -\-  QS  jener  Yerbindungslinie  [ys^  aufgefaßt  werden. 
Um  die  Gestalt  der  Polkurve 

(17)  [x-xp]  =  0 

eines  einfach  entartenden  Polarsystems  zweiter  Ordnung  p  kennen  zu  lernen, 
berücksichtige  man  zunächst,  daß  dieselbe  ihrer  Gleichung  (17)  zufolge 
(vgl.  die  Entwickelung  auf  Seite  184  f.)  von  einer  jeden  Geraden  in  zwei 
getrennten  reeUen,  zwei  zusammenfallenden  reellen  oder  in  zwei  konjugiert 
komplexen  Punkten  geschnitten  wird.  Insbesondere  wird  dies  auch  für 
die  Gerade  [e^e^]  zutreffen,  jedoch,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  mit  der 


Abschnitt  82,  Gleichung  (12)  bis  (20). 
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Einschränkung,  daß  für  sie  der  Fall  zweier  zusammenfallenden  reellen 
Schnittpunkte  ausgeschlossen  ist  (vgl.  Fig.  91).  Wegen  der  Ungleichung  (6) 
nämlich  (vgl.  auch  die  Gleichung  (8))  geht  die  Gerade  {ß^e^]  nicht  durch 


Fig.  91. 


den  Nullpunkt  s  hindurch.  Ersetzt  man  nun  aher  in  der  Gleichung  (96) 
des  vorigen  Abschnitts  die  Punkte  y  und  z  durch  die  Punkte  e^  und  ßg, 
so  erhält  man  die  Gleichung 


^il 


[e,  •  e^p]  ±  V[e,  •  e,j)]«  —  [e^  ■  e^p\\_e^  •  e.p] 


(1^)  l*.|-  [e,.e,i>] 

welche   die  beiden  Werte  angibt,  die  der  Parameter  1^  in  dem  Ausdruck 

annehmen   muß,    damit  der  Punkt  x  der  Polkurve  (17)  angehört.     Und 

diese  beiden  Werte  könnten  nur  dann  einander  gleich  werden,  die  beiden 

Schnittpunkte 

(19)  a?!  =  e^  +  \)^e^     und     ^Tg  =  e^  -f  \e^ 

der  Geraden  \e^e^  mit  der  Kurve  (17)  könnten  somit  nur  dann  in  einen 
Punkt  zusammenfallen,  wenn  in  der  Gleichung  (18)  die  Quadratwurzel 
verschwände  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  die  Gleichung  bestünde: 

k  •  ^V\     [es  •  ^V\  \ 
die  man  nach  Satz  25  auch  in  der  Form  schreiben  kann; 


(20) 


=  0, 


6raBm»Qn:  Projektive  Geometrie  d.  Ebene.     II. 
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oder  wegen  (1)  in  der  Form: 

(21)  [e,e,'Ä,Ä,]=.0. 

In  dieser  Gleichung  aber  kann  das  Produkt  [-l^J-j]  sich  höchstens  um 
einen  nicht  verschwindenden  Zahlfaktor  (vgl.  die  Ungleichung  (5))  von 
dem  Nullpunkte  s  des  Polarsystems  p  unterscheiden.  Denn  nach  dem 
Obigen  gehen  die  Geraden  der  Stäbe  J.^  und  Ä^  durch  den  NuUpunkt  s 
hindurch.    Man  kann  daher  der  Gleichung  (21)  auch  die  Form  verleihen: 

(22)  [e,e,s]  =  0. 

Diese  steht  indes  mit  der  Tatsache  in  Widerspruch,  daß  die  Gerade  des 
Stabes  [e^eg]  den  Nullpunkt  s  nicht  enthält.  Folglich  kann  auch  die  Glei- 
chung (20)  nicht  bestehen,  und  die  Gerade  [e^^e^]  kann  somit  die  Polkurve 
des  Polarsystems  p  nur  in  zwei  getrennten  reellen  oder  in  zwei  konjugiert 
komplexen  Punkten  x^  und  x^  schneiden. 

Dann  aber  folgt  wieder  aus  der  für  die  betrachtete  Entartung  charakte- 
ristischen Gleichung  (9),  daß  der  Polkurve  auch  jeder  PunM  derjenigen 
beiden  Geraden  [x^s]  und  [x^s]  angehört,  welche  die  PunJcte  x^  und  x^  mit 
dem  Null]mn1cte  s  verbinden.  Ein  jeder  Punkt  nämlich,  der  einer  von  diesen 
beiden  Geraden  angehört,  läßt  sich  unter  der  Form  ic^  -f  gs  (*"  =  1,  2)  dar- 
stellen. Und  setzt  man  den  Ausdruck  rr,  +  gs  statt  x  in  die  linke  Seite  der 
Gleichung  (17)  ein,  so  nimmt  diese  die  Form  an  [{x^  +  Qs)-{x^-{-  Qs)p]  oder 

[x,-x;p]-\-2Q[x,-sp]  +  Q^[s-sp]. 

In  dieser  Summe  verschwinden  aber  die  beiden  letzten  Glieder  wegen  (9); 

doch  auch  das  erste  Glied  ist  gleich  Null,  da  nach  der  Voraussetzung  die 

beiden  Punkte  x.  auf  der  Polkurve 
liegen.  Also  ist  der  Punkt  Xi-\-  %s 
ebenfalls  ein  Punkt  der  Polkurve.  Die 
Kurve  enthält  daher  die  beiden  vom 
Nullpunkte  s  nach  den  Punkten  x^  und 
x^  laufenden  getrennten  reellen  oder 
konjugiert  komplexen  Geraden  und  kann, 
da  sie  von  zweiter  Ordnung  ist,  auch 
nur  aus  diesen  beiden  Geraden  bestehen, 
sie  zerfällt  somit  in  ein  Geradenpaar 
mit  dem  Doppelpunkte  s. 

Bezeichnet  man  jetzt  endlich  wieder 
wie  auf  S.  185  mit  x^  und  x^  die  bei- 
den  Schnittpunkte,    die    eine    beliebige 
Gerade  [yi\  mit  der  Polkurve  (17)  des 
Fig.  92.  einfach  entartenden  Polarsystems  zwei- 
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ter  Ordnung  gemein  hat,  und  setzt  dann  wieder  wie  dort 

(23)  ^1  =  2/  +  ^h^     und     x^  =  y  -j-  ^^z, 

so  sind  \)^  und  !^2  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

(24)  [y  .  yp\  +  2f)[^  •  yp]  +  \)\z  •  zp\  =  0. 

Die  aus  dieser  Gleichung  sich  ergebenden  Werte  der  Parameter  l^j 
und  1^2  der  beiden  Punkte  x^  und  x^  werden  entgegengesetzt  gleich,  das 
heißt,  der  Punktwurf  yzx^x^  wird  harmonisch  (vgl.  Fig.  92),  wenn  der 
Koeffizient  von  \)  in  der  Gleichung  (24)  verschwindet,  wenn  also  die  Glei- 
chung besteht: 

[z  ■  yp]  =  0. 

Dann  liegt  der  Punkt  z  auf  der  Polare  yp  des  Punktes  y,  von  der  bereits 
oben  gezeigt  ist,  daß  sie  durch  den  Nullpunkt  s  hindurchgeht,  und  daß 
sie  zugleich  auch  jedem  Punkte  y  -\-  ^s  als  Polare  zugeordnet  ist,  der  auf 
der  Verbindungslinie  von  y  und  s  gelegen  ist. 

Die  gewonnenen  Ergebnisse  lassen  sich  daher  in  den  Satz  zusammen- 
fassen : 

Satz  420:  Ein  einfach  entartendes  Polarsystem  zweiter  Ord- 
nung p  besitzt  stets  einen  und  nur  einen  Nullpunkt  s,  oder  was 
dasselbe  ist,  einen  Punkt  s,  der  zu  dem  Polarsystem  apolar  ist. 
Die  Polkurve  eines  solchen  Polarsystems  p  zerfällt  in  ein 
Linienpaar,  das  entweder  aus  zwei  nicht  zusammenfallenden 
reellen  Geraden  besteht,  die  sich  in  dem  Nullpunkte  s  schneiden, 
oder  aus  zwei  konjugiert  komplexen  Geraden,  die  jenen  Null- 
punkt zum  reellen  Doppelpunkt  haben. 

Die  Polaren  sämtlicher  Punkte  hinsichtlich  des  Polar- 
systems p  gehen  durch  den  Nullpunkt  s,  den  Doppelpunkt  des 
Linienpaars,  hindurch  und  werden  durch  das  Linienpaar  von 
ihren  Polen  harmonisch  getrennt.  Umgekehrt  kann  eine  jede 
Gerade,  die  durch  den  Doppelpunkt  des  Linienpaars  geht,  als 
Polare  eines  jeden  Punktes  aufgefaßt  werden,  der  von  ihr  durch 
das  Linienpaar  harmonisch  getrennt  wird,  das  heißt,  der  Pol 
einer  derartigen  Geraden  kann  auf  dem  Strahle  beliebig  gewählt 
werden,  der  jener  Geraden  hinsichtlich  des  Linienpaars  har- 
monisch zugeordnet  ist. 

Man  kann  dem  Hauptinhalt  dieses  Satzes  auch   die  Fassung  geben: 

Satz  421:  Bei  einem  einfach  entartenden  Polarsysteme  zweiter 
Ordnung  p  zerfällt  die  Polkurve  in  ein  Linienpaar,  das  aus  den 
Doppelstrahlen  derjenigen  Strahlinvolution  gebildet  wird,  die 
das  Polarsystem  p  in  seinem  Nullpunkte  s  hervorruft. 

14* 
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Ein  einfach  entartendes  Polarsystem  zweiter  Ordnung  erzeugt  nämlicli 
nicht  nur  in  jeder  Geraden  seiner  Ebene  eine  Punktinvolution,  sondern 
außerdem  noch  in  seinem  Nullpunkte  eine  Strahlinvolution.  Dieselbe  ist 
der  Schein  einer  jeden  Punktinvolution,  die  das  Polarsystem  auf  den  Ge- 
raden ihrer  Ebene  besitzt.    (Vgl.  auch  S.  193  und  S.  207  f.) 

Die  adjungierte  Abbildung  eines  einfach  entartenden  Polarsystems  zweiter 
Ordnung.    Da  der  Satz  von  der  Identität  der  Pol-  und  Polarkurve  nur  für 
den  Fall  bewiesen  ist,  wo  das  planimetrische  Produkt  [^^  J^g-^s]  +  0  ist, 
so  bedarf  die  Polarkurve 
(25)  [?7.  C/P]==0 

bei  den  entartenden  Polarsystemen,  für  welche  ja  jenes  Produkt  ver- 
schwindet, einer  besonderen  Untersuchung.  Dazu  berücksichtige  man,  daß 
bei  dem  soeben  betrachteten  einfach  entartenden  Polarsystem  p  die  Zähler  a 
des  adjungierten  Bruches 

ein  Vielfaches  des  Nullpunktes  s  darstellen  müssen.  Denn  da,  wie  bewiesen 
die  drei  Zählerstäbe  Ä^  des  Bruches  p  durch  den  Nullpunkt  s  hindurch- 
gehen, so  müssen  die  Produkte  je  zweier  von  ihnen,  das  heißt  also  die 
Zähler  des  adjungierten  Bruches  JP,  sofern  sie  von  NuU  verschieden  sind, 
abgesehen  von  einem  Zahlfaktor  den  Nullpunkt  s  liefern.  Aber  dies  Er- 
gebnis läßt  sich  noch  bestimmter  formulieren.  Multipliziert  man  nämlich 
die  Gleichung  (4)  hinten  mit  Ä^,  so  erhält  man  die  Gleichung 

oder  wegen  der  Gleichungen  (20)  des  vorigen  Abschnitts 

ii«2  =  f2  Öl- 
Aus  dieser  Gleichung  und  den  beiden  zyklisch  entsprechenden  Gleichungen 
folgt  zunächst,  daß  die  Punkte  a. ,  (falls  sie  nicht  null  sind),  in  einen  Punkt 
zusammenfallen,  und  dieser  Punkt  kann,  wie  schon  oben  gezeigt  ist,  kein 
anderer  sein  als  der  Nullpunkt  s.  Andererseits  entspringt  aus  diesen  Glei- 
chungen die  laufende  Proportion 

(27)  ji  :  f2  :  Is  =  «1  :  «2  :  «s; 

für  die  man  auch  die  Doppelgleichung  schreiben  kann 

(28)  «i  =  «^  =  _«3. 

ll  1»  Is 

Und  da  außerdem  die  Punkte  a,  mit  dem  Nullpunkte  s  des  Polarsystems 
oder,  was  dasselbe  ist,  mit  dem  Doppelpunkte  seiner  Polkurve  zusammen- 
fallen, so   muß  der  gemeinschaftliche  Wert  der  drei  Brüche  (28)  ein  ge- 
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Fig.  93. 


wisses  Vielfaches  von  s  sein,  das  überdies  wegen  (5)  sicher  von  Null  ver- 
schieden ist.     Man  erhält  somit  die  drei  Gleichungen 

.*  =ts      oder 
(29)  a',  =  ff^s. 

Für  den  adjungierten  Brück  (26)  ergibt  sich  daher  die  Darstellung 

(30) 
Ist  also 

(31)  V=^x>,E,  +  )),E,-^tj,E, 

ein   ganz    beliebiger  Stab   (vgl.  Fig.  93), 
80  wird  wegen  (30)  sein  Pol 

(32)  FP=!(ö,f,  +  Ö3J,  +  Ü3f3)s. 

Dier   hier    in    der   Klammer    auftretende 

Summe  ist  nun  aber  mit  Rücksicht  auf  die 

Werte  von  V  und  s  (vgl.  Gleichung  (31) 

und  (8))  gleich  dem  äußeren  Produkte  [Vs],  und  die  Gleichung  (32)  läßt 

sich  daher  in  der  einfacheren  Form  schreiben 

(33)  Vr=t[Vs]s, 

welche  zeigt,  daß  der  Pol  einer  beliebigen  Geraden  F  hinsichtlich 
des  Polarsystems  JP  mit  dem  Punkte  s  zusammenfällt,  wofern 
nicht  die  Gerade  des  Stabes  V  selbst  durch  den  Punkt  s  hin- 
durchgeht. 

In  diesem  Falle  nämlich  verschwindet  der  Faktor  [Fs],  und  die  Glei- 
chung (33)  reduziert  sich  daher  auf  die  Form 

(34)  FP=0, 

welche  aussagt,  daß  dann  der  Pol  des  Stabes  F  unbestimmt  bleibt,  oder 
daß  er  zum  Polarsystem  JP  apolar  sei.    Man  erhält  also  den  Satz: 

Satz  422:  Bei  einem  einfach  entartenden  Polarsystem  zweiter 
Ordnung  p  mit  dem  Nullpunkte  s  sind  die  Stäbe  des  Strahl- 
büschels mit  dem  Scheitel  s  zu  dem  zu  p  adjungierten  Polar- 
system  zweiter  Klasse  JP  apolar. 

Ändert  man  ferner  in  der  Gleichung  (33)  die  Bezeichnung,  schreibt 
sie  nämlich  in  der  Form 

UI*^t[Us]s, 

und  multipliziert  sie  dann  mit  ü,  so  findet  man  für  die  der  Polarkurve  des 
Polarsystems  JP  zugehörende  quadratische  Form  [U •  UJP]  die  Darstellung 

(35)  [U'UI*]  =  t[Us]\ 
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das  heißt,  die  quadratische  Form  [U-UI*]  ist  gleich  dem  Produkte 
aus  einem  von  Null  verschiedenen  konstanten  Zahlfaktor  t  und 
dem  Quadrat  einer  linearen  Form. 

Die  Gleichung  der  gesuchten  Polarkurve  lautet  daher 

(36)  [Usf  =  0 

und  stellt  doppelt  zählend  dasjenige  Strahlbüschel  dar,  dessen  Scheitel  der 
Doppelpunkt  s  des  die  Polkurve  bildenden  Linienpaares  ist.  Man  hat  somit 
den  Satz: 

Satz  423:  Entartet  ein  Polarsystem  zweiter  Ordnung  p  ein- 
fach, zerfällt  also  seine  Polkurve  in  ein  Linienpaar,  so  besteht 
die  Polarkurve  des  adjungierten  Polarsystems  zweiter  Klasse  J? 
aus  dem  doppeltzählenden  Strahlbüschel,  dessen  Scheitel  der 
Doppelpunkt  jenes  Linienpaares  ist. 

Das  zweifach  entartende  Polarsystem  zweiter  Ordnung.  Der  zweite  Fall, 
der  beim  Verschwinden  des  planimetri sehen  Produktes  [A^A^A^  aller  drei 
Zählerstäbe  eines  Polarsystems  zweiter  Ordnung  p  eintreten  kann,  ist  der, 
wo  die  sämtlichen  drei  zweifaMorigen  planimetrischen  Produkte  [A^Ag\[A^Aj], 
[Aj^A^I  null  sind,  wo  also  die  drei  Gleichungen  bestehen: 

(37)  [^,^3]  =  [^3^J  =  K^]  =  0, 

ohne  daß  zugleich  alle  drei  Crrößen  A^  verschwinden.  Wir  sagen  in  diesem 
FaUe,  das  Polarsystem  j)  sei  ein  „zweifach  entartendes  Polarsystem 
zweiter  Ordnung", 

Verfügen  wir  dabei  über  die  Indizes  der  drei  Größen  A^  in  der  Weise, 
daß  Aq  nicht  verschwindet,  so  werden  zwischen  den  drei  Größen  A^  zwei 
Zahlbeziehungen  von  der  Form  bestehen  müssen: 


oder 
=  0. 


^1  =  f^3     und    A^  =  g^3 
(38)  ^3-^,  =  0     und     9^3-^2 

Diese  Gleichungen  sagen  aus,   daß  die  drei  Stäbe  A^,  A^,  A^,  sofern  sie 

nicht  null  sind, 
der  nämlichen  Ge- 
raden angehören 
(vgl.  Fig.  94). 

Bezeichnet  man 
ferner  noch  die 
beiden  Punkte,  die 
aus  den  Grund- 
punkten e.^,  e^,  63 

durch  die  Koeffizienten  der  beiden  Zahlbeziehungen  (38)  abgeleitet  werden 
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können,  mit  s  und  i,  setzt  also 

(39)  s  =  fcg  —  gj     und     t  =  Qe^  —  Cj, 

so  lassen  sich  die  Gleichungen  (38)  auch  in  der  Form  schreiben: 

(40)  sp  =  0     und     tp  =  0. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  zunächst,  daß  die  Punkte  s  und  t 
auf  der  Geraden  der  drei  Stabe  Ä.  liegen  müssen-^  denn  es  wird 

[sä,]  =  [s  •  e,p]  =  [e^  •  sp]  =  0, 


Ferner  zeigen  die  Gleichungen  (40),  daß  die  beiden  Punkte  s  und  t  Null- 
punkte des  Polarsystems  p  sind,  oder  wie  wir  auch  sagen  wollen,  zum  Polar- 
system p  apolar  sind.  Dieselbe  Eigenschaft  besitzt  aber  offenbar  auch 
jeder  Punkt  s  -\-\)t  der  Geraden 

(42)  S  =  \si\. 

In  der  Tat  folgt  aus  den  Gleichungen  (40)  für  ganz  beliebige  Werte  der 
Zahlgröße  {)  die  Gleichung 

(43)  (s  +  ()0p  =  O, 

welche  wirklich  aussagt,  daß  das  Polarsystem  p  die  sämtlichen  Punkte  der 
Punktreihe  s  -\-^t  zu  Nullpunkten  hat,  oder  bei  Benutzung  der  soeben  ein- 
geführten Ausdrucksweise,  daß  jeder  Punkt  der  Geraden  S  zum  Polar- 
system p  apolar  ist.  Diese  Gleichung  (43)  ist  zugleich  für  die  geometrische 
Deutung  der  neuen  Entartung  des  Polarsystems  am  geeignetsten. 

Multipliziert  man  sie  nämlich  äußerlich  mit  dem  Punkte  s  -\-  ^t,  so 
erhält  man  die  Gleichung 

(44)  Ks-h^t)-{s  +  ^t)p]  =  0. 
welche  besagt: 

Jeder  Punkt  s -\- \)t  der  Geraden  Ä  =  [s^]  liegt  auf  der  Pol- 
kurve des  Polarsystems  j). 

Aber  die  Gleichung  (43)  zeigt  zugleich,  daß  die  Polare  eines  jeden 
beliebigen  Punktes  der  Ebene  mit  der  Geraden  S  zusammenfällt.  In  der 
Tat,  ist  V  die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  y,  also 

(45)  F=  yp, 

so  folgert  man  aus  der  Gleichung  (43)  unter  Benutzung  der  ersten  Grund- 
gleichung (2)  des  Polarsystems,  daß  das  äußere  Produkt  [(s  -\-  ^t)V]  ver- 
schwindet; denn  es  wird 

(46)         [{s  -f-  ^t)r]  =  [(s  -f  ^0  •  yp]  =  [yis  +  ^t)p]  =  o. 

Die  Polare  V  eines  beliebigen  Punktes  y  der  Ebene  geht  also  durch  einen 
jeden  Punkt  s  -f-  f)  ^  der  Geraden  S  hindurch  und  f  äUt  somit  wirklich  mit 
der  Geraden  S  zusammen.    Die  beiden  Stäbe  V  und  S  können  sich  daher 
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nur  um  einen  Zahlfaktor  voneinander  unterscheiden,  und  man  kann  die 
Gleichung  ansetzen 

(47)  F=  yp  =  x^,S, 

in  welcher  der  Faktor  r^^,)  eine  vom  Punkte  y  abhängende  Zahlfunktion 
bedeutet.  Bildet  man  insbesondere  diejenigen  drei  Spezialgleichungen,  die 
aus  der  Gleichung  (47)  hervorgehen,  wenn  man  den  Punkt  y  durch  die 
drei  Ecken  e^  des  Fundamentaldreiecks  ersetzt,  und  bezeichnet  die  Werte, 
welche  die  Funktion  r(y)  für  die  Argumente  e^,  e^,  Cg  annimmt,  mit  r^, 
Tg,  Tg,  so  erhält  man  die  drei  Gleichungen 

(48)  A^  =  e^p^x^S,    Ä^^e^p^x^S,    As  =  esP^XsS. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  hier  auftretenden  Zahlgrößen  r,-  ergibt 
sich  leicht  aus  den  Grundgleichungen  des  Polarsystems 

(49)  [ei-e,p]  =  [e,-e,p]. 

Führt  man  nämlich  in  diese  Gleichungen  anstatt  der  Produkte 

e^p    und    ßiP     ihre  Werte 

Xj,S    und    x^S 
aus  (48)  ein,  so  bekommt  man  die  Gleichungen 

hle^S]  =  x,[e,Sl 
für  die  man,  wenn  man  noch 

(50)  5  =  ®,^;, +  (02^2 +  ©3^3 

setzt,  auch  schreiben  kann 

(51)  x,<B,  =  r,@,. 

Aus  diesen  Gleichungen  aber  folgt  die  laufende  Proportion 

Ti  :  Tg  :  rg  =  ©,  :  @2  :  ©3, 
welche  wiederum  gleichbedeutend  ist  mit  den  Proportionalitätsgleichungen 

(52)  r,  =  !@„ 

in  denen  !  einen  konstanten  nicht  verschwindenden  Zahlfaktor  bezeichnet. 
Die  Gleichungen  (48)  verwandeln  sich  daher  in 

(53)  J.i  =  !@i5,    A^  =  t<BsS,    Äs  =  t<BsS, 

und  es  wird  also 

(54)  p  =  —'   '    ;   '    /    • 

Aus  dieser  Darstellung  des  Bruches  p  kann  man  zunächst  eine  Be- 
stätigung dafür  ablesen,  daß  jeder  beliebige  Punkt  y  der  Ebene 

(55)  2/ =  t)iCi +  9363  +  1)363 

durch  den  Bruch  p  in  einen  Stab  der  Geraden  S  übergeführt  wird;  denn 
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durch  Multiplikation  der  Gleichungen  (55)  und   (54)   erhält  man  für  die 
Polare  yp  des  Punktes  y  den  Wert 

yp  =  !(i),ei  +  t)2@, +  9383)5, 

oder  mit  Rücksicht  auf  (55)  und  (50)  den  Ausdruck 

(56)  yp  =  l[yS]S, 

welcher  in  der  Tat  zeigt,  daß  die  Polare  eines  ganz  beliebigen  Punktes  y 
der  Ebene  sich  nur  durch  den  Zahlfaktor 

von  dem  Stabe  S  unterscheidet. 

Um  ferner  die  Gestalt  der  Polkurve 

(57)  [x  •xp]==0 

für  ein  zweifach  entartendes  Polarsystem  zweiter  Ordnung  p  zu  ermitteln,, 
multipliziere  man  die  Gleichung 

(58)  xp  =  l[xS]S, 

die  aus  (56)   durch  Substitution  von  x  an  Stelle  von  y  hervorgeht,  mit 
X  und  erhält  so  für  die  linke  Seite  der  Gleichung  (57)  die  Darstellung 

(59)  [x  •  xp]  =  l{xSY 
und  damit  den  Satz: 

Satz  424:  Bei  einem  zweifach  entartenden  Polarsystem  zweiter 
Ordnung  p  ist  die  seiner  Polkurve  zugehörende  quadratische 
Form  [x-xp]  das  Produkt  aus  einem  konstanten  nicht  verschwin- 
denden Zahlfaktor  und  dem  Quadrat  einer  linearen  Form. 

Die  Gleichung  der  Polkurve  nimmt  daher  die  Gestalt  an 

(60)  [xS]^  =  0, 
und  man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  425:  Bei  einem  zweifach  entartenden  Polarsystem  zweiter 
Ordnung  p  besteht  die  Polkurve  aus  einer  doppeltzählenden 
Geraden.  Mit  dieser  Geraden  fallen  zugleich  die  Polaren  sämt- 
licher Punkte  der  Ebene  hinsichtlich  des  Polarsystems  p  zu- 
sammen. 

Aus  der  Gleichung  (54)  liest  man  femer  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chung (50)  den  Satz  ab: 

Satz  426:  Stellt  man  ein  zweifach  entartendes  Polarsystera 
zweiter  Ordnung  durch  einen  extensiven  Bruch  dar,  dessen 
Nenner  die  Ecken  e^  des  Fundamentaldreiecks  sind,  so  unter- 
scheiden sich  die  zugehörigen  Zähler  nur  um  drei  konstante 
Zahlfaktoren  von  einem  Stabe  S  der  doppeltzählenden  Geraden, 
die  die  Polkurve  des  Polarsystems  bildet.    Außerdem  sind  diese 
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Zahlfaktoren  den  drei  Zahlgrößen  (B^,  <B^,  ©g  proportional,  mit- 
telst deren  sich  jener  Stab  S  aus  den  drei  zweifaktorigen  Pro- 
dukten 

El  =  [e^e^l    E^  =  [egej,     E^  =  \e^e^] 

der  drei  Nenner  ableiten  läßt. 

Und  aus  ihm  folgt  wieder  der  Satz: 

Satz  427:  Zwei  zweifach  entartende  Polarsysteme  zweiter 
Ordnung  haben  dann  und  nur  dann  dieselbe  doppeltzählende 
Gerade  zur  Polkurve,  wenn  sie  sich  voneinander  nur  um  einen 
von  Null  verschiedenen  Zahlfaktor  unterscheiden. 

Die  adjungierte  Alibildung  eines  zweifach  entartenden  Polarsystems  zweiter 
Ordnung.  Der  Ausdruck  für  das  zu  einem  zweifach  entartenden  Polar- 
system zweiter  Ordnung  p  adjungierte  Polarsystem  zweiter  Klasse  JP,  das 
heißt  der  Bruch 

^^^^  ^~      JE^,         E„         E,      ' 

nimmt  infolge  der  Gleichungen  (37)  die  Form  an: 

Wir   bezeichnen    ein  solches  Polarsystem  (62)   als  ein  uneigentliches 
Polarsystem    zweiter  Klasse.     Dasselbe    weist  einem  jeden  Stabe   V 
der  Ebene  die  Zahlgröße  0  zu.    Denn  es  wird  wegen  (62)  für  jeden  Stab 
V  der  Ebene  das  Produkt 
(63)  FJ?  =  0. 

Auch  kann  man  wegen  (63)  setzen: 

P=0. 
Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  428:  Bei  einem  zweifach  entartenden  Polarsystem  zweiter 
Ordnung  p  ist  die  adjungierte  Abbildung  JP  ein  uneigentliches 
Polarsystem  zweiter  Klasse.  Dasselbe  weist  einem  jeden  be- 
liebigen Stabe  der  Ebene  die  Zahlgröße  0  zu,  oder  was  dasselbe 
ist,  ein  jeder  Stab  der  Ebene  ist  zu  der  adjungierten  Abbildung 
JP  apolar. 

Bas  dreifach  entartende  Polarsystem  zweiter  Ordnung.  Die  dritte  Art 
des  Verschwindens  des  planimetrischen  Produktes  [Ä^Ä^Ä^]  der  drei 
Zählerstäbe  eines  Polarsystems  zweiter  Ordnung  p  ist  die,  wo  alle  drei 
Größen  Ä.-  einzeln  null  sind.     Dann  besitzt  der  Bruch  p  die  Form 

^ciA\  0,    0,    0 
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und  wir  sagen  in  diesem  Falle,  das  Polarsystem  p  sei  „ein  dreifach 
entartendes  Polarsystem  zweiter  Ordnung"  oder  auch  „ein  un- 
eigentliches Polarsystem  zweiter  Ordnung"  (vgl.  Seite  186).  Das- 
selbe weist  einem  jeden  Punkte  der  Ebene  die  Zahlgröße  0  zu,  und  man 
kann  daher  auch  setzen: 

i>  =  0. 

Neue  Form  der  Kriterien  fwr  die  drei  Fälle  des  Entartens  eines  Polar- 
systems zweiter  Ordnung.    Die  allgemeine  Bedingung  für  das  Entarten  eines 
Polarsystems  zweiter  Ordnung 
(65)  p  =  ^iiAii^A 

lautete  nach  der  Gleichung  (3): 

(66).  [Ä,A,A,]=^0, 

und  diese  Gleichung  kann  man  nach  der  Gleichung  (28)  des  31.  Abschnitts 
auch  in  der  Form  schreiben: 

(67)  [p']  =  0. 

Für  den  Fall  des  einfachen  Entartens  des  Polarsystems  zweiter  Ord- 
nung p  trat  dann  noch  die  Bedingung  hinzu,  daß  wenigstens  eins  von 
den  drei  Produkten 

[-^-^g],       [J.3J.j],       [-^j^j] 

von  NuU  verschieden  sei.  Diese  drei  Produkte  bilden  aber  gerade  die 
Zähler  des  zu  p  adjungierten  Bruches 

(68)  [p]»P__^^- ^^ ^_. 

Jene  drei  Produkte  werden  also  dann  und  nur  dann  gleichzeitig  ver- 
schwinden, wenn 

ist.  Die  Bedingung,  daß  wenigstens  eins  von  den  drei  Produkten  von 
NuU   verschieden  sei,  ist  daher  gleichbedeutend  mit  der  Forderung,  daß 

(69)  [!>»]  + 0 

sei,  und  man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  429:  Ein  Polarsystem  zweiter  Ordnung  p  entartet  dann 
und  nur  dann  einfach,  wenn 

[p3]  =  0     und  zugleich     [p']  +  ^ 
ist. 

Der  Fall  des  zweifachen  Entartens  eines  Polarsystems  zweiter  Ord- 
nung wurde  auf  Seite  214  dadurch  charakterisiert,  daß  neben  dem  Produkte 

[A^  A^  A^ 
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auch  die  sämtlichen  drei  zweifaktorigen  Produkte 

[-^g-^g],  [JgJ-J,  [^1^2] 

null  sind,  ohne  daß  zugleich  alle  drei  Größen 

verschwinden.     Es  tritt  dann  also  zu  der  Bedingung 

(67)  [p']  =  0 

noch  die  Bedingung 

(70)  [p']  =  0 

hinzu,  während  die  Bedingung,  daß  nicht  alle  drei  Größen  A^  verschwinden 
dürfen,  mit  Rücksicht  auf  (65)  auch  durch  die  Bedingung  ersetzt  werden 
kann,  daß 

(71)  2)  +  0 

sei.  Bei  der  Formulierung  dieses  Ergebnisses  kann  man  berücksichtigen, 
daß  die  Gleichung  (67)  bereits  eine  Folge  der  Gleichung  (70)  ist,  und 
erhält  so  den  Satz: 

Satz  430:  Ein  Polarsystem  zweiter  Ordnung  p  entartet  dann 
und  nur  dann  zweifach,  wenn 

[P^]  =  ö     ^^^  zugleich    2?  =}=  0 
ist. 

Man  kann  noch  den  Satz  hinzufügen  (vgl.  Seite  218  f.): 
Satz  431;  Ein  Polarsystem  zweiter  Ordnung  p  entartet  dann 
und  nur  dann  dreifach,  wenn 

p  =  0 
ist. 

Die  drei  Fälle  des  Entartens  eines  Polarsystems  zweiter  Klasse.  Um 
zu  den  dualistisch  entsprechenden  Entartungen  eines  Polarsystems  zu  ge- 
langen, gehe  man  von  dem  Bruche 

aus,  fasse  ihn  aber  nicht  wie  bisher  als  adjungierten  Bruch  zu  einem 
primitiven  Bruche  p  auf,  sondern  behandle  ihn,  entsprechend  wie  oben 
auf  Seite  154  ff.  die  Stab -Punkt -Abbildung  einer  beliebigen  Reziprozität, 
selbst  als  einen  ursprünglichen  Bruch,  zu  dem  erst  ein  adjungierter  Bruch 
p  gebildet  werden  soll.  Dabei  seien  im  übrigen  die  bisherigen  Bezeich- 
nungen festgehalten.  Es  seien  also  die  drei  Zähler  a^  des  Bruches  P  aus 
den  drei  Nennerprodukten 

(73)  e,  =  [E,E,l     e,^\_E,E,l    e,^{E,E,-\ 

durch  neun  Ableitzahlen  St,.^  abgeleitet,  also  als  Vielfachensummen 

(74)  a,^%,,e,-\-%,,e,  +  %,,e. 
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dargestellt,  in  denen  die  %^  den  Bedingungen  genügen: 

(75)  5tH  =  2t,,. 

Aus  diesen  folgt,  wie  oben  gezeigt  ist,  daß  für  beliebige  Stäbe  V  und  W 
die  zweite  Grundgleiehung  des  Polarsytems  besteht 

(76)  [W-VF]  =  [V-WI*]. 

Man  setze  dann  entspreehend  der  dualistischen  Entwickelung  voraus, 
daß  das  Produkt  der  drei  Zähler  a^  des  Bruches  I*,  das  heißt  das  Pro- 
dukt [«ia2^3]> 

(77)  [a,a,a,]  =  0 

ist,  und  hat  dann  auch  hier  wieder  drei  Fälle  zu  unterscheiden: 

Erstens   den  Fall,  wo  von  den  drei  planimetrischen  Produkten  aus 

je  zweien  der  Größen  a,.  wenigstens  eins  von  Null  verschieden  ist, 

zweitens  den  Fall,  wo  diese  drei  Produkte  gleichzeitig  verschwinden, 

ohne  daß  alle  drei  Größen  «,.  gleich  Null  sind,  und  endlich 

drittens  den  Fall,  wo  sämtliche  drei  Größen  a.  verschwinden. 

Das  einfach  entartende  Polarsystem  zweiter  Klasse.  Im  ersten  Falle 
besteht  zwischen  den  drei  Zählern  a^  des  Bruches  P  eine  und  nur  eine 
Zahlbeziehung  (vgl.  Seite  205  ff.),  sie  möge  lauten : 

(78)  (Siai  +  @2a2  +  @3as  =  0 

und  sagt  aus,  daß   die  drei  Punkte  a^  einer  und   derselben  Geraden   an- 
gehören (vgl.  Fig.  95).    Wir  nennen  alsdann  die  Abbildung  P  ein  „ein- 


\ys]        vp 


M 


«i  "j 
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fach  entartendes  Polarsystem  zweiter  Klasse"  und  bezeichnen  den- 
jenigen Stab,  dessen  Ableitzahlen  die  Koeffizienten  der  Zahlbeziehung  (78) 
sind,  mit  5,  setzen  also 

(79)  S=(S,£l+@2^,  +  @3^S, 
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SO  kann  man  wegen  (72)  die  Gleichung  (78)  durch  die  Gleichung  ersetzen: 

(80)  SP  =  0, 

welche  den  weiteren  Folgerungen  zu  Grunde  gelegt  werden  soll. 

Zunächst  kann  man  dieser  Gleichung  wiederum  die  Form  geben 

(81)  Sl'  =  0-z, 

in  der  2  einen  ganz  beliebigen  Punkt  bedeutet,  und  welche  daher  aus- 
sagt, daß  der  Pol  des  Stabes  S  hinsichtlich  des  Polarsystems  F  un- 
bestimmt bleibt.  Man  sagt  daher  von  der  Geraden  S,  sie  sei  die  Null- 
linie des  Polarsystems  zweiter  Klasse  P,  oder  auch  der  Stab  S  sei 
ßum  Folarsystem  JP  apolar. 

Femer  folgt  aus  der  Gleichung  (80),  daß  der  Stab  S  auch  der  Glei- 
chung genügt: 

(82)  .  [S  ■  SF]  =  0, 

daß  also  die  Nulllinie  S  der  Polarkurve  des  Polarsystems  F  angehört. 

Aber  die  Gleichung  (80)  zeigt  zugleich,  daß  die  Gerade  des  Stabes  S 
auch  durch  alle  drei  Zählerpunkte  a.  hindurchgehen  muß.  In  der  Tat  er- 
hält man  mit  Rücksicht  auf  die  Grundgleichung  (76)  für  die  Produkte 
[/Sa,.]  die  Darstellung 

(83)  [Sa;\^[S-E,F]=^[ErSF]  =  0, 

aus  der  die  Richtigkeit  der  aufgestellten  Behauptung  hervorgeht.  Aber 
wie  man  sofort  bemerkt,  liegen  nicht  nur  die  Pole  der  Grundstäbe,  sondern 
überhaupt  die  Pole  sämtlicher  Stäbe  der  Ebene  auf  der  Geraden  des  Stabes 
S.     Ist  nämlich  y  der  Pol  eines  ganz  beliebigen  Stabes   V,  also 

(84)  _         _  y  =  VF, 
so  wird  wieder  das  Produkt 

(85)  [Sy]  =  [S  .  VF]  =  [V-  SF]  =  0. 

Sieht  man  daher  davon  ab,  daß  zufolge  der  Gleichung  (81)  jeder  beliebige 
Punkt  z  der  Ebene,  wenn  man  sich  ihn  mit  dem  Koeffizienten  0  behaftet 
denkt,  als  Pol  der  Geraden  S  aufgefaßt  werden  kann,  so  bleiben  als  Pole 
von  Geraden  der  Ebene  nur  solche  Punkte  übrig,  die  auf  der  Nulllinie 
S  des  Polarsystems  F  liegen. 

Dafür  aber  gehört  dann  umgekehrt  einem  jeden  auf  der  Nulllinie  S 
liegenden  Punkte  y,  der  irgend  einer  beliebigen  Geraden  V  der  Ebene  als 
Pol  zugeordnet  ist,  für  den  also  die  Gleichung  besteht 
(84)  y=VF, 

als  Polare  nicht  nwr  jene  eine  Gerade  V  zu,  sondern  zugleich  auch  die 
sämtlichen  Geraden  F-f-  gÄ  desjenigen  Strahlbüschels,  das  den  Schnitt- 
punkt der  Geraden  V  und  S  zum  Scheitel  hat.    Wegen  (80)  wird  nämlich 

(86)  (F-f  ^S)F  =VF+QSF=VF  =  y, 
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das  heißt,  der  Punkt  y  kann  als  Pol  einer  jeden   Geraden    F+  gÄ  des 
Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  [VS]  aufgefaßt  werden  (vgl.  Fig.  95). 
Um  die  Gestalt  der  Polarkurve 

(87)  [?7-C7P]  =  0 

eines  einfach  entartenden  Polarsystems  zweiter  Klasse  kennen  zu  lernen, 
zeige  man  zunächst  in  derselben  Weise  wie  bei  einem  beliebigen  Polar- 
systera,  daß  man  von  jedem  Punkte  [FTT],  der  nicht  auf  der  Nulllinie  S 


Ui-hüS 


liegt  (vgl.  Fig.  96),  zwei  Tangenten  U^  und  U2  an  die  Polarkurve  legen 
kann.  Man  substituiere  dazu  wieder  in  die  Gleichung  (87)  statt  ü  den 
Ausdruck  F+  ^TT  für  einen  beliebigen  Strahl  des  Strahlbüschels  mit  dem 
Scheitel  [FTF]  und  erhält  so  die  in  f)  quadratische  Gleichung 

(88)  [F-  VP']  +  2^[W'  FjP]  +  ^»[TF-  WP]  =  0. 
Sind  l§i  und  \)^  ihre  beiden  Wurzeln,  so  sind 

(89)  C7^  =  F+^iTF    und     C/^  =  F+ ^^TF 

die  beiden  Tangenten,  die  sich  vom  Punkte  [FTF]  an  die  Polarkurve  legen 
lassen,  und  diese  Tangenten  können  auch  nicht  in  eine  einzige  Gerade  zu- 
sammenfallen, was  ebenso  wie  bei  der  dualistischen  Entwickelung  bewiesen 
werden  kann  (vgl.  S.  208  ff.). 

Dann  aber  folgt  weiter  aus  der  für  die  betrachtete  Entartung  charakte- 
ristischen Gleichung  (80),  daß  der  Polarkurve  auch  jede  Gerade  derjenigen 
beiden  Strahlbüschel  angehört,  deren  Scheitel  die  Punkte  [UiS]  und  [U^S] 
sind.  Denn  jeder  Strahl  C/^  +  qä  («=1,  2)  eines  dieser  beiden  Strahl- 
büschel   genügt    der  Gleichung  (87).     Setzt  man  nämlich   den  Ausdruck 
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üi  -{-  qS  in  die  linke  Seite  von  (87)  ein,  so  verwandelt  sie  sich  in  die 
Summe 

und  von  dieser  verschwinden  die  beiden  letzten  Glieder  wegen  (80),  und 
das  erste  Glied,  weil  nach  der  Voraussetzung  die  beiden  Geraden  11^  der 
Polarkurve  angehören.  Die  Polarkurve  wird  daher  von  sämtlichen  Geraden 
der  beiden  Strahlbüschel  berührt,  welche  die  Punkte  [UiS]  und  [^72^]  zu 
Scheiteln  und  daher  die  Nulllinie  S  zum  Doppelstrahl  haben;  und  da  sie 
von  der  zweiten  Klasse  ist,  so  kann  sie  außer  den  Geraden  dieser  beiden 
Strahlbüschel  auch  keine  weiteren  Geraden  enthalten.  Das  Hüllgebilde 
der  Geraden  der  Polarkurve  zerfällt  daher  in  das  Punktpaar  [UiS]  und 
[Ü^S],  dessen  Verbindungslinie  die  Nulllinie  S  des  Polarsystems  JP  ist. 

Die  Parameter  (j^^  und  fjg  der  beiden  Geraden  U^  und  U^  werden  ent- 
gegengesetzt gleich,  das  heißt,  der  Strahl wurf  VWJJiü^  wird  harmonisch 

(vgl.  Fig.  97),  wenn 
der  Koeffizient  von 
f)  in  der  Gleichung 
(88)  verschwindet, 
wenn  also  die  Glei- 
chung besteht 

[Tr-FP]  =  0. 

Dann  geht  die  Ge- 
rade W  durch  den 
Pol  FP  der  Geraden 
V  hindurch,  von 
dem  bereits  oben 
gezeigt  wurde,  daß 
er  auf  der  Nulllinie 
S  liegt,  und  daß  er 
zugleich  einer  jeden  Geraden  V-\-  qS  als  Pol  zugeordnet  ist,  die  durch 
den  Schnittpunkt  [VS]  der  Geraden  V  und  S  geht.  Die  gewonnenen 
Ergebnisse  lassen  sich  daher  in  den  Satz  zusammenfassen: 

Satz  432:  Ein  einfach  entartendes  Polarsystem  zweiter  Klasse 
P  besitzt  stets  eine  und  nur  eine  Nulllinie  S,  oder  was  dasselbe 
ist,  eine  Gerade  S,  die  zu  dem  Polarsystem  P  apolar  ist.  Die 
Polarkurve  eines  solchen  Polarsystems  P  zerfällt  in  ein  Punkt- 
paar, das  entweder  aus  zwei  getrennt  liegenden  reellen  Punkten 
besteht,  die  auf  der  Nulllinie  S  liegen,  oder  aus  zwei  konjugiert 
komplexen  Punkten,  deren  Träger  wieder  durch  die  Nulllinie 
gebildet  wird. 


Fig.  97. 
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Die  Pole  sämtlicher  Geraden  der  Ebene  hinsichtlich  des 
Polarsystems  F  liegen  auf  der  Nulllinie  S,  dem  Träger  des 
Punktpaars,  und  werden  durch  das  Punktpaar  von  ihren  Polaren 
harmonisch  getrennt.  Umgekehrt  kann  ein  jeder  Punkt,  der 
auf  der  Verbindungslinie  des  Punktpaars  liegt,  als  Pol  einer 
jeden  Geraden  aufgefaßt  werden,  die  von  ihm  durch  das  Punkt- 
paar harmonisch  getrennt  ist,  das  heißt,  die  Polare  eines  solchen 
Punktes  kann  in  dem  Strahlbüschel  beliebig  gewählt  werden, 
dessen  Scheitel  jenem  Punkte  hinsichtlich  des  Punktpaars  har- 
monisch zugeordnet  ist.    • 

Man  kann  dem  Hauptinhalt  dieses  Satzes  auch  die  Fassung  geben: 

Satz  433:  Bei  einem  einfach  entartenden  Polarsystem  zweiter 
Klasse  P  zerfällt  die  Polarkurve  in  ein  Punktpaar,  das  durch 
die  Doppelpunkte  derjenigen  Punktinvolution  gebildet  wird, 
die  das  Polarsystem  J*  auf  seiner  Nulllinie  hervorruft. 

Ein  einfach  entartendes  Polarsystem  zweiter  Klasse  erzeugt  nämlich 
nicht  nur  in  jedem  Punkte  seiner  Ebene  eine  Strahlinvolution,  sondern 
außerdem  noch  auf  seiner  NuUlinie  eine  Punktinvolution.  Dieselbe  ist 
der  Schnitt  einer  jeden  Strahlinvolution,  die  das  Polarsystem  in  den 
Punkten  seiner  Ebene  hervorruft.    (Vgl.  auch  S.  203  und  S.  222.) 

Die  adjungierte  Abbildung  eines  einfach  entartenden  Polarsystems  zweiter 
Klasse.     Der  zu  dem  Bruche  P  adjungierte  Bruch 
(90)  n  =  ["«^^sJ»  [«8«i]>  KaJ 

läßt  sich  auf  dieselbe  Weise  umformen  wie  der  Bruch  JP  bei  der  ent- 
sprechenden Entartung  in  der  dualistischen  Entwickelung  (vgl.  Seite  212  f.) 
und  nimmt  dadurch  die  Gestalt  an 

(91)  -^,^4^4«. 

«  in  der  !  einen  nicht  verschwindenden  Zahlfaktor    bedeutet. 

•  Einem  beliebigen  Punkt  der  Ebene 

(92)  y  =  tll^l  +  ^2^8  +  tl3«3 

(vgl.  Fig.  98)  wird  daher  durch  den  Bruch  p  die  Gerade 


X  s  zugewiesen,    oder   was    dasselbe    ist, 

^^-  '^-  die  Gerade 

(94)  yp  =  l[yS]S. 

Diese  Darstellung  der  Polare  des  Punktes  y  zeigt,  daß  der  zu  P  adjungierte 

Bruch  p  jedem  beliebigen  Punkte  y  der  Ebene  als  Polare  den  Träger  S 

GraBmann:  ProjekÜTe  Geometrie  d.  Ebene.     II.  15 
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der  Punkte  des  Punktpaars  [üiS],  [U^S'l  zuordnet,  was  zu  dem  oben  ge- 
wonnenen Ergebnisse  stimmt,  daß  der  Pol  der  Nulllinie  S  in  bezug  auf  das 
Polarsystem  JP  unbestimmt  bleibt.  Nur  in  dem  Falle,  wo  der  Punkt  y 
auf  der  Geraden  S  liegt,  reduziert  sich  die  Gleichung  (94)  auf  die  Form 

(95)  yp  =  0; 

in  diesem  Falle  sagt  sie  daher  aus,  daß  die  Polare  des  Punktes  y  unbe- 
stimmt wird.     Man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  434:  Entartet  ein  Polarsystem  zweiter  Klasse  P  einfach, 
zerfällt  also  seine  Polarkurve  in  ein  Punktpaar,  so  sind  die 
Punkte  des  Trägers  dieses  Punktpaars  zu  dem  adjungierten 
Polarsystem  zweiter  Ordnung  p  apolar. 

Überdies  zeigt  der  Vergleich  der  Gleichungen  (91)  und  (54),  daß  der 
Bruch  p  genau  mit  demjenigen  Bruche  p  übereinstimmt,  der  sich  oben 
in  der  dualistischen  Entwickelung  bei  der  Untersuchung  des  zweifach  ent- 
artenden Polarsystems  zweiter  Ordnung  ergab,  und  man  kann  daher  zu  den 
bisher  gewonnenen  Eigenschaften  der  Abbildung  p  noch  das  dort  gefundene 
Ergebnis  hinzufügen:  Die  quadratische  Form,  welche  der  Polkurve  des 
Polar  Systems  p  zugehört,  gestattet  die  Darstellung 

(96)  \_x  ■  xp\  =  l\_xSY, 

in  der  l  eine  nicht  verschwindende  Zahlgröße  ist.  Die  Gleichung  der  Pol- 
kurve lautet  daher 

(97)  [xSf  =  0 

und  stellt  somit  die  doppelt  zu  zählende  Gerade  S  dar.  Hierin  liegt  der  Satz: 
Satz  435:  Entartet  ein  Polarsystem  zweiter  Klasse  JP  einfach, 
zerfällt  also  seine  Polarkurve  in  ein  Punktpaar,  so  entartet  das 
adjungierte  Polarsystem  zweiter  Ordnung^  zweifach,  und  seine 
Polkurve  ist  der  doppeltzählende  Träger  dieses  Punktpaars. 

Bas  zweifach  entartende  Polarsystem  zweiter  Klasse.  Der  zweite  Fdll^ 
der  beim  Verschwinden  des  planimetrischen  Produktes  [«ia2^8]  *^®^  ^^^^ 
Zählerpunkte  eines  Polarsystems  zweiter  Klasse  P  eintreten  kann,  ist  der, 
wo  die  sämtlichen  zweifaJctorigen  Produkte  [a^a^],  [a^a^],  la^a^]  null  sind, 
wo  also  die  drei   Gleichungen  bestehen: 

(98)  [«2  «sl  =  [%  ^i]  =  K  «2]  =  0 ' 

ohne  daß  zugleich  alle  drei  Größen  a^  verschwinden.  Wir  sagen  in  diesem 
Falle,  das  Polarsystem  P  sei  ein  „zweifach  entartendes  Polarsystem 
zweiter  Klasse". 

Verfügen  wir  dabei  über  die  Indizes  der  drei  Größen  a^  in  der  Weise, 
daß  ttg   nicht  verschwindet,   so  werden  zwischen  den  drei  Größen  a.  zwei 


Abschnitt  32,  Gleichung  (95)  bis  (104).     Satz  434  und  435. 
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Zahlbeziehungen  von  der  Form  bestehen  müssen 

tti  =  f  ag     und 
=  0     und 


gag     oder 

2  =  0, 


a» 


(99)  fttg  —  ttj  =  U     und     gog 

welche  aussagen,  daß  die  drei  Punkte  a^,  sofern   sie  nicht  null  sind,  in 
einen  Punkt  zusammenfallen  (vgl.  Fig.  99). 

Bezeichnet  man  dann  w^ieder  die  beiden 
Stäbe,  die  aus  den  Grundstäben  j&\,  E^,  E^ 
durch  die  Koeffizienten  der  beiden  Zahl- 
beziehungen (99)  abgeleitet  werden  können, 
mit  S  und  T,  setzt  also 

(100)  S  =  \E^-E^     und     T=^E^-E^, 

woraus  noch  folgt,   daß  S  durch   den  Schnittpunkt  e^ 
von  E^  und  jE\,  und  T  durch  den  Schnittpunkt  e^  von 


(102) 


*5  4-^^ 

Fig.  99. 


E^    und  E^    hindurchgeht,    so    lassen    sich    die    Glei- 
chungen (99)  auch  in  der  Form  schreiben: 

(101)  SF=0    und     TI*=0. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  zunächst, 
daß  die  Geraden  der  Stäbe  S  und  T  durch  denjenigen 
Funkt  hindurchgehen  müssen,  in  den  die  drei  Funkte  a. 
zusammengefallen  sind.     Denn  es  wird 

[Sa,:\  =  [S-E,F]=^[ErSF]  =  0 
[Ta,]  =  [T .  E,F]  =  [E,  •  TF]  =  0. 

Ferner  zeigen  sie,  daß  die  Geraden  S  und  T  Nulllinien  des  Folarsystems  F 
sind,  oder  wie  wir  auch  sagen  wollen,  zum  Polarsystem  F  apolar  sind. 
Dieselbe  Eigenschaft  besitzt  aber  offenbar  auch  jede  Gerade  S  -\-  \)T  des 
Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel 

(103)  s  =  [5T]. 

In  der  Tat  folgt  aus  den  Gleichungen  (101)  für  ganz  beliebige  Werte 
der  Zahlgröße  t)  die  Gleichung 

(104)  {S  +  ^T)F=0, 

welche  wirklich  aussagt,  daß  das  Polarsystem  F  die  sämtlichen  Strahlen 
des  Strahlbüschels  S  -{-1}T  zu  Nulllinien  hat,  oder  anders  ausgedrückt,  daß 
jede  Gerade  des  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  s  zum  Polarsystem  F  apolar 
ist.  An  diese  Gleichung  (104)  lassen  sich  wiederum  am  leichtesten  die  wei- 
teren Folgerungen  knüpfen. 

Multipliziert  man  sie  zunächst  äußerlich  mit  dem  Stabe  S  -{-  f^T,  so 
erhält  man  die  Gleichung 

16* 


228  Entartende  Polarsysteme. 

(105)  [(S  +  f^T)-(S  +  ^T)F]  =  0, 
welche  besagt: 

Jede  Gerade  S  +  ^T  des  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel 
S  =  IST]  gehört  der  Polarkurve  des  Polarsystems  JP  an. 

Aber  die  Gleichung  (104)  zeigt  zugleich,  daß  der  Pol  eines  jeden  be- 
liebigen Stabes  der  Ebene  mit  dem  PunMe  s  zusammenfällt  In  der  Tat, 
ist  y  der  Pol  eines  beliebigen  Stabes   V,  also 

(106)  y  =  VF, 

so  folgert  man  aus  der  Gleichung  (104)  unter  Benutzung  der  zweiten 
Grundgleichung  (76)  des  Polarsystems,  daß  das  äußere  Produkt  [{S  -{-t^T)y] 
verschwindet;  denn  es  wird 

(107)  p  +  ^T)y]  =  p  +  f)T)  .  FP]  =  [F-  (5  +  {)T)P]  =  0. 

Der  Pol  y  einer  beliebigen  Geraden  F  der  Ebene  liegt  also  auf  einer  jeden 
Geraden  S  -{-  f)T  des  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  s  und  f äUt  somit 
wirklich  mit  dem  Punkte  s  zusammen.  Die  beiden  Punkte  y  und  s  können 
sich  daher  nur  um  einen  Zahlfaktor  von  einander  unterscheiden,  und  man 
kann  die  Gleichung  ansetzen: 

(108)  2/=  FP=r(ns, 

wo  X(v)  eine  Zahlfunktion  bedeutet,  die  von  dem  Stabe  F  abhängt.  Bildet 
man  insbesondere  diejenigen  drei  Spezialgleichungen ,  die  aus  der  Glei- 
chung (108)  hervorgehen,  wenn  man  den  Stab  F  durch  die  drei  Grund- 
stäbe J5/f  des  Fundamentaldreiecks  ersetzt,  und  bezeichnet  die  Werte,  welche 
die  Funktion  X(v)  für  die  Argumente  E^,  E^,  E^  annimmt,  mit  r^,  Tg,  Tg, 
so  erhält  man  die  drei  Gleichungen 

(109)  a^  =  £'i  P  =  r^s,    a^  =  E^P  =  x^s,    a^==  E^P  =  x^s. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  hier  auftretenden  Zahlgrößen  r,.  ergibt 
sich  wieder  leicht  aus  der  Grundgleichung  des  Polarsystems 

(110)  iErE,JP]^iE,-E,F-\. 

Führt  man  nämlich  in  diese  Gleichung  anstatt  der  Produkte 

E^P    und    E,P 
ihre  Werte 

Xj^s     und     r,s 

aus  (109)  ein,  so  erhält  man  die  Gleichung 

r*[^,s]  =  h\_E,s], 

für  die  man,  wenn  man  noch 

(111)  S=fiei  +  J2«2  +^3^3 

setzt,  auch  schreiben  kann 

(112)  r,f,  =  rj,. 
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Und  diese   drei  Produktengleichungen  lassen   sich  wieder  durch  die  Pro- 
portionalitätsgleichungen ersetzen 

(113)  r,  =  !f„ 

in  denen  f  einen  konstanten  nicht  verschwindenden  Zahlfaktor  bedeutet.  Die 
Gleichungen  (109)  verwandeln  sich  daher  in 

(114)  a^  =  f  \iS,       «2  =  f  fa«,       «3  =  Ms«, 
und  es  wird  also 

/11K\  T>  *Il*^     lll*,     f]jS 

K^^^)  -'^~E       E       E" 

Aus  dieser  Form  des  Bruches  I*  folgt  dann  wieder  wie  bei  der  dua- 
listischen Entwickelung  (vgl.  S.  216f.)  für  den  Pol  VJP  eines  beliebigen 
Stabes   V  derAusdruck 

(116)  vr=^t[rs]s, 

und  man  erhält  zugleich  für  die  der  Polarkurve  zugehörige  quadratische 
Form  [U-  UJP]  die  Darstellung 

(117)  [ü-UF]  =  t[UsY 

und  damit  den  Satz: 

Satz  436:  Bei  einem  zweifach  entartenden  Polarsystem  zweiter 
Klasse  JP  ist  die  seiner  Polarkurve  zugehörende  quadratische 
Form  [U  •  ÜJP]  das  Produkt  aus  einen  konstanten  nicht  ver- 
schwindenden Zahlfaktor  und  dem  Quadrat  einer  linearen  Form. 

Die  Gleichung  der  Polkurve  läßt  sich  daher  auch  in  der  Form  schreiben: 

(118)  [Usf  =  0, 

und  es  ergibt  sich  also  der  Satz: 

Satz  437:  Bei  einem  zweifach  entartenden  Polarsystem  zweiter 
Klasse  JP  besteht  die  Polarkurve  aus  einem  doppeltzählenden 
Punkt.  Mit  diesem  Punkte  fallen  zugleich  die  Pole  sämtlicher 
Geraden  der  Ebene  hinsichtlich  des  Polarsystems  F  zusammen. 

Aus  der  Gleichung  (115)  liest  man  ferner  mit  Rücksicht  auf  (111) 
den  Satz  ab: 

Satz  438:  Stellt  man  ein  zweifach  entartendes  Polarsystem 
zweiter  Klasse  durch  einen  extensiven  Bruch  dar,  dessen  Nenner 
die  Stäbe  E^  aus  den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  sind,  so 
unterscheiden  sich  die  zugehörigen  Zähler  nur  um  drei  kon- 
stante Zahlfaktoren  von  dem  Punkte  s,  welcher  doppeltzählend 
die  Polarkurve  des  Polarsystems  bildet.  Außerdem  sind  diese 
drei  Zahlfaktoren  den  drei  Zahlgrößen  f^,  fg,  fj  proportional, 
mittelst  deren  sich  jener  Punkt  5  aus   den  zweifaktorigen  Pro- 

d"k*«^  e,  =  [E,E,],    e,  =  [E,E,],    e,==[E,E,] 

der  drei  Nenner  ableiten  läßt. 
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Und  aus  ihm  folgt  wieder  der  Satz: 

Satz  439:  Zwei  zweifach  entartende  Polarsysteme  zweiter 
Klasse  haben  dann  und  nur  dann  denselben  doppeltzählenden 
Punkt  zur  Polarkurve,  wenn  sie  sich  von  einander  nur  um  einen 
von  Null  verschiedenen  Zahlfaktor  unterscheiden. 

Die  adjungierte  Abbildung  eines  zweifach  entartenden  Polarsystems  zweiter 
Klasse.  Der  Ausdruck  für  das  zu  einem  zweifach  entartenden  Polarsystem 
zweiter  Klasse  P  adjungierte  Polarsystem  zweiter  Ordnung  p  nimmt  wegen 
(98)  die  Form  an: 

(119)  i^-M4- 

Das  Polarsystem  p  ist  also  ein  uneigentliches  Polarsystem 
zweiter  Ordnung.  Dasselbe  weist  einem  jeden  Punkte  y  der  Ebene  die 
Zahlgröße  0  zu.  Denn  es  wird  wegen  (119)  für  jeden  Punkt  y  der  Ebene 
das  Produkt 

(120)  yp  ==  0. 

Auch  kann  man  wegen  (120)  setzen: 

p  =  0. 
Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  440:  Bei  einem  zweifach  entartenden  Polarsystem  zwei- 
ter Klasse  JP  ist  die  adjungierte  Abbildung  p  ein  uneigentliches 
Polarsystem  zweiter  Ordnung.  Dasselbe  weist  einem  jeden  be- 
liebigen Punkte  der  Ebene  die  Zahlgröße  0  zu,  oder  was  das- 
selbe ist,  ein  jeder  Punkt  der  Ebene  ist  zu  der  adjungierten 
Abbildung  p  apolar. 

Das  dreifach  entartende  Polarsystem  zweiter  Klasse.  Die  dritte  Art 
des  Verschwindens  des  planimetrischen  Produktes  [«ißg^]  ^^^  ^^^^  Zähler- 
punkte eines  Polarsystems  zweiter  Klasse  F  ist  die,  wo  alle  drei  Größen 
a,.  einzeln  null  sind.     Dann  besitzt  der  Bruch  J*  die  Form 

(121)  _p_    0,    0,    0 


und  wir  sagen  in  diesem  Falle,  das  Polarsystem  JP  sei  „ein  dreifach 
entartendes  Polarsystem  zweiter  Klasse"  oder  auch  „ein  un- 
eigentliches Polarsystem  zweiter  Klasse".  Wir  sind  einem  solchen 
schon  auf  S.  218  gelegentlich  begegnet. 

Neue  Form  der  Kriterien  für  die  drei  Fälle  des  Entartens  eines  Polar- 
systems zweiter  Klasse.  Die  allgemeine  Bedingung  des  Entartens  eines 
Polarsystems  zweiter  Klasse 
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(122)  P=    E^HX 
lautet  nach  der  Gleichung  (77): 

(123)  [a,a,a,]  =  0, 

und    diese    Gleichung   kann   man  nach  der  Gleichung  (97)    des    30.  Ab- 
schnitts auch  in  der  Form  schreiben: 

(124)  [P8]  =  0. 

Für  den  Fall  des  einfachen  Entarten s  des  Polarsystems  zweiter  Klasse 
F  trat  dann  noch  die  Bedingung  hinzu,  daß  wenigstens  eins  von  den 
drei  Produkten 

[«2  «3],     [agaj,     [a^a^] 

von  NuU  verschieden   sei.     Diese  drei  Produkte  bilden    aber  gerade   die 
Zähler  des  zu  JP  adjungierten  Bruches 

(I2b)  r P^l  =  p  =  [«»«s]^  K«i]i  [«!««]  . 

Jene    drei  Produkte  werden    also    dann    und   nur    dann    gleichzeitig   ver- 
schwinden, wenn 

[P2]  =  0 

ist.     Die  Bedingung,    daß   wenigstens  eins  von  den  drei  Produkten  von 
Null  verschieden  sei,  ist   daher  gleichbedeutend  mit  der  Forderung,   daß 

(126)  [P2]  j^  0 

sei,  und  man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  441:  Ein  Polarsystem  zweiter  Klasse  P  entartet  dann 
und  nur  dann  einfach,  wenn 

[P»]  =  0     und  zugleich     [P^]  +  0     ist. 

Und  ebenso  ergeben  sich  für  die  beiden  andern  Fälle  des  Entartens 
eines  Polarsystems  zweiter  Klasse  die  Sätze  (vgl.  das  Dualistische  auf 
Seite  219 f.): 

Satz  442:  Ein  Polarsystem  zweiter  Klasse  P  entartet  dann 
und  nur  dann  zweifach,  wenn 

[P^]  =  0     und  zugleich     P+0 
ist.     Und 

Satz   443:    Ein  Polarsystem   zweiter  Klasse  P  entartet  dann 

und  nur  dann  dreifach,  wenn 

P=0 
ist. 

Linienpaare  und  PunJctpaare  mit  demselben  Träger.  Man  erhält  eine 
Anwendung  der  Sätze  439  und  427,  wenn  man  die  Bedingung  dafür  auf- 
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sucht,    daß    zwei    Linienpaare    oder    zwei   Punktpaare    denselben    Träger 
haben. 

Es  leuchtet  sogleich  ein,  daß  zwei  Linienpaare,  die  die  Polkurven 
zweier  einfach  entartenden  Polarsysteme  zweiter  Ordnung  p  und  q  bilden, 
ihren  Doppelpunkt  dann  und  nur  dann  miteinander  gemein  haben,  wenn 
die  adjungierten  Polarsysteme  zweiter  Klasse 

(127)  J'=OT     und     Q  =  [q'] 

bis  auf  einen  von  Null  verschiedenen  Zahlfaktor  einander  gleich  sind. 

Diese  beiden  adjungierten  Polarsysteme  J*  und  Q  sind  nämlich  nach 
Satz  423  (vgl.  auch  Seite  226  ff.)  zwei  zweifach  entartende  Polarsysteme 
zweiter  Klasse.  Ihre  Polarkurven  sind  dabei  in  je  einen  doppeltzählenden 
Punkt  zusammengeschrumpft,  der  mit  dem  Doppelpunkt  der  entsprechen- 
den Polarsysteme  zweiter  Ordnung  p  und  q  identisch  ist.  Damit  aber 
diese  Doppelpunkte,  oder  was  dasselbe  ist,  jene  Polarkurven  in  denselben 
Punkt  zusammenfallen,  ist  nach  Satz  439  notwendig  und  hinreichend,  daß 

(128)  0  =  !JP 
oder  wegen  (127),  daß 

(129)  M  =  t[p'] 

sei,  unter  I  eine  von  NuU  verschiedene  Zahlgröße  verstanden. 

Wenn  man  will,  kann  man  die  Gleichung  (128),  oder  (129),  auch 
durch  Gleichungen  zwischen  den  Zählerpunkten  von  JP  und  Q  oder 
zwischen  deren  Ableitzahlen  ersetzen.  In  der  Tat  ist  dieselbe  gleichbe- 
deutend mit  den  Punktgleichuugen 

(130)  h  =  ta„     *=1,2,  3, 
oder  mit  den  Zahlgleichungen 

(131)  ^a=^%k,     i,Ä=l,2,  3, 
und  man  hat  den  Satz: 

Satz  444:  Damit  zwei  Linienpaare,  die  die  Polkurven  zweier 
einfach  entartenden  Polarsysteme  zweiter  Ordnung  p  und  q 
bilden,  ihren  Doppelpunkt  miteinander  gemein  haben,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  zwischen  den  adjungierten  Polar- 
systemen zweiter  Klasse  .P  und  Q  eine  Gleichung  von  der  Form 
herrsche: 

unter  !  eine  nicht  verschwindende  Zahlgröße  verstanden.     Man 
kann  diese  Gleichung  auch  in  der  Form  schreiben: 

auch  läßt  sie  sich  durch  die  Punktgleichungen  ersetzen: 

&^  =  Ia<,     «=1,2,3, 
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oder  endlich  auch  durch  die  Zahlgleichungen: 
^ik-i%k>    «,  Ä=l,2,3, 

in  denen  die  a,  und  h.  die  Zählerpunkte  von  JP  und  Q,  die  31.^ 
und  S3,t  deren  Ableitzahlen  bedeuten,  wo  also  die  51^  und  95,^  die 
zu  den  Elementen  o^^  und  b,.j  der  Determinanten  a  und  h  von  p 
und  q  gehörigen  Unterdeterminanten  sind. 

Andererseits  werden  zwei  Punktpaare,  die  die  Polarkurven  zweier 
einfach  entartenden  Polarsysteme  zweiter  Klasse  P  und  Q  bilden,  dann  und 
nur  dann  ihre  Träger  miteinander  gemein  haben,  das  heißt,  in  dieselbe 
Gerade  fallen,  wenn  die  adjungierten  Polarsysteme 

(132)  P-'IF']     und     g=[0«] 

bis  auf  einen  von  Null  verschiedenen  Zahlfaktor  einander  gleich  sind. 
Denn  nach  dem  Satze  435  sind  diese  beiden  Polarsysteme  p  und  q  zwei 
zweifach  entartende  Polarsystem  zweiter  Ordnung,  Ihre  Polkurven  werden 
dabei  durch  je  eine  doppelt  zählende  Gerade  dargestellt,  die  mit  dem 
Träger  des  zu  P  und  Q  gehörenden  Punktpaares  identisch  ist.  Damit 
aber  die  Träger  dieser  beiden  Punktpaare  oder,  was  dasselbe  ist,  jene  Pol- 
kurven von  p  und  q  in  dieselbe  Gerade  zusammenfallen,  ist  nach  Satz  427 
notwendig  und  hinreichend,  daß 

(133)  q=-tp 
oder  wegen  (132),  daß 

(134)  [Q^  =  t[JP^] 

sei,  unter  f  eine  von  Null  verschiedene  Zahlgröße  verstanden. 

Hier  kann  man  wieder  die  Gleichung  (133)  (oder  (134))  durch  Glei- 
chungen zwischen  den  Zählerstäben  von  p  und  q  oder  zwischen  deren 
Ableitzahlen  ersetzen.  In  der  Tat  ist  dieselbe  gleichbedeutend  mit  den 
Stabgleichungen 

(135)  5,.  =  !Z.,     i=  1,  2,  3, 

oder  mit  den  Zahlgleichungen 

(136)  b7,-^„     i,Ä:=l,  2,  3, 

und  man  hat  den  Satz: 

Satz  445:  Damit  zwei  Punktpaare,  die  die  Polarkurven  zweier 
einfach  entartenden  Polarsysteme  zweiter  Klasse  J*  und  Q  bil- 
den, in  eine  und  dieselbe  Gerade  fallen,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  zwischen  den  adjungierten  Polarsystemen  zweiter 
Ordnung  p  und  q  eine  Gleichung  von  der  Form  herrsche: 

q^-tp, 
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unter  !  eine  nicht  verschwindende  Zahlgröße  verstanden.    Die- 
selbe läßt  sich  auch  in  der  Form  schreiben: 

auch  läßt  sie  sich  durch  die  Stabgleichungen  ersetzen: 

4  =  !2„     *  =  1,2,  3, 
oder  endlich  auch  durch  die  Zahlgleichungen: 

_  5*  ^  ^^^     *'  ^  =  ^'  ^'  ^' 

in  denen  die  Ä^  und  B^   die    Zählerstäbe   von  p   und  q  und  die 

a^  und  b,j  die  zu  den  Elementen  ^^j^  und  S3,j  der  Determinanten 

51  und  93  von  F  und  Q  gehörigen  Unterdeterminanten  sind. 


Abschnitt  33. 

Die  verschiedenen  Formen  der  Gleichung  einer  Kurve  zweiter  Ord- 
nung und  zweiter  Klasse  in  Dreieckskoordinaten. 

Die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den  DreiecJcsJcoordi- 
naten  eines  Punktes.  Die  in  den  beiden  letzten  Abschnitten  entwickelten 
Eigenschaften  der  Brüche  p  und  JP  ermöglichen  eine  Diskussion  der  ver- 
schiedenen Formen,  welche  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 
zwischen  den  Dreieckskoordinaten  j^,  jg»  £3  eines  Punktes  x  und  den 
Dreieckskoordinaten  %,  Ug,  Ug  eines  Stabes  U  für  besondere  Werte  der 
Koeffizienten  annehmen  kann. 

Zunächst  überzeugt  man  sich  leicht,  daß  die  oben  gewonnene  Glei- 
chung der  Polkurve  eines  Polarsystems  p,  P,  das  heißt  die  Gleichung 

(1)  [x-xp-\  =  0, 

mit  der  allgemeinen  Form  der  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den 
Dreieckskoordinaten  j^,  jg^  Es  des  Punktes  x  vollkommen  gleichwertig  ist. 
Aus  dem  Ableitausdruck  des  Punktes  x 

(2)  ^  =  Eiei  +  E2«2  +  £3^3 
folgt  nämlich  für  seine  Polare  xp  der  Wert 

(3)  xp  =  Ji  e^p  +  J2  e^p  +  J3  e^p; 

und  multipliziert  man  die  beiden  Ausdrücke  (2)  und  (3)  planimetrisch 
miteinander,  so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (60)  des 
31.  Abschnitts  für  die  linke  Seite  der  Gleichung  (1)  die  Darstellung 

+  ^hhl^i  *  ^zP]  +  2  jg Ji  [63  •  e^p]  +  2  5if2  [e^  •  e^p], 
für  die  man  wegen  der  Gleichungen  (59)    und    (50)    des    31.  Abschnitts 


(4)       [^  •  a;^)]  =  r 


Abschnitt  32.  Satz  446;  Abschnitt  33,  Gleichung  (1)  bis  (10).  Satz  446.  235 
auch  schreiben  kann: 

(5)  [X-Xp]  =  Oii  Ji^+  Q22J,«+  Q33E32  +  20,3^2  J3  +  2031  J3J1  +  2Qi2Ji5j. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (11)  und  (25)  des  31.  Abschnitts  kann 
man  also  den  Satz  aussprechen: 
Satz  446:   Die  Gleichung 
(1)  [X'xp]=^0 

für  die  Polkurve  des  Polarsystems  zweiter  Ordnung: 

^  =  T^4^'    A-anE^  +  a,,E,-i-a,,E„    i  =  l,2,3, 

ist  vollkommen  gleichbedeutend  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
zweiten  Grades  in  Punktkoordinaten: 

(6)  OllEl"  +  Ö22i*2'  +  ÖSS^S*  +  2023^2^3  +  2031^3^1  +  20^2  JiJg  =  0- 

Diese  Gleichung  ist  auch  wirklich  die  allgemeine  Gleichung  zweiten 
Grades;  denn  die  ursprünglich  im  31.  Abschnitt  den  Koeffizienten  a^,. 
auferlegte  Bedingung,  daß  ihre  Determinante  a  =  ja,.j|  von  Null  ver- 
schieden sei,  ist  ja  im  32.  Abschnitt  aufgehoben  worden.  Daraus  geht 
zugleich  hervor,  daß  man  auch  umgekehrt  jede  Kurve  zweiter  Ordnung, 
deren  Gleichung  in  der  Form  (6)  gegeben  ist,  durch  eine  Gleichung  von 
der  Form 

[x  •  xp]  =  0 

darstellen  kann,  und  der  Satz  446  zeigt,  wie  man  aus  den  Koeffizienten 
der  Gleichung  (6)  den  Ausdruck  für  das  zugehörige  Polarsystem  p  zu 
bilden  hat. 

Die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  zivischen  den  DrdecTcskoor- 
dinaten  eines  Stabes.  Auf  dieselbe  Weise  zeigt  man,  daß  die  Gleichung 
der  Polarkurve  des  Polarsystems  p,  P,  das  heißt  die  Gleichung 

(7)  [U-UP]^0, 

als  eine  andere  Form  der  Gleichung  dieser  Kurve  in  Linienkoordinaten 
aufgefaßt  werden  kann.     Denn  aus  dem  Ableitausdruck  des  Stabes   U 

(8)  U=Vi,E,+Vi,E,-\-yx,E^ 
folgt  für  dessen  Pol   C/JP  der  Wert: 

(9)  C^P=u,  E,P+vi^  E,P-\-u,  E,P, 

und  die  planimetrische  Multiplikation  der  beiden  Ausdrücke  (8)  und  (9) 
ergibt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (117)  des  31.  Abschnitts  für  die 
linke  Seite  von  (7)  die  Darstellung 

n,'[E,-E,P]  +  n,'[E,-E,P]  +  n,'[E,-E,P] 


nO)[U-ÜP]      , 

\-{-2u,n,[E,-E,P]  +  2ü,n,[E,'E,P]+2ü,vi,[E,-E,P] 
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oder  wegen  der  Gleichungen  (116)  und  (51)  des  31.  Abschnitts: 

(11)  [U-ÜT]  =  %,ü,'i-%,}X,'+%,u,'+2%,,ü,ü,+  2%,ü,n,  +  2^,,n,ü,. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (12)  und  (26)  des  31.  Abschnitts  kann 
man  also  den  Satz  aussprechen: 

Satz  447:   Die  Gleichung 
(7)  [U-  Z7P]  =  0 

für  die  Polarkurve  des  Polarsystems  zweiter  Klasse: 

ist  Tollkommen  gleichbedeutend  mit  der  allgemeinen  Gleichung 
zweiten  Grades  in  Linienkoordinaten: 

(12)  'ä,,u,'  +  %,u,'  +  %,,u,'  +  2%,n,u,  +  2%,u,n,  +  2^,,n,ü,==0. 

Die  geometrische  Bedeutung  des  Verschwindens  einzelner  Koeffizienten 
der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den  DreiecksJcoordinaten 
eines  Punktes.  Fragen  wir  nun  weiter:  Welche  Bedeutung  hat  es,  wenn 
einzelne  von  den  Koeffizienten  der  Gleichungen  (6)  und  (12)  verschwinden? 

Zunächst  leuchtet  die  geometrische  Bedeutung  des  Verschwindens 
einer  Größe  o,^,  i  =  1,  2,  3,  das  heißt  des  Koeffizienten  von  j^^  in  der 
Gleichung  (6),  ohne  weiteres  ein.     Denn  die  Gleichung 

(13)  0  =  Q,,  =  h-e,p] 

wird  wegen  (1)  dann  und  nur  dann  erfüUt,  wenn  die  Ecke  e-  des  Fun- 
damentaldreiecks auf  der  Kurve  (1)  (oder  (6))  liegt.  Und  man  hat  so- 
mit den  Satz: 

Satz  448:   Verschwindet  in  der  Gleichung 

(6)  önSi'  +  a^2h^  +  aggjg*  -f-  2a23J2E3  +  ^(^sihh  +  ^^uhh  =  ^ 
einer  Kurve  zweiter  Ordnung  in  Dreieckskoordinaten  eine  Größe 
üii,  das  heißt  der  Koeffizient  des  Quadrates  j^^  einer  Koordinate 
des  laufenden  Punktes  der  Kurve,  so  liegt  die  jenem  Quadrat 
entsprechende  Ecke  e,.  des  Fundamentaldreiecks  auf  der  Kurve 
(6)  (oder  (1)).  Und  umgekehrt:  Sobald  die  Kurve  zweiter  Ord- 
nung (6)  durch  eine  Ecke  e,.  des  Fundamentaldreiecks  hindurch- 
geht, verschwindet  in  ihrer  Gleichung  der  Koeffizient  a^^  des- 
jenigen Koordinatenquadrats  des  laufenden  Punktes,  das  jener 
Ecke  des  Fundamentaldreiecks  entspricht. 

Ebenso  leicht  ergibt  sich  zweitens  die  geometrische  Bedeutung  des 
Verschwindens  einer  der  drei  Größen  o,-^,  i  +  k,  in  der  Gleichung  (6). 
Denn  die  Gleichung 

(14)  0  =  o,i  =  [ei.e,i>],     *  4=  ^, 
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wird,  wie  man  unmittelbar  aus  ihrer  Form  abliest,  dann  und  nur  dann 
befriedigt,  wenn  die  Polare  e^p  des  Punktes  e^  durch  den  Punkt  e^  hin- 
durchgeht, oder  was  dasselbe  ist  (vgl.  S.  191),  wenn  die  Ecken  e^  und 
Cj  des  Fundamentaldreiecks  hinsichtlich  des  Polarsystems  p  (oder  der 
Kurve  (6))  konjugiert  sind.  Man  hat  also  den  Satz: 
Satz  449:    Verschwindet  in  der  Gleichung 

(6)  Qnjf  +  ajgEg^  +  Q33J32  +  2a23j2j8  +  ^^^sihh  +  ^(^nhh  =  ^ 
einer  Kurve  zweiter  Ordnung  in  Dreieckskoordinaten  eine  der 
drei  Größen  a,^,  i=^k,  so  sind  die  jener  Größe  a,.^  entsprechenden 
Ecken  e.  und  e^.  des  Fundamentaldreiecks  hinsichtlich  der  Kurve 
(6)  konjugiert.  Und  umgekehrt:  Sobald  zwei  Ecken  e,  und  e^ 
des  Fundamentaldreiecks  hinsichtlich  der  Kurve  zweiter  Ord- 
nung (6)  konjugiert  sind,  verschwindet  in  ihrer  Gleichung  die 
ihnen  entsprechende  Größe   Q,j. 

Die  Gleichung  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  in  bezug  auf  ein  Folar- 
dreiecli  als  Fundamentaldr deck.  Verschwinden  insbesondere  alle  drei 
Größen  0,.^,  *  =t=  ^j  gleichzeitig,  besitzt  daher  die  Gleichung  der  Kurve 
zweiter  Ordnung  die  Gestalt: 

(15)  flu  Ji*  +  022  E2'  +  ^33  E3'  =  0, 

und  hat  somit  der  extensive  Bruch  für  das  zugehörige  Polarsystem  p  die  Form : 

(16)  rt  =  °"-^^>  °8t-^«>  °»s-^» 

SO  sind  alle  drei  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  einander  hinsichtlich  der 
Kurve  (15j  konjugiert,  und 
eine  jede  Seite  des  Fundamen- 
taldreiecks ist  die  Polare  ihrer 
Gegenecke.  Das  Fundamental- 
dreieck ist  also  nach  Seite  184 
ein  Polardreieck  des  Polar- 
systems 2>,  oder  wie  man  auch 
sagt,  ein  Polardreieck  seiner 
Polkurve,  das  heißt  der  Kurve 
(15)  (vgl.  Fig.  100). 

Da  endlich  auch  umorekehrt  die  Gleichunof  einer  Kurve  zweiter  Ord- 
nung,  die  auf  ein  Polardreieck  der  Kurve  bezogen  ist,  die  Form  (15)  hat, 
so  erhält  man  den  Satz: 

Satz  450:  Bezieht  man  die  Gleichung  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  auf  ein  Polardreieck  der  Kurve,   so  verschwinden  alle 
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drei  Koeffizienten  Qij.(i4=^),  die  Gleichung  hat  also  die  Form: 


(15) 


an?l^  +  022  52^  +033J3'  =  0, 


und  umgekehrt  stellt  eine  jede  Gleichung  von  der  Form  (15) 
eine  Kurve  zweiter  Ordnung  dar  bezogen  auf  ein  Polardreieck 
der  Kurve.  Ferner  lautet  der  extensive  Bruch  für  das  zuge- 
hörige Polarsystem  p: 

Ou-^'l^    0»-fe'iJ    ^33-^8  . 

»  ^9  9  ^« 


(16) 


1>  = 


Aus  der  Form  der  Gleichung  (15)  für  eine  auf  ein  Polardreieck  be- 
zogene Kurve  zweiter  Ordnung  entnimmt  man  noch  das  Ergebnis: 

SoU  die  Gleichung  einer  auf  ein  Polardreieck  e^,  e.^,  e^  bezogenen 
Kurve  zweiter  Ordnung  außer  durch  die  Werte  Ji  =  Jg  =  ?3  =  ^j  denen 
überhaupt  keine  Punkte  der  Kurve  entsprechen,  noch  durch  andere  reelle 
Werte  der  Koordinaten  j,.  befriedigt  werden,  so  dürfen  die  drei  Koeffi- 
zienten 0,-j  =  [e,.  •  e^p]  nicht  alle  dasselbe  Vorzeichen  haben. 

Diesem  Ergebnis  kann  man  noch  eine  etwas  andere  Form  geben, 
wenn  man  in  die  drei  Produkte  \e-  •  e.p]  anstatt  der  vielfachen  Punkte  e^ 
die  mit  ihnen  zusammenfallenden  einfachen  Punkte  /j.  einführt.  Aus  den 
zwischen  den  e^  und  den  f^  bestehenden  Beziehungen  e.  =  m,-/)  folgt  näm- 
lich, daß  sich  das  Produkt  [e^-eiP]  von  dem  Produkte  [fi-f^p]  nur  durch 
den  Faktor  m/  unterscheidet.  Und  da  nach  S.  1  die  Massen  der  drei 
Grundpunkte  als  reell  vorausgesetzt  sind,  so  ergibt  sich,  daß  die  Vor- 
zeichen der  drei  Produkte  \fi-fiP]  mit  denen  der  entsprechenden  Pro- 
dukte [ßj.  •  e^p]  übereinstimmen  müssen. 
Das  obige  Ergebnis  läßt  sich  daher  auch 
in  der  Form  aussprechen: 

Satz  451:  Sind  f^,  f^,  f^  drei  ein- 
fache Punkte,  die  in  die  Ecken  eines 
Polardreiecks  einer  reellen  Kurve 
zweiter  Ordnung  fallen,  so  haben  die 
drei  Produkte  \fi-fiP^,  i=^,  2,  3,  nicht 
sämtlich  dasselbe  Vorzeichen. 

Die  auf  ein  Pdlardreiech  bezogene  Glei- 
chung eines  Linienpaares.     Bei  einer   in 
ein   Linienpaar   zerfallenden   Kurve 
zweiter  Ordnung   vereinfacht    sich  die 
Flg.  101.  Gleichungsform    (15)    noch    weiter.      Ein 

Polardreieck  eines  Linienpaars  wird  nämlich  nach  S.  207  ff.  gebildet  durch 
den  Doppelpunkt  des  Linienpaars   und  irgend  ein  Pimktpaar,   das  durch 
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die  beiden  Geraden  des  Linienpaars  harmonisch  getrennt  ist  (vgl.  Fig.  101). 
Von  den  drei  Ecken  e^,e^,e^  des  Polardreiecks  liegt  also  eine  Ecke,  nämlich 
der  Doppelpunkt  des  Linienpaars,  er  sei  bezeichnet  mit  e^,  auf  der  Kurve 
selbst.  Infolgedessen  verschwindet  nach  Satz  448  der  zugehörige  Koef- 
fizient Ojg,  und  die  Gleichung  des  Linienpaars  besitzt  daher  die  Form 

(17)  auEl'+  022^2'  =  0, 

die  eine  Trennung  der  beiden  Linien  des  Paares  gestattet;  denn  man  liest 
aus  ihr  für  diese  beiden  Geraden  die  Gleichungen  ab: 

(18)  Vänh  +  V^ih  =  ^     uiifi     Vanh-V^2h-^- 

Zugleich  erhält  man  für  das  zugehörige  entartende  Polarsystem,  das  heißt 

für    das   Polarsystem   q,    welches   das  Linienpaar  (17)  zur  Polkurve  hat^ 

die  Darstellung 

/iQ\  ^       a„.Ei,  a,,.g,,  0 

(ly;  Q  —    g         g       i- 

Aus  der  Form  der  Gleichungen  (18)  geht  ohne  weiteres  hervor,  daß  die 
Linien  des  Linienpaars  dann  und  nur  dann  reeU  sind,  wenn  die  beiden 
Koeffizienten  a^  und  a^^  der  Gleichung  (17)  entgegengesetztes  Vorzeichen 
besitzen.  Haben  dagegen  diese  beiden  Koeffizienten  dasselbe  Vorzeichen, 
so  lassen  sich  die  Gleichungen  (18)  stets  in  der  Weise  schreiben,  daß 
ihre  linken  Seiten  konjugiert  komplex  werden,  und  wir  sagen  dann  auch 
„das  Linienpaar  sei  konjugiert  komplex"^). 

Das  Polarsystem  einer  elliptischen  Strahlinvolution.  Setzt  man  zum 
Beispiel 

(20)  a^,  =  Q22  =  1 

und  bezeichnet  das  besondere  Polarsystem,  das  durch  diese  Spezialisierung 
der  Konstanten  Q^^  und  Ogg  aus  dem  Polarsystem  q  hervorgeht,  mit  e,  so 
verwandeln  sich  die  Gleichungen  (17),  (18)  und  (19)  in 

(21)  h'  +  h'  =  0, 

(22)  Xi  +  iE2  =  0     und     ti  -  ih  =  0> 

7?     jR     0 

(23)  e  =  ^y-^^-^- . 

Von  dem  zugehörigen  konjugiert  komplexen  Linienpaar  ist  dann  (vgl. 
S.  210  f.)  wenigstens  der  Schnittpunkt  reell-,  denn  die  beiden  Gleichungen  (22) 
werden  gleichzeitig  befriedigt,  wenn  man  setzt: 

(24)  E,  =  0     und     f,  =  0. 


1)  Es  werden  nämlich  in  diesem  Falle  auch  die  Stabdarstellungen  der  beiden 
Linien  des  Paares  konjugiert  komplex  (vgl.  Seite  25.) 
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Diese  Gleichungen  aber  stellen  die  Ecke  gg  des  Fundamentaldreiecks 
dar,  von  der  wir  ja  auch  bereits  oben  gesehen  haben,  daß  sie  der  Pol- 
kurve angehört. 

Um  endlich  die  geometrische  Bedeutung  des  Polarsystems  e  zu  er- 
mitteln, dessen  Polkurve  das  konjugiert  komplexe  Linienpaar  {^2^  ist, 
beachte  man,  daß  das  Polarsystem  e  in  einer  engen  Beziehung  steht  zu 
der  oben  auf  Seite  235  des  ersten  Bandes  betrachteten  elliptischen  Strahl- 
involution 

das  heißt,  zu  derjenigen  elliptischen  Strahlinvolution  mit  dem  Scheitel  63, 
in  der  die  Strahlen  B-^  und  JS'g  und  ebenso  die  Strahlen  iJg  +  jEJ^  und 
^2  —  -E^i  öiii  Paar  bilden.  In  der  Tat  kann  man  den  Bruch  für  diese 
elliptische  Strahlinvolution  auch  in  der  Form  schreiben: 

Ist  daher 

(27)  X  =  fi«!  +  fgCg  +  £363 

ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  so  wird  sein  Verbindungsstab  mit  dem 
Scheitel  e^  des  betrachteten  Strahlbüschels  durch  die  Summe  dargestellt: 

(28)  \_xe^  =  Jik^s]  +  li\e^e^. 

Dieser  Stab  \xe^  aber  wird  durch  die  elliptische  Strahlinvolution  %  wegen 
{^^^  übergeführt  in  den  Stab 

(29)  \_xe^^  =  i^E,  -f  i,E^. 

In  genau  denselben  Stab  wird  aber  der  Punkt  x  durch  das  Polarsystem  e 
umgewandelt.     Wegen  (23)  wird  nämlich 

(30)  xe  =  fi^i  -f  £2^2; 

und  es  besteht  daher  zwischen  den  Brüchen  e  und  @  die  Beziehung 

(31)  xe  =  \xe^^. 

Man  sieht  also,  daß  das  Polarsystem  e  von  der  elliptischen  Strahl- 
involution %  nur  unwesentlich  verschieden  ist;  denn  dasselbe  weist  einem 
jeden  Punkte  x  der  Ebene  einen  Strahl  des  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel 
Cg  zu,  und  zwar  gerade  denselben  Strahl,  welcher  der  Verbindungslinie 
des  Punktes  x  und  des  Scheitels  Cg  durch  die  elliptische  Strahlinvolution 
@  zugeordnet  wird.  Wir  nennen  deshalb  das  Polarsystem  e  „das  Polar- 
system der  elliptischen  Strahlinvolution  @". 

Eine  Seite  des  Fundamentaldreiecks  ist  die  Polare  ihrer  Gegenecke  in 
hezug  auf  eine  Kurve  zweiter  Ordnung.  Ist  weiter  wenigstens  noch  eine 
Seite  des  Fundamentaldreiecks  die  Polare  der  gegenüberliegenden  Ecke,  stimmt 
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also   etwa  die  Polare  A^  der  Ecke  e^  mit  der  Seite  E^  des  Fundamental- 
dreiecks bis  auf  einen  Zahlfaktor  überein,  das  heißt,  ist 

(32)  A^  =.  Qgg  J^3     und  somit 

(*)  Qsi  ==  «32  =  0; 

so  nimmt  die  Gleichung  (6)  die  Form  an: 

(33)  aiiEi^  +  Oggi-s^  +  033  Jg^  +  ^^lihh  =  ö, 
und  man  bat  den  Satz  (vgl.  Fig.  102): 

Satz  452:  Bezieht  man  die  Gleichung  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  auf  ein  Fundamentaldreieck,  dessen  eine  Seite  die 
Polare  ihrer  Gegenecke  ist,  so  verschwinden  in  ihr  diejenigen 
beiden  Koeffizienten  a,jt(»4=^),  von 
denen  ein  Index  jener  Ecke  entspricht. 


A,— o^,£. 


Fig.  102. 


Die  auf  ein  Tangeniialdreieck  bezogene  Gleichung  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung.  Will  man  die  Gleichung  (33)  noch  weiter  vereinfachen,  so 
wähle  man  außerdem  noch 

(**)  .  flu  =  022  -  0, 

nehme  also  die  Ecken  e^  und  e^  des  Fundamentaldreiecks  auf  der  Kurve 

an.     Dann  gewinnt  die  Gleichung  (33)  die  Form 

(34)  a33J3'+2ai2r,E2  =  0, 

und   die    Gleichungen    für    die    A^   aus    Nr.  25  des  31.  Abschnitts  gehen 

über  in 

^2  =  «aP  =  021^1 


(35) 


A^  =  e^p=^  033-^3» 


so  daß  man  für  den  Bruch  p  die  Darstellung  erhält: 
(36)  p 


^i^f»  <^i-^ii  Q»»-^» 


12- 


Es  ist  daher  nicht  nur  die  Seite  E^  des  Fundamentaldreiecks  die  Polare 


Orafimann:  Projektive  Geometrie  d.  Kbone.     II. 
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der  ihr  gegenüberliegenden  Ecke  e^,  sondern  es  werden  zugleich  auch  die 
Seiten  E^  und  Ej^  die  Polaren  der  auf  ihnen  liegenden  Ecken  e^  und  e^ 
und  sind  somit  die  Tangenten  der  Kurve  in  diesen  Punkten  e^  und  e^ 
(vgl.  Fig.  103).  Infolgedessen  wird  die  dritte  Seite  E^  des  Fundamental- 
dreiecks, die  ja  als  solche  durch  die  Ecken  e^  und  e^  hindurchgeht,  zur 
Berührungssehne  jenes  Tangentenpaars. 

Umgekehrt  aber  nimmt  auch  die  Gleichung  jeder  Kurve  zweiter  Ord- 
nung, die  auf  ein  Tangentenpaar  JE/j,  E^  und  dessen  Berührungssehne  E^ 
bezogen  ist,  die  Form  (34)  an. 

Nennt  man  noch  ein  Dreieck,  das  aus  zwei  Tangenten  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  oder  zweiter  Klasse  und  ihrer  Berührungssehne  gebildet 
wird,  ein  „Tangentialdreieck  der  Kurve'',  so  läßt  sich  das  gewonnene 
Ergebnis  in  der  Form  aussprechen:  » 

Satz  453:  Wählt  man  ein  Tangentialdreieck  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  zum  Fundamentaldreieck  und  verlegt  dabei 
die  Ecke  e^  des  Fundamentaldreiecks  in  den  Schnittpunkt,  die 
Ecken  e^  und  e^  in  die  Berührungspunkte  der  beiden  Tangenten, 
so  nimmt  die  Gleichung  der  Kurve  die  Form  an: 

(34)  03353'+ 20i2JiJ2  =  0. 

Umgekehrt  stellt  jede  Gleichung  von  der  Form  (34)  eine 
Kurve  zweiter  Ordnung  dar,  bezogen  auf  ein  Tangentialdreieck, 
dessen  Tangentenschnittpunkt  die  Ecke  e^  ist,  während  die  Ecken 
Cj  und  Cg  die  Berührungspunkte    der   beiden  Tangenten  bilden. 

Andererseits  besitzt  der  Bruch  p  für  das  zugehörige  Polar- 
system die  Form 

(36)  ^_?L.^-J>..i._«^,    a^^a,,. 

Neue  Gleichung sform  eines  Linienpaars.  Das  Polarsystem  einer  hyper- 
bolischen Strahlinvolution.  Die  Kurve  zweiter  Ordnung  (34)  geht  in  ein 
Linienpaar  über  und  zwar  in  das  Tangentenpaar  Ej^,  E^,  wenn  man  noch 
die  Forderung  stellt,  der  Schnittpunkt  e^  der  beiden  Tangenten  soUe  selbst 
der  Kurve  zweiter  Ordnung  angehören.  In  der  Tat  verschwindet  dann 
nach  Satz  448  der  Koeffizient  Q33,  und  die  Gleichung  (34)  reduziert  sich, 
wenn  man  etwa  noch  0^2^  -^  annimmt,  auf  die  Form: 

(37)  J,  J2  =  0, 
für  die  man  auch  schreiben  kann: 

(38)  •  [xE^^[xE^'\  =  0. 

Jede  von  diesen  beiden  Gleichungen  aber  steUt  wirklich   das  Linienpaar 
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jEj,  E^  dar.    Zu  gleicher  Zeit  verwandelt  sich  der  Ausdruck  (37)  für  das 

zugehörige  Polarsystem  in 

(39)  h  =  ^ii.^n±. 

Man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  454:  Die  Gleichung  für  das  Linienpaar  der  beiden  Seiten 
E^  und  E^  des  Fundamentaldreiecks  lautet: 

(37)  ?i?2  =  ö  oder 

(38)  [xE^][xE^]  =  0. 

Ferner  besitzt  der  Bruch  für  das  entartende  Polarsystem  Ä, 
dessen  Polkurve  dieses  Linienpaar  ist,  die  Form: 

(39)  Ti^^ii-^»^, 

in  der  e^  der  Doppelpunkt  des  Linienpaars  ist,  und  e^  und  e^ 
zwei  beliebige  von  %  verschiedene  Punkte  der  Geraden  E^  und 
E^  sind,  und  wo  wie  gewöhnlich  ^i=[e2^3]  ^^^  ^2^['^3^i\  i^^- 

Die  für  das  Polarsystem  dieses  Linienpaars  gewählte  Bezeichnung  h 
soll  auf  die  Beziehung  hinweisen,  in  der  das  Polarsystem  h  zu  derjenigen 
hyperbolischen  Strahlinvolution  §  steht,  welche  die  Strahlen  E^^  und  E^ 
des  Linienpaars  zu  Doppelstrahlen  hat.     Aus  der  Gleichung 

folgt  durch  Multiplikation  mit  h  wegen  (39) 

(40)  xh  =  i,E,  +  i,E,-- 
femer  durch  äußere  Multiplikation  mit  e^ 

Setzt  man  also  (vgl.  Gleichung  (24)  des  16.  Abschnitts) 

^  ^  ^     -E„  e;     E,,     E,> 

so  wird 

(42)  [xe,]^  =  i,E,  +  i,E, 

und  somit,  wie  die  Vergleichung  mit  (40)  zeigt, 

(43)  xh  =  [xe,]^. 

Das  Polarsystem  h  weist  demnach  einem  jeden  Punkte  x  der  Ebene  einen 
Strahl  des  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  e.^  zu,  und  zwar  gerade  den- 
selben Strahl,  welcher  der  Verbindungslinie  des  Punktes  x  und  des  Scheitels  e, 
durch  die  hyperbolische  Strahlinvolution  ^  zugeordnet  wird.  Aus  diesem 
Grunde  werden  wir  das  Polarsystem  h  im  folgenden  als  „das  Polarsystem 
der  hyperboUscJien  Strahlinvolution  §"  bezeichnen. 

16* 
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Es  versteht  sieb  von  selbst,  daß  die  Gleichung  (38)  noch  einer  Ver- 
allgemeinerung fähig  ist.  In  der  Tat  lautet  die  Gleichung  eines  beliebigen 
Linienpaars,  dessen  Geraden  die  Stäbe  B  und  S  enthalten: 

(44)  [xB][xS]==0. 

Die  Gleichung  einer  doppeltzählenden  Geraden  und  der  Brtich  für  das 
zugehörige  zweifach  entartende  Polarsystem  zweiter  Ordnung.  Man  kann 
übrigens  aus  der  Gleichung  (34)  auch  die  Gleichung  einer  Doppellinie  ab- 
leiten, wenn  man  in  der  Gleichung  (34)  anstatt  der  Konstante  Q33  die 
Konstante  0^2  =  0  setzt  und  etwa  Ogg  =  1  annimmt.  Dadurch  reduziert 
sich  diese  Gleichung  auf 

(45)  ll  =  0, 
für  die  man  auch  schreiben  kann: 

(46)  [xE,Y  =  0. 

Jede  von  diesen  beiden  Gleichungen  stellt  aber  die  doppeltzählende  Gerade  E^ 
dar.  Zugleich  verwandelt  sich  der  Ausdruck  (36)  für  das  zugehörige 
Polarsystem  in: 

(47)  d  =  ^-^~'- 
Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  455:  Die  Gleichung  für  die  doppeltzählende  Seite  E^ 
des  Fundamentaldreiecks  lautet: 

(45)  j2  _  0     oder 

(46)  [^^3]^  =  0; 

und  der  Bruch  für  das  zweifach  entartende  Polarsystem  zweiter 
Ordnung  d,  dessen  Polkurve  diese  doppeltzählende  Gerade  ist, 
besitzt  die  Form: 

(47)  d  =  -^^- 


Die  geometrische  Bedeutung  des  Verschwindens  einzelner  Koeffizienten 
der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  den  Dreieclcskoordinaten 
eines  Stabes  und  die  Gleichung  einer  Kurve  zweiter  Klasse  in  hezug  auf 
ein  Poldreiseit.  Ganz  entsprechende  Sätze  gelten  für  die  Gleichung  einer 
Kurve  zweiter  Klasse. 

Erstens  ergibt  sich  wieder  sogleich  die  geometrische  Bedeutung  des 
Verschwindens  einer  Größe  21,-^,  ^=1,  2,  3,  das  heißt  des  Koeffizienten 
eines  der  drei  Quadrate  u^  in  der  Gleichung  (12).     Denn  die  Gleichung 

(48)  0  =  %,^[ErE,F] 

wiri  wegen  (7)  dann  und  nur  dann  erfüllt,  wenn  die  Seite  E^  des  Funda- 
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mentaldreiecks  eine  Tangente  der  Kurve  (7)  (oder  (12))  ist.  Und  man 
hat  den  Satz: 

Satz  456:  Verschwindet  in  der  Gleichung 

(12)    'ä,,ül  +  Sr„u|  +  %,VLl  +  2SL,3U2U3  +  2%,n,n,  +  2^,,u,ü,  =  0 

einer  Kurve  zweiter  Klasse  in  Dreieckskoordinaten  eine  Größe2(,.j, 
das  heißt  der  Koeffizient  des  Quadrates  u?  einer  Koordinate  der 
laufenden  Tangente  der  Kurve,  so  berührt  die  jenem  Quadrat 
entsprechende  Seite  E^  des  Fundamentaldreiecks  die  Kurve  (12) 
(oder  (7)).  Und  umgekehrt:  Sobald  die  Kurve  zweiter  Klasse  (12) 
von  einer  Seite  E^  des  Fundamentaldreiecks  berührt  Avird,  ver- 
schwindet in  ihrer  Gleichung  der  Koeffizient  %^  desjenigen 
Koordinatenquadrats  der  laufenden  Tangente,  das  jener  Seite 
des  Fundamentaldreiecks  entspricht. 

Ebenso  leicht  ergibt  sich  zweitens  die  geometrische  Bedeutung  des 
Verschwindens  einer  der  drei  Größen  51,.^,  i  H=  Je,  in  der  Gleichung  (12). 
Denn  die  Gleichung 

(49)  0  =  %,^[E,-E,I>1    i^k, 

wird,  wie  man  unmittelbar  aus  ihrer  Form  abliest,  dann  und  nur  dann 
befriedigt,  wenn  der  Pol  -E,  JP  des  Stabes  E-  auf  der  Geraden  das  Stabes  E^ 
liegt,  oder  was  dasselbe  ist  (vgl.  S.  200),  wenn  die  Seiten  E^  und  E,^  des 
Fundamentaldreiecks  hinsichtlich  des  Polarsystems  JP  oder  der  Kurve  (12) 
konjugiert  sind.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  457:  Verschwindet  in  der  Gleichung 

(12)    %,,ül  +  'ä,,ul  +  2I33UI  +  2%,M,n,  +  2313, U3U,  +  25ti2U,U2  ==  0 

einer  Kurve  zweiter  Klasse  in  Dreieckskoordinaten  eine  der 
drei  Größen  Sl,.j,  i=^]c,  so  sind  die  jener  Größe  51,^^  entsprechen- 
den Seiten  jE",.  und  Ej^  des  Fundamentaldreiecks  hinsichtlich  der 
Kurve  (12)  konjugiert.  Und  umgekehrt:  Sobald  zwei  Seiten  E^, 
und  E).  des  Fundamentaldreiecks  hinsichtlich  einer  Kurve  zweiter 
Klasse  (12)  konjugiert  sind,  verschwindet  in  ihrer  Gleichung  die 
ihnen  entsprechende  Größe  Sl,.^. 

Bezeichnet  man  noch  ein  Dreiseit,  dessen  Ecken  die  Pole  der  gegen- 
überliegenden Seiten  hinsichtlich  eines  Polarsystems  zweiter  Klasse  JP 
bilden,  als  Poldreiseit  des  Polarsystems  J*  (oder  seiner  Polarkurve),  so 
kann  man  aus  dem  Satze  457  folgern: 

Die  Gleichung 

(50)  ?IiiU!  +  2t22«l  +  5r33U|  =  0 

ist  die  Gleichung  einer  Kurve  zweiter  Klasse  bezogen  auf  ein  Poldreiseit 
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der  Kurve  als  Fundamentaldreiseit  (vgl.  Fig.  104),  und  der  Bruch 


(51) 


P  = 


*^\X^\)     -^JJ  ^S  J    **-S3  ^S 


ist  der  Ausdruck  für  das  zugehörige  Polarsystem  zweiter  Klasse. 


Fig.  104. 


Fig.  105. 


Die  auf  ein  Poldreiseit  bezogene  Gleichung  eines  Punktpaars.  Bei 
einer  in  ein  Punktpaar  zerfallenden  Kurve  zweiter  Klasse  ver- 
einfacht sich  die  Gleichung  (50)  noch  weiter.  Ein  Poldreiseit  eines  Punkt- 
paars wird  nämlich  nach  Seite  222  ff.  aus  dem  Träger  dieses  Punktpaars 
und  einem  beliebigen  Geradenpaar  gebildet,  das  durch  das  Punktpaar  har- 
monisch getrennt  ist  (vgl.  Fig.  105).  Von  den  drei  Seiten  E^,  E^,  E^ 
des  Poldreiseits  gehört  also  eine  Seite,  nämlich  der  Träger  des  Punktpaars, 
selbst  zu  den  Hüllgeraden  des  Punktpaars.  Dies  sei  die  Seite  E^-^  dann 
verschwindet  der  zugehörige  Koeffizient  Slgj,  und  die  Gleichung  des  Punkt- 
paars besitzt  daher  die  Form 

(52)  5t,,u?  +  5t,,u|  =  0, 

die  eine  Trennung  der  beiden  Punkte  des  Paares  gestattet;  denn  man  liest 
aus  ihr  für  diese  beiden  Punkte  die  Gleichungen  ab: 

(53)  ]/2t7iUi  +  |/=^U2  =  0     und     |/I,~Ui-y-l22«2  =  0. 

Zugleich  erhält  man  für  das  zugehörige  entartende  Polarsystem  Q,  welches 
das  Punktpaar  (53)  zur  Polarkurve  hat,  die  Darstellung 


(54) 


Q 


Die  Form  der  Gleichungen  (53)  zeigt,  daß  die  Punkte  des  Punktpaars  dann 
und  nur  dann  reell  sind,  wenn  die  beiden  Koeffizienten  %.^^  und  %^^  der 
Gleichung  (52)  entgegengesetztes  Vorzeichen  besitzen.  Haben  dagegen 
diese  beiden  Koeffizienten   dasselbe  Vorzeichen,    so  lassen  sich  die  Glei- 
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chungen  (53)  stets  in  der  Weise  schreiben,  daß  ihre  linken  Seiten  konju- 
giert komplex  werden,  und  wir  sagen  dann  auch  „das  Punktpaar  sei  konju- 
giert komplex"^).  • 

Bas  Polarsystem  einer  elliptischen  Punktinvolution.  Setzt  man  zum 
Beispiel 

(55)  Sr,,  =  31,,  =  1 

und  bezeichnet  das  besondere  Polarsystem,  das  durch  diese  Spezialisierung 
der  Konstanten  ^l^  und  Stgs  ^^^  ^^™  Polarsystem  Q  hervorgeht,  mit  E, 
so  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (52),  (53)  und  (54)  in 

(56)  uf  +  u|  =  0, 

(57)  Uj  +  tUs  =  0    und    u^  —  iu,  =  0, 

Von  dem  zugehörigen  konjugiert  komplexen  Punktpaar  ist  übrigens  wenig- 
stens die  Verbindungslinie  reell;  denn  die  beiden  Gleichungen  (57)  werden 
gleichzeitig  befriedigt,  wenn  man  setzt: 

(59)  Ui  =  0     und     Ug  =  0. 

Diese  Gleichungen  aber  stellen  die  Seite  E^  des  Fundamentaldreiecks  dar, 
von  der  wir  ja  auch  bereits  oben  gesehen  haben,  daß  sie  eine  Hüllgerade 
der  Polarkurve  ist. 

Um  endlich  die  geometrische  Bedeutung  des  Polarsystems  E  zu  er- 
mitteln, dessen  Polarkurve  das  konjugiert  komplexe  Punktpaar  (56)  ist, 
beachte  man  seine  Beziehung  zu  der  auf  Seite  165  ff.  des  ersten  Bandes 
behandelten  elliptischen  Punktivolution 

(60)  '  =  r^^ 

das  heißt,  zu  derjenigen  elliptischen  Involution  in  der  Geraden  E^,  in  der 
die  Punkte  e^  und  e,  und  ebenso  die  Punkte  e,  -f  e^  und  e,  —  e^  ein  Paar 
bilden.  In  der  Tat  kann  man  den  Bruch  für  diese  elliptische  Involution 
auch  in  der  Form  schreiben: 

/ßi  \  -  ^1  >  ^g       ^» ^ 

Ist  daher 

(62)  ü=ü,E,-}-ü,E,-hu,E, 

ein   beliebiger  Stab  der  Ebene,   so  wird  sein  Schnitt  mit  dem  Träger  E^ 


1)  Es    werden    nämlich    in  diesem   Falle  auch   die  Ableitausdrücke  der  beiden 
Punkte  des  Paares  konjugiert  komplex  (vgl.  Seite  25  f.). 
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des  betrachteten  Punktpaars  durch  die  Summe  dargestellt: 

(63)  [ÜE,-\  =  Vi,[E^E,-\  +  Vi,{E,E,-\. 

Dieser   Punkt  [TJE^   aber   wird   durch   die   elliptische   Punktinvolution   e 
wegen  (61)  übergeführt  in  den  Punkt 

(64)  [?7^3]e  =  u,ei-f  Uge^. 

In  genau  denselben  Punkt  wird  aber  der  Stab  TJ  durch  das  Polarsystem  E 
umgewandelt.     Wegen  (58)  wird  nämlich 

(65)  VE=Vi^e^  +  Vi^e^, 

und  es  besteht  daher  zwischen  den  Brüchen  E  und  c  die  Beziehung 

(66)  VE-=\_ÜE^-\t. 

Man  sieht  also,  daß  das  Polarsystem  E  von  der  elliptischen  Punkt- 
involution e  nur  unwesentlich  verschieden  ist;  denn  dasselbe  weist  einem 
jeden  Stabe  TJ  der  Ebene  einen  Punkt  der  Punktreihe  mit  dem  Träger  E^ 
zu,  und  zwar  gerade  denselben  Punkt,  der  dem  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden TJ  und  des  Trägers  E^  des  Punktpaars  durch  die  elliptische  Punkt- 
involution e  zugeordnet  wird. 

Wir  nennen  deshalb  das  Polarsystem  E  „das  Polarsystem  der  ellip- 
tischen Funktinvolution  e". 

Eine  Ecke  des  Fundamentaldreiecks  ist  der  Fol  ihrer  Gegenseite.  Ferner 
ergibt  sich  wieder  der  Satz: 

Satz  458:  Bezieht  man  die  Gleichung  einer  Kurve  zweiter 
Klasse  auf  ein  Fundamentaldreieck,  dessen  eine  Ecke  der  Pol 
ihrer  Gegenseite  in  bezug  auf  die  Kurve  zweiter  Klasse  ist,  so 
verschwinden  in  der  Gleichung  diejenigen  beiden  Koeffizienten 
^ik  (*  H=  ^)7  von  denen  ein  Index  jener  Ecke  entspricht.  Ist  also 
Cg  die  fragliche  Ecke  des  Fundamentaldreiecks,  so  besitzt  die 
Gleichung  der  Kurve  die  Form: 

(67)  Sr,,uf  +  Sr,2U|  -f  Sr33U|  +  22t,,u,U2  =  0. 

Die  auf  ein  Tangentialdreieck  bezogene  Gleichung  einer  Kurve  zweiter 
Klasse.     Endlich  steUt  wieder  eine  Gleichung  von  der  Form 

(68)  2r33uH-22r,2U,U2  =  0 

eine  Kurve  zweiter  Klasse  bezogen  auf  ein  Tangentialdreieck  der  Kurve  dar, 
und  der  Bruch  J*  für  das  zugehörige  Polarsystem  besitzt  die  Form: 

(RCk\  T> ^ti^i'  ^81^1»  ^88^8        or     gr 

(.oy;  ^~^E,     ^      E^'    ^21-^12- 

Man  hat  also  den  Satz  (vgl.  Fig.  106): 
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Satz  459:  Macht  man  ein  Tangentialdreieck  einer  Kurve 
zweiter  Klasse  zum  Fundamentaldreieck  und  wählt  dabei  die 
beiden  ersten  Seiten  Ei  und  E^ 
dieses  Dreiecks  zu  Tangenten 
der  Kurve,  die  dritte  Seite  E^ 
zur     zugehörigen     Berührungs-  "■'■^^^i«*' 

sehne,   so  nimmt   die   Gleichung 
der  Kurve  die  Form  an:  ^/     ^- — -^    >^       ■*■'  ^ 


Fig.  106. 


(68)  St33Ui  +  2St,2U,U2  =  0. 

Umgekehrt  stellt  jede  Glei- 
chung von  der  Form  (68)  eine 
Kurve  zweiter  Klasse  bezogen 
auf  ein  Tangentialdreieck  dar, 
dessen  Tangenten  die  beiden  ersten  Seiten  E^  und  E2  des  Fun- 
damentaldreiecks sind,  während  die  dritte  Seite  durch  die  Be- 
rührungssehne dieser  Tangenten  gebildet  wird. 

Ferner  besitzt  der  Bruch  für  das  zugehörige  Polarsystem 
die  Form: 

(69)  ^^^r^^si^         '^n-%r 

Neue  Gleichungsform  eines  Punktpaars.  Das  Polarsystem  einer  hyper- 
bolischen Punktinvolution.  Die  Kurve  zweiter  Klasse  (68)  geht  in  ein 
Punktpaar  über,  und  zwar  in  das  Paar  der  beiden  Berührungspunkte  e^,  e^ 
des  Tangentialdreiecks,  wenn  man  noch  die  Forderung  stellt,  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Berührungspunkte,  das  heißt  die  Berührungs- 
sehne £3,  solle  selbst  eine  Tangente  der  Kurve  zweiter  Klasse  bilden.  In 
der  Tat  verschwindet  dann  nach  Satz  456  der  Koeffizient  5(33,  und  die 
Gleichung  (68)  reduziert  sich,  wenn  man  etwa  noch  ^I^g  =  1  annimmt,  auf 
die  Form 

(70)  u,u,  =  0, 
für  die  man  auch  schreiben  kann: 

(71)  [üe,][Ue,]  =  0. 

Jede  von  diesen  beiden  Gleichungen  aber  stellt  wirklich  das  Punktpaar  e^,  e.^ 
dar.  Zu  gleicher  Zeit  verwandelt  sich  der  Ausdruck  (69)  für  das  zugehörige 
Polarsystem  in 

Man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  460:  Die  Gleichung  für  das  Punktpaar  der  beiden  Ecken 
Cj,  Cj  des  Fundamentaldreiecks  lautet: 
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(70)  U1U2  =  0    oder 

(71)  [üe[\\T]e.:\  =  0. 

Ferner  besitzt  der  Bruch  für  das  einfach  entartende  Polarsystem, 
dessen  Polarkurve  dieses  Punktpaar  ist,  die  Form: 

Dabei  soll  der  Buchstabe  3  wieder  auf  den  Zusammenhang  hindeuten, 
in  welchem  das  Polarsystem  H  zu  derjenigen  hyperbolischen  Punktinvo- 
lution ^  =  ^^ *  steht,  welche  die  Punkte  e^  und  e^  zu  Doppelpunkten 

hat,  (vgl.  die  dualistische  Entwickelung  auf  Seite  243).  Wegen  dieser  Be- 
ziehung wollen  wir  im  folgenden  das  Polarsystem  M  als  „das  Polarsystem 
der  hyperholischen  PunJäinvolution  ^"  bezeichnen. 

Auch  hier  kann  man  hinzufügen,  daß  die  Gleichung  (71)  eine  Ver- 
allgemeinerung zuläßt,  indem  sich  ganz  entsprechend  ein  beliebiges  Punkt- 
paar r,  s  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

(73)  [Ur][üs]  =  0 
darstellen  läßt. 

Die  Gleichung  eines  doppeltzählenden  PunJdes  und  der  Bruch  für  das 
zugehörige  zweifach  entartende  Polarsystem  zweiter  Klasse.  Man  kann  aber 
aus  der  Gleichung  (68)  auch  die  Gleichung  eines  doppeltzählenden  Punktes 
ableiten,  wenn  man  in  der  Gleichung  (68)  anstatt  der  Konstanten  Hgj 
die  Konstante  Sl^g  =  0  setzt  und  etwa  3I33  =  1  annimmt.  Dadurch  redu- 
ziert sich  dann  diese  Gleichung  auf 

(74)  ul  =  0, 
für  die  man  auch  schreiben  kann: 

(75)  [^7.3^  =  0. 

Jede  von  diesen  beiden  Gleichungen  stellt  aber  den  doppelt  zählenden 
Punkt  63  dar.  Zugleich  verwandelt  sich  der  Ausdruck  (69)  für  das  zu- 
gehörige Polarsystem  in: 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  461:  Die  Gleichung  für  die  doppeltzählende  Ecke  e^  des 
Fundamentaldreiecks  lautet: 

(74)  U|  =  0     oder 

(75)  [Ue,Y-0', 

und  der  Bruch  für  das  zweifach  entartende  Polarsystem,  dessen 
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Polarkurve  dieser  doppeltzählende  Punkt  ist,  besitzt  die  Form: 

(76) 


2)  =  4'__°i_^. 


Fig.  10 


Die  Schnittpunkte  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  mit  einer  Geraden. 
Bedingung  ihrer  Reellität.  Um  ferner  die  Bedingung  zu  finden,  unter  der 
die  unendlich  ferne  Gerade  die  Kurve  zweiter  Ordnung  [x  •  xp]  =  0  berührt 
und  andererseits  in  zwei  reellen  oder  imaginären  Punkten  schneidet,  frage 
man  zuerst  allgemein  nach  den  Schnittpunkten  einer  beliebigen  Geraden 

(77)  U==[yz] 

mit  der  Kurve  [x  •  xp]  =  0  (vgl.  Fig.  107). 
Es  ergab  sich  bereits  oben  in  der  Glei- 
chung (93)  des  31.  Abschnitts  für  die 
Parameter  ^j  und  tjg  dieser  Schnittpunkte 

^1  =  2/  +  ^i^     und     x^^y  -\-  \)^z 
die  quadratische  Gleichung 

(78)  [y  •  yp]  +  2f)[z  •  yp]  +  ^^  •  zp]  =  0, 

aus  der,  faUs  [z  •  zp]  +  0  ist,  für  die  beiden  Parameter  f)i  und  ^g  ^i® 
Werte  folgen: 

^1  ]     —  [-g  •  yp]  ±  y[g  •  ypV  —  [y  •  yp][^  •'^p] 

Hier  entscheidet  das  Vorzeichen  des  Radikandus  über  die  ReeUität  der 
beiden  Parameter  fj^  und  f)^  ^^^  damit  zugleich  über  die  Reellität  der 
Schnittpunkte  der  Geraden  U  mit  der  Kurve  [x  ■  xp]  =  0.  Dieser  Radi- 
kandus enthält  aber  noch  die  beiden  zur  Festlegung  der  Geraden  des 
Stabes  U  benutzten  Punkte  y  und  z,  während  doch  die  Reellität  dieser 
Schnittpunkte  nur  von  der  Lage  der  Geraden  des  Stabes  U  abhängen 
kann,  aber  von  der  Lage  der  Punkte  y  und  z  auf  dieser  Geraden  unab- 
hängig sein  muß.  Man  suche  daher  jenen  Radikandus  als  bloße  Funktion 
des  Stabes  U  darzustellen.  Dazu  schreibe  man  den  negativ  genommenen 
Radikandus  —  man  nennt  ihn  die  Diskriminante  der  Gleichung  (78)  — 
unter  Anwendung  des  Determinantensymbols  und  berücksichtige  dabei  die 
erste  Grundgleichung  des  Polarsystems  (Gleichung  (61)  des  31.  Abschnitts), 
so  erhält  man  für  die  Diskriminante  der  Gleichung  (78)  die  Darstellung 

[y-yp]  [z-yp] 
\y-zp]  [z-zp] 

in  der  die  Produkte  yp  und  zp  Stäbe  sind.  Die  Diskriminante  besitzt 
daher  die  Form 


(79) 


(80) 


[y  •  yp][^  •  ep]  —  \z  •  ypY  = 
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[yV]    [zV\ 
[yW]  [zW] 

Dabei  sind  wie  bisher  überall  durch  die  kleinen  lateinischen  Buchstaben 
Punkte,  durch  die  großen  Stäbe  bezeichnet.  Die  Diskriminante  läßt  sich 
also  nach  dem  Multiplikationssatz  für  die  zweifaktorigen  planimetrischen 
Produkte  (Satz  25)  umformen.     Nach  diesem  ist 

[t/F]    [zV] 


Es  wird  somit  die  Diskriminante 

[y-yp]  l^-yp] 


=  [yz'  VW]. 


=  [yz '  yp  ^p] 


(83) 


(84) 


=  [yz  •  yz  P], 


==[U-  UJPl 


(82) 

[y-zp]  [z-zp] 

oder  wegen  Gleichung  (39)  des  31.  Abschnitts 

[y-yp]  l^-yp] 
[y-zp]  [z-zp] 

oder   wenn  man   endlich  für  das  Produkt  [yz]   seinen  Wert   U  aus   (77) 
einführt: 

[y-yp]  [z-yp] 

[y-zp]   [z'zp] 

Damit  ist  wirklich  die  Diskriminante  der  Gleichung  (78)  als  bloße 
Funktion  des  Stabes   U  dargestellt,  und  man  erhält  den  Satz: 

Satz  462:  Die  Diskriminante  der  quadratischen  Gleichung(78), 
das  heißt  der  negativ  genommene  Radikandus  in  den  Aus- 
drücken (79)  für  die  Parameter  l^^  und  ^^  der  beiden  Schnitt- 
punkte y  +  ^iZ  und  y  +  ^^z  der  Geraden  U=[yz]  mit  der  Kurve 
zweiter  Ordnung  [a;  •  a;j>]  =  0,  ist  gleich  der  quadratischen  Form 
[U -  ÜF],  in  der  P  den  zu  p  adjungierten  Bruch  bezeichnet. 

Die  gesuchte  Bedingung  für  die  ReeUität  dieser  Schnittpunkte  lautet 
daher: 

Satz  463:  Je  nachdem  der  Ausdruck 

[U-UF] 

negativ  null  oder  positiv 

ist,  wird  die  Kurve  [x  •  xp]  =  0  von  der  Geraden   U  in 
zwei  getrennten     zwei  zusammenfallenden     oder  zwei  konjugiert 

reellen,  reellen  komplexen 

Punkten  geschnitten,  vorausgesetzt,   daß   unter  JP  der  zu  p  ad- 
jungierte  Bruch  verstanden  wird. 
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Die  Schnittpunkte  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  mit  der  unendlich  fernen 
Geraden:  Hyperbel,  Parabel,  Ellipse.  Nun  nennt  man  eine  nicht  zerfallende 
Kurve  zweiter  Ordnung  eine 

Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse, 

je  nachdem  sie  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  J 
zwei  getrennte      zwei  zusammenfallende      oder  zwei  konjugiert 

reelle,  reelle  komplexe 

Punkte  gemein  hat.     Man  erhält  also  für  diese  drei  Kurven  das  folgende 
analytische  Kriterium: 

Satz  464:  Eine  Kurve  zweiter  Ordnung  [x-xp]  =  0,  für  die 
das  planimetrische  Produkt  a  =  [ÄiÄ^A^]  der  Zähler  von  2>  nicht 
verschwindet,  ist  eine 

Hyperbel,  Parabel  oder  Ellipse 

je  nachdem  der  Ausdruck 

[J-JP] 

negativ,  null  oder  positiv 

ist,  vorausgesetzt,  daß  I*  den  zu  p  adjungierten  Bruch  und  J 
einen  Stab  der  unendlich  fernen  Geraden  bezeichnet. 

Übrigens  läßt  sich  der  Ausdruck  [J-  JF],  von  dessen  Beschaffenheit 
der  Charakter  der  Kurve  [x  •  xp]  =  0  abhängt,  auch  leicht  durch  die 
Koeffizienten  der  Kurve  darstellen,  wenn  man  für  J  die  Summe 

(85)  J=miE^-\-  m^E.2  +  m^E^ 

aus  Gleichung  (24)  des  25.  Abschnitts  einführt.    Dann  ergibt  sich  wegen 
(12)  die  Darstellung 

(86)  [J-JF]^'ä,,ml+%,ml-^%,mli-2%,m,m,-^2%,m,m,-h2^,,m,m,, 
in  der  wie  bisher  die  2(,.j  die  Unterdeterminanten  der  Determinante 

bedeuten. 

Die  reelle  und  die  imaginäre  Ellipse.  Um  beim  Falle  der  Ellipse 
auch  noch  die  ünterfälle  der  reellen  und  imaginären  Ellipse  von  einander 
trennen  zu  können,  schicken  wir  zunächst  einen  Hülfssatz  voraus,  der  sich 
allgemein  auf  eine  Gerade  U  =  [yz]  bezieht,  die  von  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  [x  ■  xp]  =  0  in  zwei  konjugiert  komplexen  Punkten  geschnitten 
wird,  für  die  also  nach  Satz  463  die  Ungleichung  besteht: 

(87)  [U-UJP]>0. 
Schreibt  man  in  diesem  Falle  die  obige  Gleichung 

(84)  [y  .  yp][z  .  zp]  -  [y  •  zp]'  =  [U-  UF] 
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in  der  Form: 

(88)  [y  •  ypjz  ^  zp\=^[ü  -  UP]  +  [y  zpf, 

so  sieht  man,  daß  für 

U=[yz] 

die  Ungleichung  (87)  die  weitere  Ungleichung  nach  sich  zieht: 

(89)  [y  ■  ypjz  ■  zp]  >  0, 

aus  der  wiederum  folgt,  daß  die  beiden  Größen  [y  •  yp]  und  [z  ■  zp]  das- 
selbe Vorzeichen  haben  müssen.  Und  da  dies  Ergebnis  für  jeden  Stab  U 
der  betrachteten  Geraden,  das  heißt  für  je  zwei  Punkte  y  und  z,  gilt,  die 
auf  dieser  Geraden  liegen,  so  hat  man  den  Satz: 

Satz  465:  Wird  eine  Gerade  von  einer  Kurve  zweiter  Ord- 
nung nicht  in  reellen  Punkten  geschnitten,  so  hat  für  alle 
Punkte  y  dieser  Geraden  die  quadratische  Form  [y  ■  yp]  das- 
selbe Vorzeichen, 

Nun  unterscheidet  man  bei  einer  EUipse,  das  heißt  bei  einer  nicht 
zerfallenden  Kurve  zweiter  Ordnung  [x  •  xp]  =  0,  die  von  der  unendlich 
fernen  Geraden  in  zwei  konjugiert  komplexen  Punkten  geschnitten  wird, 
für  die  also  die  Ungleichung 

(90)  [J-JI*]>0 

besteht,  den  Unterfall  der  reellen  Ellipse,  bei  der  es  in  der  Ebene  auch 
gerade  Linien  gibt,  die  von  der  Kurve  in  zwei  getrennten  reellen  Punkten 
getroffen  werden,  und  den  Unterfall  der  imaginären  Ellipse,  wo  die 
Kurve  überhaupt  keinen  reellen  Punkt  besitzt,  wo  also  sämtliche  Geraden 
der  Ebene  mit  der  Kurve  zwei  konjugiert  komplexe  Punkte  gemein  haben. 

Um  das  analytische  Merkmal  des  letzteren  Unterfalls  zu  finden,  genügt 
es,  die  Bedingung  dafür  aufzustellen,  daß  eine  Kurve  zweiter  Ordnung 
[x  •  xp]  =  0  von  sämtlichen  Geraden  eines  beliebigen  Strahlbüschels  in  zwei 
konjugiert  komplexen  Punkten  geschnitten  wird.  Denn  da  die  Geraden 
eines  Strahlbüschels  die  Ebene  vollständig  überdecken,  so  kann  alsdann 
die  Kurve  überhaupt  keine  reellen  Punkte  enthalten. 

Zum  Scheitel  dieses  Strahlbüschels  wähle  man  den  Pol  der  unendlich 
fernen  Geraden  in  bezug  auf  das  Polarsystem  jp,  den  sogenannten  „Mittel- 
punkt des  Polarsystems  p"^)  (oder  seiner  Polkurve).  Dann  werden 
die  Geraden  des  Strahlbüschels  „Durchmesser  des  Polarsystems  2>", 
und  man  wird  die  Ausdrücke  für  diese  Durchmesser  erhalten,  wenn  man 
zu  den  Punkten  der  unendlich  fernen  Geraden  die  Polaren  in  bezug  auf 
das  Polarsystem  p  bestimmt.  Ist  g  ein  solcher  Punkt  der  unendlich  fernen 
Geraden,  so  ist  gp  der  Ausdruck  für  seine  Polare  hinsichtlich  des  Polar- 


1)  Diese  Bezeichnung  wird  weiter  unten  ihre  Rechtfertigung  finden  (vgl.  S.  280  f.). 
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Systems  p,  das  heißt  für  den  gesuchten  Durchmesser  des  Polarsystems  p. 

Und  soll  dieser  Durchmesser  von  der  Polkurve  des  Polarsystems  in  zwei 

konjugiert   komplexen  Punkten    geschnitten  werden,    so    muß   nach    dem 

Satze  463  der  Ausdruck 

(t)  [9P-9PF^>^ 

sein.    Nun  ist  aber  nach  der  Gleichung  (56)  des  31.  Abschnitts  das  Produkt 

gpP=Q,g; 
die  Ungleichung  (f)  verwandelt  sich  daher  in: 

Oi) .  a^]  >  0 
oder  in: 

(91)  a[>.5rp]>0. 

Wenn  aber  diese  Ungleichung  (91)  zugleich  mit  der  Ungleichung 
(90)  [J'JP]>0 

für  irgend  einen  Punkt  g  der  unendlich  fernen  Geraden  J,  oder  was  das- 
selbe  ist,  für  irgend   eine  Strecke  g  der  Ebene  besteht,   so  gilt  sie  nach 
dem    Satze    465    auch   allgemein   für  jeden   Punkt   der   unendlich   fernen 
Geraden,  das  heißt  für  jede  Strecke  der  Ebene. 
Sobald  also  neben  der  Ungleichung 

(90)  [J-JP]>0 
noch  die  Ungleichung 

(91)  a[.^-^i>]>0 

für  irgend  einen  Punkt  g  der  unendlich  fernen  Geraden  erfüUt  ist,  so 
werden  alle  Durchmesser  des  Polarsystems  p  von  der  Kurve  \x  •  xp^  =  0 
in  zwei  konjugiert  komplexen  Punkten  geschnitten.  Die  Kurve  enthält 
daher  überhaupt  keinen  reellen  Punkt  und  ist  somit  nach  der  obigen  Er- 
klärung eine  imaginäre  Ellipse. 

Besteht  andererseits  neben  der  Ungleichung 

(90)  [J"-JJ>]>0 

noch  die  Ungleichung 

(92)  a[ß'gp]<0 

für  irgend  einen  Punkt  g  der  unendlich  fernen  Geraden  J,  so  gilt  diese 
Ungleichung  nach  Satz  465  auch  allgemein  für  jeden  Punkt  der  unendlich 
fernen  Geraden.  Nun  läßt  sich  aber  die  linke  Seite  der  Ungleichung  (92) 
unter  Anwendung  der  Umkehrung  des  obigen  Verfahrens  in  die  linke 
Seite  der  Ungleichung  (f)  zurückverwandeln,  und  es  besteht  daher  für 
jeden  Durchmesser  gp  des  Polarsystems  2)  die  mit  (92)  gleichbedeutende  Un- 
gleichung 

(tt)  [gp-gpJP]<o. 
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Diese  aber  besagt  nach  Satz  463,  daß  die  sämtlichen  Durchmesser  des  Polar- 
systems p  dessen  Polkurve  in  zwei  getrennten  reellen  Punkten  schneiden.  Die 
Kurve,  die  in  diesem  Falle  nach  der  obigen  Erklärung  eine  reelle  Ellipse 
heißt,  umschließt  also  jetzt  den  Mittelpunkt  des  Polarsystems  vollständig. 
Diese  Ergebnisse  lassen  sich  in  dem  folgenden  Satze  zusammenfassen: 
Satz  466:  Genügt  ein  Polarsystem  p,  P  den  Ungleichungen 
(90)  [J'JF]>0        und         (91)     (i[9'gp\>0, 

in  denen  J  einen  Stab  und  g  einen  Punkt  der  unendlich  fernen 
Geraden  bezeichnet,  so  stellt  die  Gleichung  \x-xp\  =  0  eine 
imaginäre  Ellipse  dar. 

Bestehen    dagegen    für   ein    Polarsystem  p,  F  die    Unglei- 
chungen 
(90)  [J-JP]>0        und         (92)     o[^  •  ^j?]  <  0 

so  ist  die  Kurve  [x'Xp'\  =  Q  eine  reelle  Ellipse.  Sie  wird  von 
jeder  durch  den  Mittelpunkt  des  Polarsystems  gehenden  Geraden 
in  zwei  getrennten  reellen  Punkten  geschnitten. 

Hülfssätze  über  die  Hauptunterdeterminanten  einer  symmetrischen  Deter- 
minante dritten  Grades.     Es  sei 

(93)  a  =  ia,J,  *;  ^=1,  2,  3, 

eine  symmetrische  Determinante  dritten  Grades;  ihre  Unterdeterminanten 
seien  mit  %^^  bezeichnet.  Es  sollen  dann  einige  Sätze  entwickelt  werden, 
die  sich  auf  die  „Hauptunterdeterminanten"  %^^  der  Determinante  a  be- 
ziehen^). 

Sind  i,  Je,  l  die  Zahlen  1,  2,  3  in  irgend  einer  Reihenfolge,  so  wird 
für  jede  symmetrische  Determinante  dritten  Grades  (93),  mag  sie  ver- 
schwinden oder  nicht, 

(94)  Sr„  =  a,,a,,  -  af,   ^^^  ]  i,  h,l==l,  2,  3, 


(95)  aa,,  =  %,%,  -  2t^,,  \i^lc,l^l,i=¥l- 

In  der  Tat  folgen  die  Gleichungen  (94)  direkt  aus  dem  Begriff  der  ünter- 
determinanten;    die   Gleichungen  (95)   aber   ergeben  sich,   wenn  man  die 
Hauptunterdeterminanten ö^,  der  adjungierten Determinante  1 3t,.j|, i,Ti=\, 2, 3, 
bildet  und  die  Gleichungen  (34)  des  31.  Abschnitts  anwendet. 
Ist  jetzt  insbesondere 

(96)  a  =  0, 

und  sind  ferner  aUe  Elemente  a^^  der  Determinante  a  reell,  so  folgt  aus 
den  Gleichungen  (95),  daß  je  zwei  Hauptunterdeterminanten  31^^  und  %^j^, 

1)  Vgl.  zum  Folgenden:  Heffter  und  Köhler,  Lehrbuch  der  analytischen  Geo- 
metrie, Bd.  1,  Leipzig  und  Berlin,  1905,  S.  281  f. 
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SO  fern  sie  nicht  null  sind,  dasselbe  Vorzeichen  haben;  denn  unter  der 
Voraussetzung  (96)  reduzieren   sich  die   Gleichungen  (95)   auf  die  Form: 

(97)  5l.,2t,,  =  5rf„    i,1c=l,  2,  3,    i^Tc, 

welche  zeigt,  daß  das  Produkt  der  Hauptunterdeterminanten  5(,.,.  und  51^,. 
dem  Quadrat  der  reellen  Größe  %.^j^  gleich  ist,  und  man  hat  den  Satz: 

Satz  467:  Bei  einer  verschwindenden  symmetrischen  Deter- 
minante dritten  Grades  |a,^l  mit  reellen  Elementen  haben  alle 
nicht  verschwindenden  Hauptunterdeterminanten  St^,.  dasselbe 
Vorzeichen. 

Femer  liest  man  aus  den  Gleichungen  (97)  noch  den  weiteren  Satz  ab: 

Satz  468:  Sind  bei  einer  verschwindenden  symmetrischen 
Determinante  dritten  Grades  la^jl  mindestens  zwei  von  den  drei 
Hauptdeterminanten  %^^  gleich  Null,  so  verschwinden  auch  alle 
Unterdeterminanten  %^j^,  deren  Indizes  von  einander  verschie- 
den sind. 

Übrigens  liefern  in  dem  Falle,  wo  alle  drei  Hauptunterdeterminanten 
%^^  verschwinden,  wo  also  die  drei  Gleichungen  bestehen: 

(98)  2t.,  =  0,    i=  1,  2,  3, 

auch  die  Gleichungen  (94)  zwei  Sätze,  die  den  Sätzen  467  und  468  ganz 
analog  sind.  Denn  unter  der  Voraussetzung  (98)  nehmen  die  Gleichungen 
(94)  die  Form  an: 

(99)  a.A*  =  cif„    i,h=\,  2,3,    i=^h. 

Diese  aber  zeigen,  falls  wieder  die  Elemente  der  Determinante  |a,.j}  als 
reell  vorausgesetzt  werden,  daß  alle  ihre  nicht  verschwindenden  „Haupt- 
elemente" Q,,-  dasselbe  Vorzeichen  haben,  und  man  hat  den  Satz: 

Satz  469:  Sind  bei  einer  symmetrischen  Determinante  dritten 
Grades  a^j^  mit  reellen  Elementen  alle  drei  Hauptunterdeter- 
minanten %^^  gleich  Null,  so  haben  alle  nicht  verschwindenden 
Hauptelemente  dasselbe  Vorzeichen. 

Andererseits  folgt  aus  der  Gleichung  (99)  der  Satz: 
Satz  470:  Sind  bei  einer  symmetrischen  Determinante  dritten 
Grades  a=iQ,.;i.j  alle  Hauptunterdeterminanten  21,,.  und  außer- 
dem mindestens  zwei  Hauptelemente  q,.^  gleich  Null,  so  ver- 
schwinden auch  alle  diejenigen  Elemente  a^^  der  Determinante  a, 
für  die  i'^Tc  ist. 

Die  Scheidung  zwischen  einem  reellen  und  einem  Jconjugiert  Tcomplexen 
Linienpaar.  Die  oben  entwickelten  Sätze  über  die  Hauptunterdeter- 
minanten einer  verschwindenden  symmetrischen  Determinante  dritten  Grades 
sind   von  Nutzen,  wenn  es   sich  darum  handelt,  zu   entscheiden,  ob   ein 

Graßmann:  Piojektive  Geometrie  d.  Ebene.     II  17 
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Linienpaar,  das  die  Polkurve  eines  Polarsystems  zweiter  Ordnung  bildet, 
reell  oder  konjugiert  komplex  ist,  eine  Frage,  die  bisher  nur  in  zwei  be- 
sonderen Fällen  erledigt  ist,  bei  denen  die  Gleichung  des  Linienpaars 
auf  ein  spezielles  Fundamentaldreieck  bezogen  war  (vgl.  Seite  239  und 
Seite  242  f.). 

Man  gehe  von  dem  in  Satz  463  gegebenen  Kriterium  für  die  Reelli- 
tät  der  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einer  Kurve  zweiter  Ordnung 
aus.  Nach  diesem  wird  die  Polkurve  eines  Polarsystems  zweiter  Ordnung 
p  von  einer  Geraden  JJ  in 

zwei  getrennten         zwei  zusammenfallenden         oder  zwei  konjugiert 
reellen,  reellen  komplexen 

Punkten  geschnitten,  je  nachdem  der  Ausdruck  \ü •  C/J?] 

negativ,  null  oder  positiv 

ist.  Dieses  Kriterium  wende  man  auf  ein  Linienpaar  an,  das  die  Pol- 
kurve eines  einfach  entartenden  Polarsystems  zweiter  Ordnung 

(100)  p  =  ^^'  ^»^  "^» 

darstellt.     Für  ein  solches  Polarsystem  ist  nach  Satz  429 

(101)  [i>8]  =  0  und  (102)  [i>']  +  0. 

Um  über  die  Reellität  der  Geraden  dieses  Linienpaars  Aufschluß  zu  er- 
halten, frage  man  nach  seinen  Schnittpunkten  mit  den  drei  Seiten  E^, 
E^,  JEg  des  Fundamentaldreiecks.    Dazu  hat  man  die  Werte  der  drei  Produkte 

[e,-e,p^,{e,-e,:pI  [e,.e,:p] 

zu  prüfen.     Es  ist 

m.E,:P]  =  [E,a,]=^%, 

(103)  \{_E,-E,F]^[E,a,]  =  %, 

Hier  sind  die  drei  Größen  %^^,  ^  •=  1,  2,  3,  die  Hauptunterdeterminanten 
der  Determinante  dritten  Grades  a  =  |Qi^|,  und  diese  ist  nach  den  Be- 
dingungsgleichungen des  Polarsystems  (vgl.  die  Gleichungen  (50)  des 
31.  Abschnitts)  symmetrisch  und  verschwindet  wegen  (101).  Es  läßt  sich 
daher  auf  sie  der  Satz  468  anwenden,  nach  welchem  schon  das  Nullwerden 
zweier  Hauptunterdeterminanten  %^^  das  Verschwinden  aller  TJnterdeter- 
minanten  %.^  mit  ungleichen  Indizes  i,  k  nach  sich  zieht,  das  gleichzeitige 
Verschwinden  aller  drei  Hauptunterdeterminanten  31^^  also  das  Verschwin- 
den sämtlicher  ünterdeterminanten  %j^,  i,  h=l,  2,  3,  zur  Folge  haben 
würde.  Ein  solches  aber  ist  in  dem  vorliegenden  Falle  ausgeschlossen, 
da  die  %.j^  zugleich  die  Ableitzahlen  der  Zähler  des  zu  p  adjungierten 
Bruches  [p^]  bilden,  und  dieser  Bruch  nach  (102)  von  NuU  verschieden 
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ist.  Es  muß  somit  notwendig  eine  von  den  drei  Größen  2tj^  entweder 
<  0  oder  >  0  sein^). 

Nacli  dem  Satze  467  haben  nun  aber  weiter  alle  nicht  verschwindenden 
Hauptunterdeterminanten  §(,,■  dasselbe  Vorzeichen,  folglich  hat  auch  eine 
jede  nicht  verschwindende  Größe  51,;  dasselbe  Vorzeichen  wie  die  Größe 

1 

Man  kann  daher  das  Kriterium  für  die  Reellität  eines  Linienpaars 
folgendermaßen  aussprechen: 

Satz  471:  Ein  Linienpaar,  das  die  Polkurve  eines  einfach  ent- 
artenden Polarsystems  zweiter  Ordnung 

P  =  j"  f"  f  >        ^i  =  On^i  +  0.2^2  +  a.-3^3,        i  =  1,  2,  P>, 

bildet,  besteht  aus 

zwei  verschiedenen  reellen  oder  aus  zwei  konjugiert  komplexen 

Geraden, 
je  nachdem 

3  3 

2SI,,<0  oder  25r,,>0 

1  1 

ist,  vorausgesetzt,  daß  die  31,.,.,  i=  1,  2,  3,  die  Hauptunterdeter- 
minanten der  Determinante  \a-^\  sind. 

Die  Tangenten  von  einem  Punkte  an  eine  Kurve  zweiter  Klasse  ge- 
zogen. Bedingung  ihrer  Reellität  Der  oben  benutzten  Fragestellung  nach 
der  Reellität  der  Schnittpunkte  einer  Geraden  TJ  mit  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  [x  •  xp]  =  0  entspricht  dualistisch  die  Frage,  ob  sich  von  einem 
Punkte  X  an  eine  Kurve  zweiter  Klasse  [  U  •  UF]  =  0 

zwei  getrennte         zwei  zusammen-         oder  zwei  kongugiert 
reelle,  fallende  reelle  komplexe 

1)  Die  Unmöglichkeit  des  gleichzeitigen  Verschwindens  aller  drei  Größen  21,.^ 
kann  man  sich  übrigens  auch  durch  die  folgenden  mehr  geometrischen  Schlüsse  klar 
machen:  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (103)  würde  das  Verschwinden  aller  drei 
Größen  21,.,.  besagen  (vgl.  Satz  456),  daß  die  Geraden  der  drei  Stäbe  £", ,  E^,  E^ 
der  Polarkurve 

{U-  UP'\  =  0 

des  zu  p  adjungierten  Polarsystems  P  angehören.  Dies  ist  aber  unmöglich,  da  die 
Geraden  jener  drei  Stäbe  ein  eigentliches  Dreieck  bilden,  und  diese  Polarkurv^e  nach 
dem  Satze  423   in   einen  doppeltzählenden  Punkt,   den  Doppelpunkt  des  Linienpaars 

[x  •  xp]  =  0 
zusammengeschrumpft  ist. 

17* 
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Tangenten  legen  lassen,  oder,  wie  wir  wenigstens  bei  einer  reellen  Kurve 
in  diesen  drei  Fällen  sagen  wollen,  ob  der  Punkt  x 


außerhalb, 


auf 


V-\-\W 


Pig.  108. 


(106) 


oder  innerhalb 

der     Kurve      zweiter 
Klasse  liegt. 

Für  die  Parameter 
l^j  und  1^2  der  beiden 
Tangenten 

und 

die  sich  vom  Punkte 

,  (104)    x  =  [VW^ 

an  die  Kurve  zweiter 
Klasse  [C/-  TJP]  =  0  legen  lassen  (vgl.  Fig.  108),  ergab  sich  in  Glei- 
chung (123)   des  31.  Abschnitts   die  in  !^  quadratische  Gleichung 

(105)  [F-  VJP]  +  2t)[TF-  FJP]  +  \^\W-  TTP]  =  0, 

aus  der,  falls  [W-  TFJP]  =4=  0  ist,  für  1^  die  Werte  folgen 

\\  [W.WF] 

Das  Vorzeichen  des  Radikandus  entscheidet  hier  wieder  über  die 
Reellität  der  beiden  Parameter  \  und  ^^  und  damit  zugleich  über  die 
Reellität  der  beiden  Tangenten,  die  sich  vom  Punkte  x  an  die  Kurve 
[ü •  ?7P]  =  0  legen  lassen.  Dieser  Radikandus  enthält  aber  noch  die 
beiden  zur  Festlegung  des  Punktes  x  benutzten  Stäbe  V  und  W,  während 
doch  die  Reellität  dieser  Tangenten  nur  von  der  Lage  des  Punktes  x  ab- 
hängen kann,  aber  von  der  Lage  der  Geraden  V  und  W  in  dem  Strahl- 
büschel mit  dem  Scheitel  x  unabhängig  sein  muß.  Man  suche  daher  jenen 
Radikandus  als  bloße  Funktion  des  Punktes  x  darzustellen.  Dazu  schreibe 
man  den  negativ  genommenen  Radikandus,  das  heißt  die  Diskriminante 
der  Gleichung  (105),  unter  Anwendung  des  Determinantensymbols  und 
berücksichtige  dabei  die  zweite  Grundgleichung  des  Polarsystems  (Glei- 
chung (118)  des  31.  Abschnitts),  so  bekommt  man  für  die  Diskriminante 
der  Gleichung  (105)  die  Darstellung 

(107)     [F.  FP][Tr-TFP]-rir.  FPP=    t^'^^]    [TF-FP] 
^      ^     L  JL  j      L  J         [F-TFP]  [TF-TFP] 

Hier  läßt  sich  wieder  die  rechte  Seite  mittelst  des  Multiplikationssatzes 
für  die  zweifaktorigen  planimetrischen  Produkte  (Satz  2&)  umformen;  denn 


Abschnitt  33,  Gleichung  (104)  bis  (111).     Satz  472  und  473. 


261 


(109) 


(110) 


=  [FTr-t/4 


=  [VW-  VF  WP] 


=  a[VW-VWp] 


VW'VWp]. 


(111) 


=  [x  •  xp]. 


nach  diesem  ist 

(m)  \[m[Wy] 

Also  wird  die  Diskriminante 

[V-VF]    [W-VF] 

[V-WJP]  [W-WI*] 
oder  wegen  der  Gleichung  (40)  des  31.  Abschnitts 

[r-VF]  [w-vp] 

[V-WP]  [W-WF] 
oder  auch  wegen  der  Gleichung  (38)  desselben  Abschnitts 

[v-vjp]  [w-vjpy 

[V-WF]  [W-WF] 

Und  führt  man  endlich  noch  für  das  Produkt  [FTT]  seinen  Wert  x 
aus  (104)  ein,  so  erhält  man  die  Gleichung 

[V'VF]    [W'VF] 
[F.  WF]  [W-  WF] 

Damit  ist  wirklich  die  Diskriminante  der  Gleichung  (105)  als  bloße 
Funktion  des  Punktes  x  dargestellt,  und  man  hat  den  Satz: 

Satz  472:  Die  Diskriminante  der  Gleichung  (105),  daß  heißt 
der  negativ  genommene  Radikandus  in  den  Ausdrücken  (106)  für 
die  Parameter  ^^  und  ^^  ^^^  beiden  Tangenten  F+^^iTT  und 
F+^2^,  die  man  vom  Punkte  ic  =  [FTF]  an  die  Kurve  zweiter 
Klasse  [ZJ-  ÜF]  =  0  legen  kann,  ist  gleich  der  Form  [x  •  xp],  in 
der  das  Symbol  p  den  zu  F  adjungierten  Bruch  bezeichnet. 

Die  gesuchte  Bedingung  für  die  Reellität  dieser  Tangenten  lautet  daher : 

Satz  473:  Je  nachdem  der  Ausdruck 

[x  •  xp] 
negativ,  null  oder  positiv 

ist,   lassen   sich  von  dem  Punkte  x  an  die  Kurve  zweiter  Klasse 
[ü-  UF]  =  0 

zwei  getrennte         zwei  zusammen-         oder  zwei  konjugiert 
reelle,  fallende  reelle  komplexe 

Tangenten  legen,   vorausgesetzt,   daß  unter  p  der  zu   F  adjun- 
gierte  Bruch  verstanden  wird. 

Ist  die  Kurve  zweiter  Klasse  reell,  so  kann  man  dem  Ergebnis  auch 
die  Fassung  geben: 
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Satz  474:  Ein  Punkt  x  liegt 

außerhalb,  auf  oder  innerhalb 

einer  reellen  Kurve  zweiter  Klasse  \TJ '  ?7JP]  =  0,  je  nachdem  der 
Ausdruck 

\_x '  xp\ 

negativ,  null  oder  positiv 

ist,  unter  p  der  zu  P  adjungierte  Bruch  verstanden. 

Bedingung  dafür,  daß  ein  Funkt  außerhalb,  auf  oder  innerhalb  einer 
nicht  zerfallenden  Kurve  zweiter  Ordnung  liegt.  In  dem  Falle,  wo  die 
Kurve  zweiter  Klasse  nicht  zerfäUt,  wo  also  nach  Satz  418  die  Kurve 
zweiter  Klasse  [  ü  •  C/jP]  =  0  mit  der  Kurve  zweiter  Ordnung  [x  •  xp]  =  0 
identisch  ist,  kann  man  das'  gewonnene  Kriterium  auch  auf  die  Kurven 
zweiter  Ordnung  übertragen.  Mit  Rüchsicht  auf  die  Gleichung  (38)  des 
31.  Abschnitts  ist  nämlich  der  Ausdruck 

(112)  [x  •  xp]  =  a[x  •  xp]. 
Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  475:  Ein  Punkt  x  liegt 

außerhalb,  auf  oder  innerhalb 

einer  nicht  zerfallenden  reellen  Kurve  zweiterOrdnung  [x-xp]  =  0, 
je  nachdem  das  Produkt 

(113)  a[x'xp] 

negativ,  null  oder  positiv 

ist. 

Man  kann  noch  hinzufügen  (vgl.  Satz  473): 

Satz  476:  Bei  einer  imaginären  Kurve  zweiter  Ordnung  (einer 
imaginären  Ellipse)  [x-xp]=-0  ist  das  Produkt 

a  [x  ■  xp] 
für  jeden  Punkt  x  der  Ebene  positiv. 

Um  ein  Beispiel  für  den  Satz  475  zu  geben,  setze  man  voraus,  es 
seien  in  der  oben  auf  Seite  237  betrachteten,  auf  ein  Polardreieck  be- 
zogenen Gleichung  einer  Kurve  zweiter  Ordnung,  das  heißt  in  der  Gleichung 

(114)  a,iEf  +  a23ji  +  033jl  =  0, 

die  beiden  ersten  Koeffizienten  a^j  und  a^^  positiv,  der  dritte  Q33  negativ, 
so  daß  also  die  Ungleichungen  erfüllt  werden: 

{a,^  =  [e^-e,p]>0 

(115)  \a^-[e,-e,p]>0 

'a33  =  [«3-ß3jP]<0- 


Abschnitt  33,  Gleichung  (112)  bis  (117).     Satz  474  bis  478. 
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Dann  wird  die  Determinante  der  Gleichung  (114): 


(116) 


a  = 


Qu    0     0 


0 


=  Ö11Ö22Ö38<0, 


0       Q22 

0         0       083 

woraus  nebenbei  folgt,   daß   die  Kurve  zweiter  Ordnung  (114)  nicht  zer- 
fallen Tiann. 

Ferner  findet  man  für  die  drei  Produkte,  deren  Vorzeichen  nach  dem 
Satze  475  darüber  Auskunft  gibt,  ob  die  Ecken  e^,  e^,  e^  des  Fundamen tal- 
dreiecks  außerhalb  oder  innerhalb  der  Kurve  zweiter  Ordnung  liegen,  die 
Ungleichungen 

(117)  .  U[e^-e,p\<Q 

aus    denen    nach    dem    Satze  476    folgt,    daß    die    Kurve  (114)    reell  ist, 

während  der  Satz  475  zeigt,  daß  die 

Punkte  e^  und  ft,  außerhalb  und   der 

Punkt    63    innerhalb    der    durch    die 

Gleichung  (114)  dargestellten  Kurve 

zweiter  Ordnung  liegt  (vgl.  Fig.  109). 

Man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  477:    Sind    in    der    Glei- 
chung 

aiiEi  +  a22El  +  033?i  =  0, 

die  eine  Kurve  zweiter  Ordnung 
in  bezug  auf  ein  Polardreieck 
als  Fundamentaldreieck  darstellt,  die  beiden  ersten  Koeffi- 
zienten positiv  und  der  dritte  negativ,  so  ist  jene  Kurve  eine 
reelle,  nicht  zerfallende  Kurve  zweiter  Ordnung,  und  es  liegen 
die  beiden  ersten  Ecken  e^  und  e^  des  Fundamentaldreiecks 
außerhalb,  die  dritte  e^  innerhalb  der  Kurve. 

Die  Scheidung  zwischen  einem  reellen  und  einem  Jconjugiert  Jcomplexen 
Punlipaar.  Dem  auf  Seite  257  ff.  entwickelten  Kriterium  für  die  Reellität 
eines  Linienpaars  entspricht  dualistisch  genau  das  Kriterium  für  die  Reelli- 
tät eines  Punktpaars.  Man  kann  dasselbe  aus  dem  Satze  471  durch  eine 
bloße  Buchstabenvertauschung  ableiten  und  erhält  so  den  Satz: 

Satz  478:  Ein  Punktpaar,  das  die  Polarkurve  eines  einfach 
entartenden  Polarsystems  zweiter  Klasse 


Fig.  1  09. 


P  = 


f4^-,     «,  =  2t,,,e,-f5l,,,e,  +  5l.,3.3,     i  =  1,  2,  3, 
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bildet^  besteht  aus 

zwei  getrennten  oder  aus  zwei  konjugiert  komplexen 

reellen  Punkten, 

je  nacbdem 

3  8 

2ä^<0  oder  ^Ö7>0 

ist,  vorausgesetzt,  daß  die  ö^,   i==  1,  2,  3,  die  Hauptunterdeter- 
minanten der  Determinante  {31^^]  sind. 

Abschnitt  34. 

Die  Gleichungen  der  Kurven  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse 
in  Cartesischen  Punktkoordinaten  und  Hesseschen  Linienkoordinaten. 

Die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades  in  Cartesischen  Punkt- 
Jcoordinaten  und  Hesseschen  Linienkoordinaten.  Es  bietet  nicht  die  ge- 
ringsten Schwierigkeiten,  aus  den  in  dem  vorigen  Abschnitt  für  eine  Kurve 
zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  abgeleiteten  Gleichungen  in  Dreiecks- 
koordinaten  die  entsprechenden  Gleichungen  in  Cartesischen  Punktkoordi- 
naten und  in  Hesseschen  Linienkoordinaten  zu  entwickeln.  Man  braucht 
dazu  nur  wie  auf  Seite  28  ff.  eine  Seite  des  Fund  amen  taldreiecks,  etwa  die 
Seite  J&3,  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  zusammenfallen  zu  lassen, 
während  man  die  gegenüberliegende  Ecke  e^  irgendwo  im  Endlichen  an- 
nimmt und  zum  Anfangspunkt  des  Cartesischen  und  des  Hesseschen 
Koordinatensystems  macht,  die  von  ihm  ausgehenden  Seiten  des  Funda- 
mentaldreiecks aber  zu  Achsen  dieses  Koordinatensystems. 

Verfügt  man  dabei  über  die  Masse  des  Anfangspunktes  e^  und  über 
die  Länge  und  den  Sinn  der  Strecken  e^  und  e^,  welche  die  unendlich 
fernen  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  vertreten,  in  der  auf  Seite  29  ff.  an- 
gegebenen Art,  so  gehen  nach  Satz  296  die  Brüche  —  und  —  in  die 
Cartesischen  Koordinaten  j  und  t)  in  bezug  auf  die  Koordinatenachsen 
[ßgcj  und  [egCg]  über  und  die  Brüche  —  und  —  in  die  Hesseschen  Linien- 
koordinaten  in  bezug  auf  dieselben  Achsen. 

Dividiert  man  also  die  in  den  Gleichungen  (6)  ff.  des  vorigen  Ab- 
schnitts für  die  Kurven  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  entwickelten 
Gleichungsformen  beziehlich  mit  j|  und  u|  und  setzt  in  den  entstehenden 
Gleichungen 

(1)  -?L  =  j  ^==t),  ^  =  U,        -"?  =  ö, 

^    ^  h         ^'         h  ^'  "s  '         «s  ' 
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SO  bekommt  man  die  gewünschten  Gleichungen  in  C artesischen  Punkt- 
koordinaten und  in  Hess  eschen  Linienkoordinaten. 

Wendet  man  diese  Umformung  auf  die  Gleichungen  (6)  und  (12)  des 
vorigen  Abschnitts  an,  so  ergeben  sich  die  Sätze: 

Satz  479:  Die  Gleichung  einer  beliebigen  Kurve  zweiter  Ord- 
nung dargestellt  in  Cartesischen  Punktkoordinaten  j,  t)  und  be- 
zogen auf  ein  schiefwinkliges  oder  rechtwinkliges  Koordinaten- 
system lautet: 

(2)  Qu?'  +  20i2Et)  -f  032^'  +  2ai3j  +  2ai^\)  +  O33  =  0. 
Und: 

Satz  480:  Die  Gleichung  einer  beliebigen  Kurve  zweiter  Klasse 
dargestellt  in  Hesseschen  Linienkoordinaten  u,  t)  und  bezogen 
auf  ein  schiefwinkliges  oder  rechtwinkliges  Koordinatensystem 
lautet: 

(3)  %y  -}-  2SI12UÖ  +  %,t>'  +  2^,,n  -{-  22I23Ö  +  Sl33  «  0. 

Die  Mittelpunktsgleichung  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  und  zweiter 
Klasse.  Wie  bei  einem  beliebigen  Fundamentaldreieck,  so  nehmen  auch 
bei  unserm  speziellen  Koordinatendreieck  die  allgemeinen  Gleichungen  (2) 
und  (3)  der  Kurve  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  eine  einfachere 
Gestalt  an,  wenn  eine  Ecke  des  Dreiecks  der  Pol  ihrer  Gegenseite  in  be- 
zug  auf  die  Kurve  ist. 

Um  zu  diesen  einfacheren  Gleichungsformen  zu  gelangen,  setzen  wir 
voraus,  die  im  Endlichen  liegende  Ecke  e^  des  Fundamentaldreiecks  sei 
der  Pol  ihrer  Gegenseite,  das  heißt  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden 
in  bezug  auf  die  Kurve.  Derselbe  wurde  schon  oben  (vgl.  Seite  254)  als 
„Mittelpunkt  des  Polarsystems"  bezeichnet.  Da  nämlich  nach  Satz  404 
in  einem  Polarsystem  zweiter  Ordnung  der  Pol  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden durch  die  Polkurve  von  der  unendlich  fernen  Geraden  harmonisch 
getrennt  wird,  so  halbiert  er  jede  durch  ihn  hindurchgehende  Sehne  der 
Polkurve.  Und  da  andererseits  nach  Satz  412  der  Pol  der  unendlich 
fernen  Geraden  hinsichtlich  eines  Polarsystems  zweiter  Klasse  durch  dessen 
Polarkurve  von  der  unendlich  fernen  Geraden  harmonisch  getrennt  wird,  so 
liegt  er  auf  der  Mittelparallele  zu  je  zwei  parallelen  Tangenten  der  Polarkurve. 

Aus  diesen  Gründen  wird  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  in 
bezug  auf  ein  Polarsystem  auch  als  „Mittelpunkt  der  Polkurve  oder 
der  Polarkurve"  oder  endlich  auch  wie  oben  als  „der  Mittelpunkt 
des  Polarsystems"  bezeichnet.  Ferner  heißt  jede  durch  den  Mittel- 
punkt gehende  Gerade  ein  „Durchmesser  der  Polkurve,  der  Polar- 
kurve oder  des  Polarsystems". 
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Verlegt  man  jetzt  den  Anfangspunkt  e^  unseres  speziellen  Koordi- 
natensystems in  den  Mittelpunkt  der  Pol-  und  Polarkurve,  so  werden  die 
beiden  Koordinatenachsen  zwei  Durchmesser  der  Kurve.  Die  zugehörige 
Kurvengleichung  ist  also  bezogen  auf  den  Mittelpunkt  der  Kurve  als  An- 
fangspunkt und  zwei  beliebige  Durchmesser  als  Koordinatenachsen;  sie 
möge  daher  als  „Mittelpunktsgleichung  der  Kurve  zweiter  Ord- 
nung" bezeichnet  werden.  Mit  Rücksicht  auf  die  Sätze  452  und  458  er- 
gibt sich  dann  der  folgende  Satz: 

Satz  481:  Jede  Mittelpunktsgleichung  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  in  Cartesischen  Koordinaten  j,  t)  besitzt  die  Form 

(4)  Oll  j2  4.  20^2?^  +  Ogapä  ^  flg^  _  0. 

Und  umgekehrt:  Sind  5  und  ^  rechtwinklige  oder  schiefwink- 
lige Cartesische  Koordinaten,  so  stellt  eine  jede  Gleichung  von 
der  Form  (4)  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  bezogen  auf  den 
Mittelpunkt  als  Anfangspunkt  dar.  Entsprechend  lautet  die 
Mittelpunktsgleichung  einer  Kurve  zweiter  Klasse  in  Hesseschen 
Linienkoordinaten  u,  ö: 

(5)  %,n'  +  2%,,ut)  +  Sta^ti^  +  SI33  =  0, 

und  umgekehrt  stellt  eine  jede  Gleichung  von  der  Form  (5)  eine 
Kurve  zweiter  Klasse  in  Hesseschen  Linienkoordinaten  dar,  be- 
zogen auf  ein  Kordinatensystem,  dessen  Anfangspunkt  im  Mittel- 
punkt der  Kurve  liegt. 

Dieses  Ergebnis  läßt  sich  leicht  bestätigen.  Denn  wenn  die  Glei- 
chung (4)  durch  einen  Punkt  mit  den  Koordinaten  J,  ^  befriedigt  wird, 
so  wird  sie  zugleich  auch  durch  den  Punkt  mit  den  Koordinaten  —  J  und 

—  t)  erfüllt.  Damit  ist  aber  in  der  Tat  gezeigt,  daß  der  Anfangspunkt 
jede  durch  ihn  gehende  Sehne  der  Kurve  (4)  halbiert,  daß  er  also  der 
Mittelpunkt  der  Kurve  ist. 

Wenn  andererseits  die  Kurve  (5)  durch  die  Gerade  U,  Ö  befriedigt 
wird,   so   wird  sie  zugleich  auch   durch  die  Gerade  mit  den  Koordinaten 

—  u  und  —  ö  erfüllt;  das  heißt,  wenn  die  Kurve  (5)  die  Gerade  U,  Ö  zur 
Tangente  hat,  so  wird  sie  auch  von  der  Geraden  —  U,  —  Ö  berührt,  die 
das  Spiegelbild  der  Geraden  u,  ö  in  bezug  auf  den  Anfangspunkt  ist. 

Die  Gleichung  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Blasse  be- 
zogen auf  zwei  konjugierte  Durchmesser.  Tritt  jetzt  bei  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  zu  den  beiden  bisherigen  Voraussetzungen  über  das  Koordinaten- 
system, nach  denen  von  den  drei  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  die  beiden 
ersten  Ecken  e^  und  e^  im  Unendlichen  liegen,  und  die  dritte  Ecke  diesen 
beiden  Ecken  hinsichtlich  der  Kurve  konjugiert  sein,  also  in  den  Mittel- 
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punkt  der  Kurve  fallen  sollte,  noch  die  weitere  Bedingung  hinzu,  daß 
auch  die  leiden  unendlich  fernen  Ecken  e^  und  e^  untereinander  hinsichtlich 
der  Kurve  konjugiert  sein  sollen,  so  ist  das  Fundamentaldreieck  ein  Polar- 
dreieck der  Kurve  mit  zwei  unendlich  fernen  Ecken,  und  es  bilden  die 
beiden  von  der  Ecke  e^  ausgehenden  Seiten  [CgcJ  und  [e^e^]  des  Funda- 
mentaldreiecks zwei  sogenannte  „konjugierte  Durchmesser"  der  Kurve 
zweiter  Ordnung;  denn  sie  führen  von  deren  Mittelpunkt  e^  nach  zwei 
einander  konjugierten  Punkten  e^  und  e.2  der  unendlich  fernen  Geraden^). 

Zwei  konjugierte  Durchmesser  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  besitzen 
die  wichtige  Eigenschaft,  daß  jeder  von  ihnen  die  sämtlichen  Sehnen  der 
Kurve  halbiert,  die  dem  konjugierten  Durchmesser  parallel  sind.  Denn 
jeder  von  ihnen  ist  ja  die  Polare  des  unendlich  fernen  Punktes  des  andern; 
ein  jeder  Punkt  des  ersten  Durchmessers  wird  also  von  dem  unendlich 
fernen  Punkte  des  andern  durch  die  Kurve  harmonisch  getrennt,  oder  was 
dasselbe  ist,  jeder  von  den  beiden  konju- 
gierten Durchmessern  enthält  die  Mittelpunkte 
aller  mit  dem  andern  Durchmesser  parallelen 
Sehnen  (vgl.  Fig.  110);  insbesondere  geht 
er  auch  durch  die  Berührungspunkte  der- 
jenigen beiden  Tangenten  hindurch,  die  dem 
zweiten  Durchmesser  parallel  laufen. 

Man  kann  die  soeben  entwickelte  Eigen- 
schaft zweier  konjugierten  Durchmesser  eines 
Polarsystems  aber  noch  verallgemeinern,  in- 
dem man  auch  den  Fall  mit  umfaßt,  wo  die 

zu  einem  von  den  beiden  konjugierten  Durchmessern  gezogene  Parallele 
die  Polkurve  des  Polarsystems  p,  JP  gar  nicht  schneidet.  In  der  Tat, 
sind  D  und  J9'  zwei  konjugierte  Durchmesser  des  Polarsystems  p,  F,  ist 
femer  G  eine  beliebige   zu  D  parallele  Gerade  und  n  derjenige  einfache 


1)  Eine  direktere  Motivierung  des  Ausdrucks  „konjugierte  Durchmesser"  erhält 
man,  wenn  man  die  Kurve,  um  deren  Durchmesser  es  sich  handelt,  anstatt  als  Kurve 
zweiter  Ordnung  als  Kurve  zweiter  Klasse  au/faßt,  sie  also  als  Polarkurve  eines  Polar- 
systems  zweiter  Klasse  P  ansieht.  Bei  dieser  Auffassung  der  Kurve  sind  zwei  kon- 
ugierte  Durchmesser  im  Sinne  von  Seite  200  f.  hinsichtlich  des  Polarsystems  P  kon- 
jugiert. Daraus  folgt  dann  noch,  daß  sie  ein  Paar  derjenigen  Strahlinvolution  bilden, 
die  das  Polarsystem  P  in  seinem  eigenen  Mittelpunkt  hervorruft;  und  zugleich  ist 
umgekehrt  jedes  Paar  dieser  Involution  ein  Paar  konjugierter  Durchmesser  des  Polar- 
systems. Da  ferner  nach  Satz  169  in  jeder  Strahlinvolution  ein  und  im  allgemeinen 
nur  ein  Paar  zugeordneter  zu  einander  senkrechter  Strahlen  enthalten  ist,  so  kann 
man  weiter  schließen:  „Jedes  Polarsystem  zweiter  Klasse  enthält  zwei  und  im  all. 
gemeinen  nur  zwei  zu  einander  senkrechte  konjugierte  Durchmesser".  Dieselben  heißen 
die  Hauptachsen  des  Polarsystems. 
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Punkt,  in  dem  sie  von  dem  zu  D  konjugierten  Durchmesser  D'  geschnitten 
wird  (vgl.  Fig.  111),  so  läßt  sich  zeigen:  Der  Funkt  n  ist  der  Mittel- 
punkt derjenigen  Involution,  die 
das  Polarsystem  p  auf  der  Ge- 
raden G  hervorruft. 

Dazu  nehme  man  auf  der 
Geraden  G  zwei  einfache  Punkte 
y  und  0  an,  die  vom  Punkte  n 
gleich  weit  entfernt  sind.  Die- 
selben werden  sich  durch  Glei- 
chungen von  der  Form 

y  =  n-{-g 
z  =  n  —  g 

darstellen  lassen,  in  denen  g 
eine  Strecke  der  Geraden  G  be- 
deutet, nämlich  die  Strecke,  die 
vom  Punkte  n  nach  dem  Punkte  y 
führt,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Strecke,  die  vom  Punkte  z 
nach  dem  Punkte  n  hinläuft.  Nun  ergeben  sich  aber  für  diejenigen 
Punkte  y'  und  z'  der  Geraden  G,  die  zu  den  Punkten  y  und  z  hinsicht- 
lich des  Polarsjstems  p  konjugiert  sind,  die  Werte 


Fig.  111. 


(HC) 


y'  =  [yp  '  G■^  =  [np  'G-^  +  ligp-  G] 
z'  =  \zp  .  G'\  =  \nv  ■  Gr\  -  [gp  •  ^]. 


In  diesen  Gleichungen  ist  np  die  Polare  des  Punktes  n  in  bezug  auf 
das  Polarsystem  p.  Da  aber  n  auf  D'  liegt,  so  geht  die  Polare  np  von 
n  durch  den  Pol  D' P  von  D'  hindurch.  Dieser  wiederum  ist  nichts 
anderes  als  der  unendlich  ferne  Punkt  des  zu  D'  konjugierten  Durch- 
messers D.  Das  heißt:  Die  Polare  np  des  Punktes  n  läuft  mit  dem 
Durchmesser  D,  also  auch  mit  der  Geraden  G  parallel.  Das  in  den 
Gleichungen  (*)  auftretende  Produkt  \np  •  (r]  stellt  daher  den  unendlich 
fernen  Punkt  der  Geraden  G  dar  und  ist  also  höchstens  um  einen  Zahl- 
faktor verschieden  von  der  dieser  Geraden  angehörenden  Strecke  g,  so 
daß  man  setzen  kann 

\np  '  G]  =  Qg, 

wo  g  einen  Zahlfaktor  bedeutet.  Andererseits  ist  das  Produkt  [gp-  G] 
höchstens  um  einen  Zahlfaktor  .verschieden  von  dem  Punkte  w.  Bezeichnet 
man  diesen  Zahlfaktor  mit  n,  so  wird 

[gp  •  G]  =  nw. 


Abschnitt  34,  Gleichung  (6)  bis  (8).     Satz  482.  269 

Die  Formeln  (*)  nehmen  dann  die  Gestalt  an: 

\i3'  =  Qg-nn (nn  -  Qg) 

und  zeigen  in  dieser  Form,  daß  in  der  Involution,  die  das  Polarsystem  p 
auf  der  Geraden  G  hervorruft,  die  zu  den  Punkten  y  und  2  zugeordneten 
Punkte  y'  und  2'  ebenso  wie  jene  Punkte  selbst  von  dem  Punkte  n  gleich 
weit  entfernt  sind.  Daraus  aber  folgt  nach  dem  Satze  147  wirklich,  daß  der 
Punkt  n  der  Mittelpunkt  dieser  Involution  ist,  und  man  hat  den  Satz: 

Satz  482:  Von  zwei  konjugierten  Durchmessern  eines  Polar- 
systems schneidet  ein  jeder  eine  zu  dem  andern  gezogene 
Parallele  in  dem  Mittelpunkte  derjenigen  Involution,  die  das 
Polarsystem  auf  dieser  Parallelen  hervorruft. 

Die  Gleichung  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  in  hezug  auf  zwei  Iconju- 
gierte  Durchmesser  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  (15)  des  vorigen  Ab- 
schnitts wieder  durch  die  auf  Seite  264  f.  beschriebene  Umformung.  Man 
erhält  so  die  Gleichung: 

(6)  Oll  J'  +  022  9^  +  ^33  =  0- 

Speziell  findet  man  aus  der  Gleichung  (17)  des  vorigen  Abschnitts  als 
Gleichung  eines  Linienpaars  in  bezug  auf  zwei  konjugierte  Durchmesser  die 
Gleichung  (vgl.  Fig.  112): 

(7)  a,,f  +  ci,,^'  =  0. 

Bei  einer  Kurve  zweiter  Klasse  gelangt  man  zu  der  auf  zwei  konju- 
gierte Durchmesser  bezogenen  Kurvengleichung,  wenn  man  nicht  nur  den 
Anfangspunkt  e^  in  den  Mittel- 
punkt der  Kurve  legt,  sondern 
zugleich  die  von  ihm  ausgehenden 
Seiten  E^  und  E^  des  Funda- 
meutaldreiecks  zu  konjugierten 
Geraden  der  Kurve  macht.  Als- 
dann erhält  man  aus  der  Glei- 
chung (50)  des  vorigen  Ab- 
schnitts wieder  durch  die  auf 
Seite   264  f.    angegebene    Umfor- 

Fig.  112. 

mung  als  Gleichung  einer  Kurve 

zweiter  Klasse  bezogen  auf  ein  Faar  Tconjugierte  Durchmesser  die  Gleichung: 

Will  man  die  Gleichung  eines  im  Endlichen  liegenden  Punktpaars 
erhalten,   so    muß    man    auf   die   Gleichung  (52)   des  vorigen  Abschnitts 
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zurückgehen,  welche  lautete: 

(t)  '^1^1  +  %2^l  =  0. 

Da  aber  in  dieser  die  Seite  E^  des  Fundamentaldreiecks  das  Punktpaar 
enthielt,  während  hier  gerade  die  Seite  E^  ins  Unendliche  rücken  soll,  so 
hat  man  zunächst  die  Bezeichnung  zu  ändern,  etwa  indem  man  in  der 
Gleichung  (f)  den  Index  2  durch  den  Index  3  ersetzt,  wodurch  die  Glei- 
chung (f)  übergeht  in  die  Gleichung: 

(tt)  5r,,u?  +  sr33u^  =  o. 

Aus  ihr  folgt  dann  durch  die  jetzt  stets  angewandte  auf  Seite  264  f  vor- 
geschriebene Umformung  die  Gleichung 
(9)  5Ii,u^  + 5133  =  0, 

welche  in  der  Tat  das  Punktpaar  darstellt,  dessen  Punkte  auf  der  Koordi- 
P  natenachse  [e^Cj]  gelegen  sind  und  die 

Abszissen 

u    ^  y    %, 

besitzen  (vgl.  Fig.  113). 

Man  kann  die  gewonnenen  Ergeb- 
nisse in  dem  Satze  zusammenfassen: 

Satz  483:  Die  Gleichungen  einer 
Kurve  zweiter  Ordnung  und  zwei- 
ter Klasse  in  bezug  auf  zwei  kon- 
jugierte Durchmesser  lauten: 

öiiJ^+  022^)^  +  Ö33  =0     und 

2^11  U^    -f-    51^2  t)2   +    STgg    =   0. 

Insbesondere  besitzen  die  Gleichungen  eines  Linienpaars  und 
eines  Punktpaars  in  bezug  auf  zwei  konjugierte  Durchmesser 
die  Form: 

^11  f  +  022  9^  =  0     und 
%in'  +  %z  =  0. 

Die  auf  die  Asymptoten  tezogene  Gleichung  einer  Hyperbel  als  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  und  als  einer  Kurve  zweiter  Klasse.  Läßt  man  weiter  bei 
den  im  vorigen  Abschnitt  entwickelten,  auf  ein  Tangentialdreieck  bezogenen 
Gleichungen  (34)  und  (68)  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse 
die  Berührungssehne  des  Tangentialdreiecks  ins  Unendliche  rücicen,  so  werden 
die  beiden  Tangenten  zu  Tangenten  mit  unendlich  fernen  Berührungs- 
punkten, das  heißt  zu  Asymptoten  der  Kurve  (vgl.  Seite  176  des 
ersten   Bandes).     Da   in   diesem   Falle   die  Kurve   zwei   getrennt  liegende 


Pig.  113. 


Abschnitt  34,  Gleichung  (9)  bis  (15).     Satz  483  und  484. 
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reelle  unendlich  ferne  Punkte  enthält,  so  ist  sie  (naeh  Seite  253),  falls 
sie  nicht  zerfallt,  eine  Hyperbel.  Ihre  Gleichungen  in  Punkt-  und 
Linienkoordinaten  ergeben  sich  wieder,  wenn  man  in  den  Gleichungen  (34) 
nnd  (68)  des  vorigen  Abschnitts  nach  Division  mit  j|  und  u^  die  Sub- 
stitution (1)  macht,  wodurch  man  die  Gleichungen  erhält: 

(10)  2Qi2  Jl)  +  O33  =0     und 

(11)  22l,2U0  -}-  2I33  =  0. 

Setzt  man  in  der  ersten  von  diesen  beiden  Gleichungen 

(12)  -i^-  =  c, 

SO  verwandelt  sie  sich  in 
die  Gleichung: 

(13)  E^  =  c, 

in  welcher  der  Satz  liegt : 
(vgl.  Fig.  114): 

Satz  484:  Alle  Par- 
allelogramme, die 
sich  an  die  Asympto- 
ten einer  Hyperbel 
anlehnen  und  jedes 
Mal  einen  Punkt  der  Hyperbel  zur  Ecke  haben,  besitzen  den- 
selben Flächeninhalt. 

Soll  ferner  die  auf  Linienkoordinaten  bezogene  Gleichung  (11)  die- 
selbe Hyperbel  darstellen  wie  die  in  Punktkoordinaten  geschriebenen  Glei- 
chungen (10)  und  (13),  so  müssen  die  Größen  %-^  die  Unterdeterminanten 
der  Detesminante 


Fig.  114. 


*ik\ 


sein,  das  heißt,  es  muß 


*33 


3(12- 


0 

O12 

0« 

0 

O21 

0 

0 

Ö33 

=  —  0: 


12  > 


—  ^12  ^3 


sein.     Der  aus  (11)  resultierende  Wert  des  Produktes  Uö  wird  also; 
1  2r„  1     -  aU  1  a,,        1 


(14) 


uo 


2  —  flijO, 


2   0. 


4c 


SO  daß  die  Gleichung  (11)  die  Form  annimmt: 

4c* 


(15) 


UÜ 
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Aus  dieser  Gleichung  liest  man  einen  dem  Satze  484  entsprechenden 
Satz  ab,  wenn  man  noch  anstatt  der  Linienkoordinaten  u,  ö  die  Ab- 
schnitte 0,  b  einführt,  die  die  Tangente  der  Hyperbel  (15)  von  den  Asym- 
ptoten abschneidet,  indem  man  setzt: 

(16)  u i,      t. 1. 

Alsdann  verwandelt  sich  die  Gleichung  (15)  in: 

(17)  ab  =  4c, 

und  man  hat  den  Satz,  der  seinem  Hauptinhalte  nach  mit  dem  Satze  127 
übereinstimmt  (vgl.  Fig.  114): 

Satz  485:  Alle  Dreiecke,  die  sich  an  die  Asymptoten  einer 
Hyperbel  anlehnen  und  jedesmal  eine  Tangente  der  Hyperbel 
zur  Seite  haben,  besitzen  gleichen  Flächeninhalt,  und  zwar  sind 
dieselben  doppelt  so  groß  wie  die  im  Satze  484  charakterisierten 
Parallelogramme. 

Aus  dem  Satze  126  folgert  man  noch  unmittelbar,  daß  die  Abschnitte 
a  und  b,  die  eine  Tangeute  der  Hyperbel  von  den  beiden  Asymptoten  ab- 
schneidet, doppelt  so  groß  sind  wie  die  Koordinaten  j  und  t)  ihres  Be- 
rührungspunktes in  bezug  auf  die  beiden  Asymptoten. 

Doch  kann  man  dies  Ergebnis  auch  auf  Grund  der  Hyperbelglei- 
chung (10)  oder  (13)  gewinnen,  ohne  auf  den  Satz  126  zurückzugreifen. 
Bildet  man  nämlich  den  Abbildungsbruch 

für  dasjenige  Polarsystem,  das  die  Hyperbel  (10)  zur  Polkurve  hat,  so  er- 
geben sich  für  die  drei  Zählerstäbe  A^,  Ä^,  Ä^  die  Werte:  , 

(18)  \A,  =  a^^E^ 

wobei  die  Stäbe  E^  und  E^^  den  beiden  Asymptbten  angehören,  und  E^ 
einen  Stab  der  unendlich  fernen  Geraden  darstellt.  Der  Ausdruck  für  die 
Polare  xp  eines  beliebigen  Punktes 

das  heißt  der  Ausdruck: 

a;j>  =  J1J.1  + jg^ä  +  Es-ig, 
nimmt  daher  die  Gestalt  an: 

^P  =  Si  012^2  +  £2021^1  +  £3033^3     oder 

(19)  xp  =  Jg  O21  J^i  +  Ji  a^a  E^  -f-  Ja  Q33  E^. 
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Und  für  den  Schnittpunkt  dieser  Polare  mit  der  Asymptote  E^  erhält 
man  hieraus  durch  planimetrische  (regressive)  Multiplikation  mit  E^  die 
Darstellung: 

[xp  '  E^]  =  Ja  agi  «3  -  £3  Q33  e, 

oder  wegen  (1)  und  (12) 

(20)  [xp  •  E,]  =  E,02,  (^3  +  j  2ce,)  . 

Soll  nun  aber  der  Punkt  x  nicht  mehr  ein  ganz  beliebiger  Punkt 
der  Ebene,  sondern  ein  Punkt  der  Hyperbel  sein,  so  wird  nach  (13) 

(21)  f  =  E, 

und  die  Gleichung  (20)  verwandelt  sich  also  in: 

Damit  aber  ist  nach  Seite  32  wirklich  bewiesen,  daß 

(23)  a=^2ic 
ist,  und  ebenso  zeigt  man,  daß 

(24)  6  =  29 
ist. 

Ein  drittes  Beweisverfahren,  das  zugleich  noch  einige  weitere  Be- 
ziehungen liefert,  ergibt  sich  folgendermaßen:  Aus  der  Gleichung  (19) 
folgt  wegen  a^^  =  a^i,  daß  die  Dreieckskoordinaten  u^  und  Uj  der  Polare 
U  ==  xp  eines  beliebigen  Punktes  x  der  Ebene  in  bezug  auf  die  Hyperbel 
den  Größen  jg  ^^^  Ji  proportional  sind,  daß  sich  also  verhält 

und   entsprechend  besteht  dann  zwischen  den  Hesseschen  Linienkoordi- 
naten u,  ö  der  Polare  und  den  C artesischen  Koordinaten  J,  t)  ihres  Poles 
die  Proportion: 
(2ö)  u  :  0  =  t)  :  E, 

aus    der   für    die   negativ    genommenen   reziproken   Werte    a    und    b   der 
Linienkoordinaten  u  und  ö  die  weitere  Proportion  folgt: 
(26)  0  :  b  =  j  :  t). 

Diese  enthält  den  Satz  (vgl.  Fig.  115): 

Satz  486:  Die  Abschnitte,  die  eine  beliebige  Gerade  von  den 
beiden  Asymptoten  einer  Hyperbel  abschneidet,  verhalten  sich 
wie  die  auf  die  Asymptoten  bezogenen  Cartesischen  Koordinaten 
ihres  Pols  hinsichtlich  der  Hyperbel. 

Man  kann  diesem  Satze  auch  die  Form  geben: 

Graflmann:  Projektive  Geometrie  d.  Kbene.    II.  18 
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Fig.  115 


Satz  486  (zweite  Fassung):  Konstruiert  man  zu  einem  belie- 
bigen Punkte  der  Ebene  die  Polare  hinsichtlich  einer  Hyperbel 

und  zugleich  in  dem 
Parallelogramm,  das 
sich  an  die  Asympto- 
ten anlehnt  und  jenen 
Punkt  zu  einer  Ecke 
hat,  die  nicht  durch 
ihn  gehende  Diago- 
nale, so  ist  diese  Dia- 
gonale der  Polare  des 
Punktes  parallel.  Oder: 
Konstruiert  man  zu 
einer  beliebigen  Ge- 
raden der  Ebene  den  Pol  hinsichtlich  einer  Hyperbel  und  außer- 
dem das  Parallelogramm,  das  den  Pol  zur  Ecke  hat  und  sich  an 
die  Asymptoten  anlehnt,  so  ist  diejenige  Diagonale  des  Parallelo- 
gramms, die  nicht  durch  den  Pol  hindurchgeht,  jener  Geraden 
parallel^). 

Machen  wir  jetzt  endlich  wieder  die  besondere  Annahme,  daß  die 
Gerade  u,  0  nicht  mehr  eine  beliebige  Gerade  der  Ebene,  sondern  eine 
Tangente  der  Hyperbel  sei,  woraus  dann  folgt,  daß  ihr  Pol  j,  f)  der  Be- 
rührungspunkt dieser  Tangente  ist,  so  bestehen  für  die  Abschnitte  a,  b, 
die  diese  Tangente  auf  den  Asymptoten  hervorruft,  und  den  Koordinaten 
j,  t)  ihres  Berührungspunktes  in  bezug  auf  die  Asymptoten  als  Koordi- 
natenachsen die  Gleichungen  (17)  und  (13),  aus  denen  durch  Elimination 
von  c  die  Gleichung  folgt: 

(27)  aB  =  4:1t). 

Und  diese  Gleichung  liefert  zusammen  mit  der  Proportion  (26)  für  die 
Abschnitte  a  und  h  die  Werte 

(28)  a  =  2j    und    b  =  29 
und  damit  den  schon  oben  angedeuteten  Satz: 

Satz  487:  Die  Stücke,  die  eine  Tangente  einer  Hyperbel 
von   den  beiden  Asymptoten  abschneidet,  sind  doppelt  so  groß 


1)  Der  Satz  486  geht  übrigens  auch  aus  dem  ersten  Satze  von  Chr.  v.  St  au  dt 
hervor  (vgl.  S.  180),  wenn  man  ihn  bei  einer  Hyperbel  auf  zwei  Dreiecke  anwendet, 
von  denen  das  eine  durch  einen  beliebigen  Punkt  x  der  Ebene  und  die  unendlich  fernen 
Punkte  der  Asymptoten  bestimmt  wird,  während  das  andere  durch  die  Polaren  der 
Ecken  jenes  Dreiecks  gebildet  wird.  Dabei  ist  die  in  der  zweiten  Fassung  des  Satzes  486 
genannte  Diagonale  des  Parallelogramms  die  PerspeJctivitätsachse  beider  Dreiecke. 
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wie  die  Koordinaten  ihres  Berührungspunktes  in  bezug  auf  die 
Asymptoten  als  Koordinatenachsen. 

Die  Gleichung  einer  Parabel  in  bezug  auf  einen  Durchmesser  und 
seine  Scheiteltangente.  Bezieht  man  endlich  die  Gleichung  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  oder  zweiter  Klasse  auf  ein  Tangentialdreieck,  das  nicht 
wie  bisher  den  Punkt  Cg,  sondern  den  Punkt  e^  zum  Tangentenschnitt- 
punkt hat,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

(29)  023^2+    2q,3J,J3  =  0     und 

(30)  2l22U.^  +  22t,3U,U3  =  0. 

Dabei  sind  dann  die  Seiten  \e^e^  und  \e^e^  Tangenten  der  Kurve,  während 
die  Seite  [e^e^  die  Berührungssehne  bildet;  ferner  ist  e^  der  Berührungs- 
punkt der  Tangente  [^3^2]  (vgl.  Fig.  116). 

Läßt  man  jetzt  wieder  die  Seite  E^  =  [e^e^  ins  Unendliche  rücken^ 
läßt  also  dies  Mal  nicht  die  Berühungssehne  sondern  eine  von  den  beiden 
Tangenten  des  TangentialdreiecJcs  in  die  unend- 
lich ferne  Gerade  übergehen,  so  verwandelt  sich 
die  durch  die  Gleichungen  (29)  und  (30)  dar- 
gestellte Kurve  in  eine  Parabel. 

Die  Berührungssehne  [e^e^]  läuft  alsdann 
vom  Berührungspunkte  e^  der  Tangente  [6362] 
nach  dem  Berührungspunkte  (dem  Pole)  e^  der 
unendlich  fernen  Geraden.  Entsprechend  der 
Ausdrucksweise  bei  einer  Kurve  zweiter  Ord- 
nung und  zweiter  Klasse  mit  „eigentlichem" 
das  soll  heißen  „im  Endlichen  liegenden", 

Mittelpunkt,  bezeichnet  man  auch  bei  einer  Parabel  eine  gerade  Linie, 
die  durch  den  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  hindurchgeht,  als  einen 
„Durchmesser"  der  Kurve.  Femer  nennt  man  den  im  Endlichen  lie- 
genden Sclinittpunkt  der  Parabel  mit  einem  beliebigen  ihrer  Durchmesser 
den  „Scheitel  dieses  Durchmessers"  und  die  in  diesem  Scheitel  ge- 
zogene Tangente  die  „Scheiteltangente  des  Durchmessers". 

Ein  solcher  Parabeldurchraesser  besitzt  ganz  entsprechende  Eigen- 
schaften wie  ein  Durchmesser  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  und  zweiter 
Klasse  mit  „eigentlichem"  Mittelpunkt.  Da  nämlich  der  Parabeldurch- 
messer [e^e^]  die  Polare  des  unendlich  fernen  Punktes  e^  seiner  Scheitel- 
tangente bildet,  so  halbiert  er  sämtliche  zu  seiner  Scheiteltangente  paral- 
lelen Sehnen  (vgl.  Fig.  117).     Und  man  hat  den  Satz: 

Satz  488:  Jeder  Durchmesser  einer  Parabel  halbiert  die 
sämtlichen  seiner  Scheiteltangente  parallelen  Sehnen. 

18* 
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Will  man  jetzt  die  Gleichung  der  Parabel  auf  den  Durchmesser  [e^e^] 
und  seine  Scheiteltangente  [e^  e^]  als  Koordinatenachsen  beziehen,  so  hat  man 

nur  in  die  Gleichungen  (29)  und  (30)  anstatt 
der  Dreieckskoordinaten  j^,  i^,  jg  und  u^,  Ug,  Uj 
vermittelst  der  Formeln  (1)  die  Cartesi- 
schen  Punktkoordinaten  j,  ^  und  die  Hesse- 
schen Linienkoordinaten  u,  0  einzuführen 
und  erhält  so  die  Gleichungen: 

(31)  a,,t)'  +  2a,,^  =0 

(32)  %,t)'-j-2'ä,,ü  =  0. 
Setzt  man  in  der  ersten  von  ihnen 


(33) 


Pr 


Fig.  117. 


SO  verwandelt  sich  die  Gleichung  in: 
(34)  9^  =  2pj. 

Man  nennt  die  hier  auftretende  Konstante  p  den  Parameter  der  Pa- 
rabel für  denjenigen  Durchmesser,  der  zur  j-Achse  des  Koordi- 
natensystems gewählt  ist. 

Man  kann  dann  das  Ergebnis  in  dem  folgenden  Satze  zusammenstellen: 
Satz  489:    Die   Gleichung    einer  Parabel   in  bezug   auf  einen 
Durchmesser  und  seine  Scheiteltangente  als  Koordinatenachsen 
lautet: 
(34)  t)'  =  2pv^, 

wo  p  der  Parameter  der  Parabel  für  jenen  Durchmesser  ist. 

Soll  nun  aber  die  Gleichung  (32)  dieselbe  Parabel  darstellen  wie  die 
Gleichung  (31)  und  (34),  so  müssen  die  21,.^  die  Unterdeterminanten  der 
Determinante 


et  =    Ct..  J  = 


■ik\ 


0 
0 
O31 


0     Q 


«22 

0 


sein.     Das  besasrt:   Es  muß 


ns 


und 


0 

022 

031 

0 

0 

Ol3 

031 

0 

=  —  ^22  Ol 


=  —  a 


sein.   Man  erhält  somit  für  die  dem  Ausdrucke  (33)  entsprechende  Kom- 


AbBchnitt  84,  Gleichung  (31)  bis  (37).     Satz  489  bis  491. 


277 


bination  der  Koeffizienten  der  Gleichung  (32),  das  heißt  für  den  Ausdruck 
-^',  den  Wert: 

und  die  Gleichung  (32)  nimmt  daher  die  Form  an: 


(36) 


t)2  =  2  J-u. 

P 


Damit  hat  man  den  Satz  gewonnen: 
Satz  490:   Ist  die  Gleichung 
(34)  t)^  =  2pj 

die  auf  einen  Durchmesser  und  seine  Scheiteltangente  bezogene 
Gleichung  einer  Parabel  in  Punktkoordinaten,  so  lautet  die  auf 
dieselben  Achsen  bezogene  Gleichung  in  Linienkoordinaten: 


(36) 


o2  =  2^u. 
P 


Führt  man  schließlich  in  diese  Gleichung  anstatt  der  Linienkoordi- 
naten u  und  0  vermöge  der  Gleichungen  (116)  des  25.  Abschnitts  die 
Stücke  a  und  b  ein,  welche  die  Tangente  ü  der  Parabel  von  den  Koordi- 
natenachsen abschneidet,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

(37)  b^  =  -|o, 

die  sich  leicht  geometrisch  deuten  läßt,  wenn  das  Cartesische  Koordinaten- 
system rechtwinklig  ist  (vgl.  Fig.  118).    Alsdann  steht  der  zur  J-Achse 

gewählte  Durchmesser  auf  seiner 
Scheiteltangente  senkrecht  und  hal- 
biert also  das  zu  ihm  senkrechte 
Sehnensystem  der  Kurve.  Er  ist  daher 
eine  Symmetrielinie  der  Parabel  und 
wird  als  „die  Achse  der  Parabel" 
bezeichnet.  Sein  Scheitel  heißt  „der 
Scheitel  der  Parabel",  seine  Schei- 
teltangente „die  Scheiteltangente 
der  Parabel"  und  sein  Parameter 
„der  Parameter  der  Parabel".  In 
der  Tat  liefert  in  diesem  Falle  die 
Gleichung  (37)  den  Satz: 

Satz  491:  Errichtet  man  auf 
den  Tangenten  einer  Parabel 
in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Scheiteltangente  der  Kurve  die 
Lote,  so   schneiden   diese   die  Achse   der  Parabel  alle  in  einem 


Fig.  HS. 
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und  demselben  Punkte  f,  der  vom  Scheitel  der  Parabel  um  deren 
halben  Parameter  entfernt  ist.  Dieser  Punkt  f  ist  der  unten 
näher  zu  betrachtende  Brennpunkt  der  Parabel. 

Die  MittelpuvMseigenschaften  der  Kurven  zweiter  Ordnung  und  zweiter 
Klasse  entwickelt  auf  Grund  der  Gleichungen  \x  ■  xjji]  =  0  und  [  ü  -  VF]  =  0 
dieser  Kurven.  Übrigens  braucht  man  selbstverständlich  zur  Ableitung 
der  Mittelpunktseigenschaften  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  und  zweiter 
Klasse  nicht  auf  die  Koordinatengleichungen  dieser  Kurven  zurückzugehen, 
sondern  man  kann  ebenso  gut  die  ursprünglichen  Gleichungen  [x  •  xp]  ==  0 
und  [Z7-  ÜJP]  ==  0  der  Polkurve  und  Polarkurve  eines  Polarsystems  bei- 
behalten. Ja  man  gewinnt  dabei  sogar  nebenher  ohne  Mühe  noch  einige 
besondere  Ergebnisse,  die  man  sonst  leicht  übersieht. 

Man  bezeichne  dazu  noch  den  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  J 
in  bezug  auf  ein  Polarsystem  p,  JP,  den  wir  bereits  oben  (vgl.  S.  254  und 
265  f.)  den  Mittelpunkt  des  Polarsystems  genannt  haben,  mit  m,  setze  also 

(38)  m  =  JF, 

dann  läßt  sich  jeder  Punkt  x  der  Ebene,  der  mit  m  gleiche  Masse  hat, 
durch  eine  Summe  von  der  Form 

(39)  X  =  m  -{■  g 
darstellen,  in  der  g  eine  Strecke  bedeutet. 

Soll  dann  dieser  Punkt  x  der  Polkurve 

(40)  [x-xp'\==0 
angehören,  so  muß  die  Gleichung  bestehen: 

[(w  -\-  g)  •  {m  -\-  g)p^  =  0     oder 

(41)  [w  •  mp]  -{-  2[g  •  mp]  +  [g  •  gp]  =  0. 

Wegen  (38)  und  der  Gleichung  (57)  des  31.  Abschnitts  ist  nun  aber 

(42)  mp  =  JJPp  =  aJ, 
also  wird  nach  Satz  19 

(43)  [9-mp]  =  a[gJ]  =  0. 
Die  Gleichung  (41)  verwandelt  sich  daher  in: 

(44)  [m  '  mp]  -{- [g  -  gp]  =- 0 . 

Diese  Gleichung  aber  charakterisiert  in  der  Tat  den  Punkt  m  als  Mittel- 
punkt der  Polkurve;  denn  sie  zeigt:  Sobald  die  mit  der  Gleichung  (40) 
der  Polkurve  gleichwertige  Gleichimg  (44)  durch  irgend  eine  Strecke  g  be- 
friedigt wird,  so  wird  sie  auch  durch  die  Strecke  —  g  erfüllt,  das  heißt, 
der  Punkt  m  halbiert  jede  durch  ihn  hindurchgehende  Sehne  der  Polkurve  des 
Pola/rsystems  p,  was  das  Merkmal  des  Mittelpunktes  der  Polkurve  ist. 
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Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (38)  und  (42)  läßt  sich  übrigens 
die  Gleichung  (44)  auch  in  der  Form  schreiben: 

(45)  a[J^.J^P]  +  [>-5'i>]  =  0, 
oder  wenn  man  mit  a  multipliziert,  in  der  Form: 

(46)  a\J-JJp-\  +  a[g'gp\^0. 

Diese  Gleichung  bestätigt  das  schon  oben  in  Satz  466  gefundene  Ergebnis, 
daß  für  den  Fall,  wo 

(47)  IJ'JP\>0 

ist,  das  heißt  für  den  FaU,  wo  die  Polkurve  des  Polarsystems  p  eine 
EUipse  ist  (vgl.  Satz  464),  diese  Ellipse  dann  und  nur  dann  reell  ist,  wenn 
für  irgend  eine  Strecke  g  (und  damit  nach  Satz  465  für  jede  Strecke  der 
Ebene)  das  Produkt 

(48)  ci{g-gp]<0 

ist. 

In  ganz  entsprechender  Weise  zeigt  man,  daß  einer  jeden  Tangente  U 
der  PolarJcurve  eines  Polarsystems  zweiter  Klasse  P  eine  zweite  Tangente 
entspricht,  die  das  Spiegelbild  von  U  in  hezug  auf  den  Punkt  m  =  JjP  ist. 
In  der  Tat  läßt  sich  für  eine  jede  Gerade  der  Ebene  ein  Stab  U  angeben, 
für  den 

(49)  V^J+D 

ist,  unter  D  ein  Stab  verstanden,  der  durch  den  Punkt  m  hindurchgeht 
und  mit  ü  parallel,  gleich  lang  und  von  gleichem  Sinn  ist.  Ist  nun 
speziell  die  Gerade  des  Stabes  ü  eine  Tangente  der  Polarkurve  des  Polar- 
systems  2*,  genügt  also   U  der  Gleichung 

(50)  [C/-CrP]-0, 

so  muß  wegen  (49)  auch  die  Gleichung  bestehen: 

[( J"  ^B)'{J^  D)P]  =  0     oder 

(51)  [J-  JF\  +  2[2)  •  JF\  +  [D  .  BF[  =  0. 

Wegen  der  Gleichung  (38)  und  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  des 
Stabes  D  wird  nun  aber 

(52)  [D- J-P]  =  [i)»n]  =  0. 
Die  Gleichung  (51)  verkürzt  sich  also  zu: 

(53)  \J'JP'\-{-[B-DP\=0 

und  zeigt  in  dieser  Form:  Wenn  die  Gleichung  (50)  der  Polarkurve,  die 
unter  der  Voraussetzung  (49)  mit  der  Gleichung  (53)  gleichbedeutend  ist, 
durch  die  Gerade 

U=J-\-D 
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befriedigt  wird,  so  muß  sie  auch  durch  die  Gerade  des  Stabes 

ü'  ==J-I)  =  -{B-J) 
erfüllt  werden.     Und  diese  Gerade  ist  nach  Seite  18  des  ersten  Bandes 
das  Spiegelbild  der  Geraden  des  Stabes   U  in  bezug  auf  den  Punkt  m. 

Wenn  wir  endlich  den  Punkt  m  oben  nicht  nur  den  Mittelpunkt  der 
Polkurve  oder  Polarkurve  des  Polarsystems  p,  P,  sondern  auch  den  Mittel- 
punTct  dieses  Polarsystems  selbst  genannt  haben,  so  rechtfertigt  sich  diese 
Bezeichnung  durch  die  folgende  Eigenschaft  des  Punktes  m:  Auch  wenn 
die  Polkurve 

[x  '  xp\  =  0 

des  Polarsystems  p  eine  durch  den  Punkt  m  gelegte  Gerade  gar  nicht 
schneidet,  und  selbst  in  dem  Falle,  wo  jene  Polkurve  überhaupt  imaginär 
ist,  bildet  der  Punkt  m  doch  immer  noch  den  Mittelpunkt  derjenigen  In- 
volution, die  das  Polarsystem  p  auf  der  durch  m  gelegten  Geraden  her- 
vorruft. 

Um  dies  zu  zeigen,  nehme  man  auf  einer  beliebigen  durch  m  gehen- 
den Geraden  zwei  Punkte  y  und  z  an,  die  von  m  gleich  weit  entfernt  sind. 
Zwei  solche  Punkte  gestatten  die  Darstellung 

(54)  y  =  m  ■\-  g    und    z  =  m  —  g , 

wo  g  eine  Strecke  der  betrachteten  Geraden  bedeutet.  Man  überzeugt  sich 
aber  leicht,  daß  dann  auch  die  beiden  Punkte  y  und  z',  welche  die  Polaren 
der  Punkte  y  und  z: 

(55)  yp  =  mp  -f-  gp    und    zp  =  mp  —  gp 

aus  der  Geraden  yz 
ausschneiden,  von  dem 
Punkte  m  denselben 
Abstand  haben  (vgl. 
Fig.  119). 

Durch  den  Bruch 
p  wird  nämlich  nach 
Seite  254  f.  jedem  un- 
endlich fernen  Punkte 
(jeder  Strecke)  g  eine 
durch  den  Mittelpunkt 
m  des  Polarsystems 
gehende  Gerade  gp, 
oder,    wie    wir  schon 

oben  sagten,   „ein  Durchmesser  des  Polarsystems  p"    zugewiesen. 

Bezeichnen  wir  denselben  mit  D,  setzen  also 

(56)  gp==^D 


rig.  119. 


Abschnitt  34,  Gleichungen  (54)  bis  (60).     Satz  492.  2^1 

und  substituieren  die  Werte  von  gp  und  m  aus  (56)  und  (38)  in  die 
Gleichungen  (55),  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

yp  =  JPp  +  D    und     zp  =  JPp  —  D, 

für  die  man  wegen  (42)  auch  schreiben  kann: 

yp  =  aJ-\-  D     und     zp  =  aJ  —  D     oder 

(57)  yp  =  D  -\-aJ    und    zp==  —  {D  —  aJ). 

Nach  Seite  18  des  ersten  Bandes  sind  nun  aber  die  Geraden  der  beiden 
Stäbe:  D  -\-  aJ  und  D  —  aJ  dem  Durchmesser  D  parallel  und  von  ihm 
gleich  weit  entfernt.  Der  Mittelpunkt  m  des  Linienstücks  yz  halbiert  daher 
zugleich  auch  den  Abstand  der  beiden  Punkte,  die  die  Polaren  yp  und  zp 
der  Punkte  y  und  z  aus  der  Geraden  yz  ausschneiden.  Diese  Schnittpunkte 
aber  werden  zugleich  den  Punkten  y  und  z  durch  diejenige  Involution  zu- 
geordnet, die  das  Polarsystem  p  auf  der  Geraden  yz  hervorruft.  Nach 
dem  Satze  147  ist  daher  der  Punkt  m  der  Mittelpunkt  dieser  Involution, 
und  man  hat  den  Satz: 

Satz  492:  Der  Pol  m  der  unendlich  fernen  Geraden  hinsicht- 
lich eines  Polarsystems  p  ist  der  Mittelpunkt  einer  jeden  In- 
volution, die  das  Polarsystem  p  auf  irgend  einer  durch  m  ge- 
legten Geraden  hervorruft. 

Damit  ist  die  Bezeichnung  „Mittelpunkt  des  Polarsystems"  gerecht- 
fertigt. 

Die  Mittelpunktsgleichung  der  Polkurve  eines  Polarsystems  zweiter  Ord- 
nung.  Es  seien  die  Brüche 

(58)  p  =  AiA^A       ^n^      /59)  j,  _  y  a     a, 

die  Ausdrücke  für  ein  Polarsystem  zweiter  Ordnung  p  und  das  adjungierte 
Polarsystem  zweiter  Klasse  JP,  und  es  mögen  dabei  die  Nenner  e^,e^,e^ 
des  ersten  Bruches  die  Ecken  des  in  Satz  296  beschriebenen  speziellen 
Fundamentaldreiecks  bilden,  dessen  Seiten  \e^e^  und  [e^e^  die  Achsen 
eines  C artesischen  Koordinatensystems  mit  beliebigem  Anfangspunkte  e^ 
sind,  während  die  dritte  Seite  durch  die  unendlich  ferne  Gerade  dargestellt 
wird.  Alsdann  kann  man  die  auf  dieses  Fundamentaldreieck  bezogene 
Punktgleichung 

(60)  Ix  'Xp'l^O 

der  Polkurve  in  eine  Streckengleichung  der  Kurve  verwandeln,  bezogen  auf 
die  Strecken,  die  vom  Mittelpunkte  m  =  JP  des  Polarsystems  nach  den 
laufenden  Punkten  der  Kurve  führen. 


(61)  iHi  ==0,    iHg  =  0,    nig 
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Nach  den  Gleichungen  (102)  des  25.  Abschnitts  besitzen  die  Massen  nt^ 

der  Ecken  e^   des   soeben    erwähnten   speziellen   Fundamentaldreiecks   die 

Werte: 

1 

Die  Gleichung  (24)  desselben  Abschnitts,  das  heißt  die  Gleichung: 

reduziert  sich  daher  auf  die  Form: 

(62)  J-m,E„ 

wo  nach  (61) 

ysmf 
ist.    Nun  ist  wegen  (59) 

und  nach  den  Gleichungen  (20)  und  (26)  des  31.  Abschnitts 

(65)  aj  =  [^1^2]  ==  ^Isi^i  +  513263  +  213363 . 
Es  wird  also 

(66)  m  =  JP=  m^E^JP^  m^a^  =  ntg 513161  +  1113213262  +  ^3213363. 

Und  da  in  dieser  Gleichung  der  Punkt  63  die  Masse  ntg  besitzt,  die 
Strecken  6^  und  e^  aber  die  Masse  0  haben  (vgl.  auch  die  Gleichungen  (61)), 
so  wird  die  Masse  des  Punktes  m  gleich 

Für  den  mit  dem  Mittelpunkte  m  des  Polarsystems  p,  P  zusammenfallen- 
den einfachen  Punkt  erhält  man  also  wegen  (63)  den  Ausdruck: 

^     ^  nis^SIs,        2I38  ^  ' 

und  man  kann  daher  jeden  einfachen  PunM  x  durch  die  Summe  aus  dem 
einfachen  Punkte  -^^  ")/sin^  f  und  einer  Strecke  x  darstellen,  das  heißt  durch 
eine  Summe  von  der  Form 


(68)  a:  =  a;'  +  ^f/sin^!, 

in  der  x  den  „Träger  des  Punktes  x  vom  Punkte  m  aus  gezogen^',  das  heißt 
die  Strecke  bedeutet,  die  vom  Mittelpunkte  m  des  Polarsystems  nach  dem 
Punkte  X  hinläuft^).  Die  Strecke  x  kann  daher  als  der  „Mittelpunkts- 
träger des  Punktes  x"  bezeichnet  werden. 

Bei  Einführung  des  Wertes  (68)  von  x  nimmt  nun  die  Gleichung  (60) 
der  Polkurve  die  Gestalt  an: 


1)  Vgl.  Bd.  I,  Seite  167  und  Seite  174  f. 


Abschnitt  84,  Gleichungen  (61)  bis  (76).     Satz  493.  283 

[[x'  +  -|^  t^nMT)  .  (x'  +  ^^^  y^'j)  p]  =  0     oder 

(69)  [x  '  x'p]  +  är    ysin' !  [m  •  x'p]  +  -^r-j  y  sin*  f  [m  •  mp]  =  0 . 

In  dieser  Gleichung  aber  verschwindet  das  zweite  Glied  der  linken  Seite. 
Denn  die  Gerade  des  Stabes  x'p  ist  als  Polare  des  unendlich  fernen 
Punktes  x'  derjenige  Durchmesser  der  Kurve,  der  dem  Durchmesser  mit 
der  Richtung  x'  konjugiert  ist;  und  als  Durchmesser  geht  dann  diese 
Gerade  durch  den  Mittelpunkt  m  des  Polarsystems  hindurch,  das  heißt, 
es  besteht  die  Gleichung: 

(70)  [m  ■  x'p]  =  0 . 

Aber  auch  das  dritte  Glied  auf  der  linken  Seite  von  (69)  läßt  sich  noch 
vereinfachen.  Nach  der  Gleichung  (66)  ist  nämlich  der  Mittelpunkt  wt  des 
Polarsystems 

(71)  m  =  mgöfg 

und  stellt  sich  überdies  als  Vielfachensumme  der  e,.  dar  vermöge  der 
Formel: 

w  =  ntg  %^  e^  +  ntg  %^  e^  +  ntg  'ä^^  e^ ; 
also  wird 

(72)  mp  =  nts %i  A^  +  m^%^^A^^  ntg H33 A^ . 

Und  multipliziert  man  diese  Gleichung  planimetrisch  mit  der  Gleichung 
(71)  und  berücksichtigt  dabei,  daß  nach  den  Gleichungen  (33),  (20)  und 
(28)  des  31.  Abschnitts 

(73)  K^il^O,     K^al-O,     [«3^3]  =  [^,^2^3]  =  Q 

ist,  so  erhält  man  für  das  in  (69)  auftretende  Produkt  \m  ■  mp]  den  Wert: 

[m  •  mp]  =  ntg  5133  a 
oder  wegen  (63) 

(74)  [m  •  mp]  =  5I33  3-^     a . 
Die  Gleichung  (69)  nimmt  daher  die  Form  an: 

(75)  [x'-x'p]  +  ^Vsinn=ö, 

und  man  hat  den  Satz: 

Satz  493:  Benutzt  man  als  Nenner  6^,62,^3  des  Bruches 

(58)  p  =  AuAnA», 

für  ein  Polarsystem  zweiter  Ordnung  p  die  Ecken  desjenigen 
speziellen  Fundamentaldreiecks,  das  in  dem  Satze  296  einge- 
führt ist,  legt  also  die  beiden  ersten  Ecken  des  Fundamental- 
dreiecks   in    die    unendlich   ferne    Gerade    und   macht    sie    zwei 
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Strecken    gleich,    die    miteinander    den   Winkel  !    einschließen 

und  die  Länge  j haben,  während  man  als  dritte  Ecke  einen 

ysinf 

beliebigen  im  Endlichen  liegenden  Punkt  verwendet,  dessen 
Masse   denselben  Zahlwert  ^~-sz=.  besitzt,  so  lautet  die  Strecken- 

fsinf 

gleichung  der  Polkurve  des  Polarsystems  p  bezogen  auf  dessen 
Mittelpunkt  als  Anfangspunkt  der  laufenden  Träger  x'  der 
Kurve: 

(75)  [x-x'p]i-^Vsi^=0, 

wo  die  Bedeutung  der  Konstanten  Q  und  SI33  aus  den  Gleichungen 
(73)  und  (65)  zu  entnehmen  ist. 

Die  Hauptachsen  eines  Polarsystems.  Zwei  aufeinander  senkrecht  stehende 
konjugierte  Durchmesser  eines  Polarsystems  besitzen  die  Eigenschaft,  daß 
jeder  von  ihnen  eine  Symmetrielinie  des  Polarsystems  bildet.  Denn  er 
halbiert  jede  zu  ihm  senkrechte  Sehne  der  Polkurve,  und  allgemeiner,  er 
trifft  eine  jede  zu  ihm  senkrechte  Gerade  in  dem  Mittelpunkte  derjenigen 
Punktinvolution,  die  das  Polarsystem  auf  dieser  Geraden  hervorruft  (vgl. 
Satz  482).  Man  nennt  daher  zwei  zueinander  senkrechte  konjugierte  Durch- 
messer „Hauptachsen  des  Polarsystems"  (vgl.  die  Fußnote  auf  Seite  267). 

Um  die  Hauptachsen  aufzufinden,  verwendet  man  am  besten  ein  recht- 
winkliges Koordinatensystem,  macht  also  den  oben  mit  !  bezeichneten 
Winkel 

(76)  L{e^€^,e^e^)  =  l  =  Y' 

Dann  nimmt  die  Mittelpunktsgleichung  (75)  der  Polkurve  die  einfachere 
Gestalt  an: 

(77)  [^'-^'i^l  +  ^^^O. 

Femer  bekommt  man  für  den  mit  dem  Mittelpunkt  m  des  Polarsystems  p 
zusammenfallenden  einfachen  Punkt  e^'  wegen  (67)  den  Ausdruck 

C^s)  ^3'  =  ^  j 

und  endlich  erhalten  die  im  Satze  493  vorkommenden  Strecken  e^  und  e^ 
die  Länge  1. 

Außerdem  bedient  man  sich  zur  Bestimmung  der  Hauptachsen  eines 
Polarsystems  mit  Vorteil  einer  gewissen  speziellen  projektiven  Abbildung  /»% 
die  den  Strecken  der  Ebene  Stäbe  zuweist,  deren  Geraden  durch  den 
Punkt  63'  gehen   und   auf  jenen  Strecken   senkrecht   stehen.    Dazu  führe 


Fig.  120. 


Abschnitt  34,  Gleichung  (76)  bis  (86).    Satz  493.  285 

man  noch  die  Stäbe  ein 

(79)  K  =  [e,e,']     und     E,' =  [e,\]; 
alsdann  ordnet  der  Bruch 

(80)  k  =  ^i^^ 

nicht  nur  den  Strecken  e^  und  e^  der  Koordinatenachsen  die  zu  ihnen 
senkrechten,  mit  ihnen  gleich  langen  und  von  ihnen  im  Sinne  des  rechten 
Winkels  L  (<?2<?i)  abweichenden  Stäbe  JEJ/  und  E/ 
zu  (vgl,  Fig.  120),  sondern  er  weist  überhaupt  jeder 
Strecke  einen  durch  den  Punkt  e^'  gehenden,  mit  ihr 
gleich  langen  und  zu  ihr  senkrechten  Stab  zu,  der 
von  der  Originalstrecke  im  Sinne  des  Winkels  L  (^2^1) 
um  einen  rechten  Winkel  abweicht.  Dieser  Bruch  Je 
ist  ein  Ausschnitt  des  in  ein  imaginäres  Linienpaar 
mit  dem  reellen  Schnittpunkt  e^'  zerfallenden  Polar- 
systems  zweiter  Ordnung  £•' 

(81)  q  -  |^°  . 

Man  frage  sodann  nach  denjenigen  Strecken  g-, 
deren  Polaren  g^p  hinsichtlich   des  Polarsystems  p  sich  von  den  in  der 
„rechtwinkligen  Projektivität  A""   jenen  Strecken  g^  zugeordneten   Stäben 
g^k  nur  um  einen  Zahlfaktor  unterscheiden,  für  die  also  eine  Gleichung 
von  der  Form 

(82)  ga^  =  n,g,k 

gilt,  in  der  n^  eine  Zahlgröße  bedeutet,  und  g^  selbstverständlich  nicht 
null  sein  darf.  Um  aus  dieser  Gleichung  g.  zu  bestimmen,  schreibe  man 
sie  zuerst  in  der  Form: 

(83)  gi{p-n,k)^0 

und  ersetze  dann  die  Strecke  g^  durch  ihren  Ableitungsausdruck: 

(84)  ^.  =-9.1^1 +  9i2«2- 
Dadurch  verwandelt  sich  die  Gleichung  (83)  in: 

(85)  9,.^  e^ip  -  nje)  -f-  g^^  e^{p  -  n,k)  =  0 
oder,  wenn  man  die  Gleichungen  (58)  und  (80)  verwertet,  in: 

(86)  9,, {Ä,  -  u,El)  +  ^,,{A,  -  n,E;)  =  0. 

In  dieser  Form  sagt  die  Gleichung  aus,  daß  die  beiden  Stäbe 

Ä^  —  n,  JE'/     und     A^  —  xifE^ 
in  eine  gerade  Linie  fallen. 
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Um  aus  ihr  das  Verhältnis  der  Ableitzahlen  9,1  und  9,2  ^^r  Strecke  g^ 
zu  ermitteln,  hat  man  zuvor  die  zugehörige  Zahlgröße  tt,-  aufzusuchen. 
Dazu  leite  man  aus  der  extensiven  Gleichung  (86)  eine  Zahlgleichung  ab. 
In  der  Gleichung  (86)  können  nicht  beide  Koeffizienten  g,,.,r=l,  2,  gleich- 
zeitig null  sein,  weil  sonst  g^  verschwinden  würde,  was  oben  ausgeschlossen 
ist.    Die  Gleichung  sagt  daher  aus,  daß  die  beiden  Stäbe 

A^  —  UiE^     und     Ä^  —  n^E^ 

bis  auf  einen  Zahlfaktor  einander  gleich  sind,  woraus  wiederum  folgt,  daß 
ihr  planimetrisches  Produkt  verschwindet,  daß  also  die  Gleichung  besteht: 

(87)  [(A,-n,E;)(Ä,-n,E;)]==0 
oder 

(88)  [Ä,Ä,]  -  nA[E;Ä,]  +  [AE;]]  +  n^[E;E;]  =  0. 

Hier  ist 

.gg^  \  Ä,  ^  a,,E,  +  a,,E,  +  a,sE, 

[  Ä^  =  flgl-^l   +  ^22^2  +  023^3- 

Andererseits  weiß  man,  daß  die  Stäbe  A^  und  A^  als  Polaren  der  unend- 
lich fernen  Punkte  e^  und  e^  durch  den  Mittelpunkt  e^  des  Polarsystems 
hindurchgehen,  daß  sie  sich  also  als  Vielfachensummen  der  beiden  Stäbe 
El  und  E^  allein  müssen  darstellen  lassen.  Da  ferner  die  Stäbe  E^  und 
E^  mit  den  Stäben  E^  und  E^  gleichlang  und  gleichläufig  sind,  so  müssen 
die  Koeffizienten,  vermöge  deren  die  Größen  A^  und  Ji^  aus  E^  und  E^ 
abgeleitet  werden  können,  mit  den  in  (89)  auftretenden  Koeffizienten  von 
E^  und  E^  übereinstimmen,  das  heißt,  man  erhält  die  Gleichungen: 

A,^a,,E;+a,,E; 


(90) 

^         .  [A,  =  a,,E;+a,,E;, 

und  es  wird  daher: 


[^1^]  = 


"11     "12 


Ie;e;], 


[E;A,]  =  a,,[E;E;], 
[A,E;]=a,,[E;E;]. 

Bei  Einführung  dieser  Werte  aber  reduziert  sich  die  Gleichung  (88),  wenn 

man  zugleich  mit  [E^E^]  dividiert  und  berücksichtigt,  daß  021  =  O^  ist, 

auf  die  Form: 

(91)  a,,a,,  -  al,  -  xi^ia,,  +  a,,)  +  it,^  =  0 . 

Sie  liefert  für  n^  die  beiden  Werte: 

(92)  Kj=iii^+l/(iiZKry;"^ 


Abschnitt  34,  Gleichung  (87)  bis  (100),  287 

die  übrigens  mit  Rücksicht  auf  die  Reellität  der  Ableitzahlen  a^^  des  Polar- 
systems (vgl.  Seite  143)  sicher  reell  sind. 

Für  die  Verhältnisse  der  Ahleitzahlen  g^^  und  g^,  gji  und  ggg  der  den 
Zahlgrößen  n^  und  itg  zugehörigen  Strecken  g^  und  g^  erhält  man  dann 
aus  (86)  die  Proportionen: 

9u  :  9i2  =  -  (A  -  "i J^a)  :  Ux  -  Hi^/) 


(93) 

1 921 :  922  =  -  (-^2  -  n^ E;)  :  {A^  -  n.El) . 

Um  ferner  die  Lage  der  beiden  Strecken  g^  und  g^  zueinander  zu  er- 
kennen, multipliziere  man  die  Definitionsgleichungen  (82)  der  g^,  das  heißt 
die  Gleichungen: 

(94)  \9xP  =  ^.9.1c 

\9iP  =  ^i9i1^, 
planimetrisch  beziehlich  mit  g^  und  g^  und  enthält  so: 

(9ö)  [5'2-^iP]  =  ni[^2'5'i^] 

(96)  [g,  ■9iP]  =  n^[gx-gM 

Und  subtrahiert  man  diese  Gleichungen  von  einander  unter  Berücksich- 
tigung der  ersten  Grundgleichung  des  Polarsystems  (vgl.  Seite  176)  und 
der  entsprechenden  Gleichung  für  die  Projektivität  U,  die  wegen  der  Glei- 
chungen (80)  und  (79)  ebenfalls  befriedigt  wird,  so  erhält  man  die  Glei- 
chung 

(97)  (ni-it2)[^2-5':/-]  =  0. 
Wenn  also 

(98)  Tti  +  n^, 

das  heißt,  wenn  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (91)  von  ein- 
ander verschieden  sind,  so  muß 

(99)  [^2-^:«]  =  0 

sein.  Diese  Gleichung  aber  sagt  aus,  daß  die  Strecken  g^  und  g^  auf- 
einander senkrecht  stehen,  daß  es  also  unter  der  Voraussetzung  (98)  in 
dem  Polarsystem  p  überhaupt  nur  ein  Paar  zueinander  senkrechter  kon- 
jugierter Durchmesser  gibt,  wodurch  das  schon  oben  in  der  Fußnote  zu 
Seite  267  gefundene  Ergebnis  bestätigt  wird. 

Daß  die  beiden  oben  gewonnenen  Strecken  g^  und  g^  wirklich  auch 
hinsichtlich  p  konjugiert  sind,  erkennt  man  sofort,  wenn  man  in  die  Glei- 
chung (95)  für  das  Produkt  [g^  •  gj^]  seinen  Wert  Null  aus  (99)  sub- 
stituiert, wodurch  man  die  Gleichung  erhält 

(100)  [9,-9xP]-0, 
welche  die  angegebene  Eigenschaft  ausspricht. 

Wie  wir  übrigens  vermöge  der  Gleichungen  (93)  die  Ableitzahlen 
der  Strecken  g^  und  g^,  oder  doch  ihre  Verhältnisse,  als  Funktionen  der 
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Zahlgrößen  n^  und  ttg  dargestellt  haben,  kann  man  auch  umgekehrt  die 
Zahlgrößen  iti  und  itg  durch  die  Strecken  g^  und  g^  ausdrücken.  Multipli- 
ziert man  nämlich  die  Gleichungen  (94)  planimetrisch  beziehlich  mit  g^ 
und  ^2  und  gibt  den  Strecken  g^  und  g^  etwa  die  Länge  1,  so  daß 

(101)  [^i-5'iA^]  =  [^2-^2fc]  =  l 

wird,  so  nehmen  die  mit  jenen  Faktoren  multiplizierten  Gleichungen  (94) 

die  Form  an: 


(102) 

Setzt  man  daher  noch 

(103)  ^'-I9i  +  y9i, 

wo  j  und  t)  die  rechtwinkligen  Koordinaten  in  bezug  auf  die  Hauptachsen 
^1  und  ^2  des  Polarsystems  p  sind,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (77)  in: 

[(£^1  +  ^92)  •  (.m  +  ^92)P']  +  -/-  =  0 

■«SS 

oder  wegen  (100)  und  (102)  in: 

(104)  n,j2  +  n2^»  +  ^-  =  0. 

Dabei  sind  n^  und  Hg  die  zur  j-  und  ^- Achse  gehörigen  Wurzeln  der 
Gleichung  (91). 

Übrigens  reduziert  sich  infolge  der  Verwendung  eines  rechtwinkligen 
Koordinatensystems  auch  noch  der  Ausdruck  (66)  für  den  Mittelpunkt  m 
des  Polarsystems  ein  wenig;  denn  wegen  (76)  verwandelt  sich  die  Glei- 
chung (63)  in 

(105)  m3  =  l, 

so  daß  aus  den  Gleichungen  (06)  und  (65)  für  m  der  Wert  folgt 

(106)  m=^[A,Ä,]. 
Man  erhält  also  den  folgenden  Satz: 

Satz  494:    Stellt    man    ein   Polarsystem    zweiter    Ordnung  p 
durch  einen  Bruch 
(58)  p  =  '^i^Ai^A 

dar,  in  dem  die  beiden  ersten  Nenner  e^  und  e^  zwei  zu  einander 
senkrechte  Strecken  von  der  Länge  1  sind  und  der  dritte  Nenner  e^ 
einen  beliebigen  einfachen  Punkt  der  Ebene  bedeutet,  so  wird 
der  Mittelpunkt  m  des  Polarsystems  durch  die  Gleichung  (106) 
ausgedrückt.  Ferner  ergeben  sich  für  die  Ableitzahlen  g^,  g^ 
und  ggi,  g22  zweier  Strecken  g^  und  g^  der  beiden  Hauptachsen 
die  Proportionen  (93).     Endlich  lautet  die  auf  die  Hauptachsen 
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als  Koordinatenachsen  bezogene  Gleichung  der  Polkurve: 

(104)  n,f+n,if+^^^  =  0, 

wo  iij  und  itj  die  Wurzeln  (92)  der  Gleichung  (91)  sind,  a  die 
Determinante  |q,.j!  der  Ableitzahlen  der  Zähler  Ä^  von  p  und 
^33  die  zu  dem  Elemente  03^  gehörige  Unterdeterminante  dieser 
Determinante  ist. 

Die  Gleichungen  einer  Ellipse  und  Hyperbel  auf  die  Hauptachsen  be- 
logen. Ist  a  =1=  0,  so  läßt  sich  die  Gleichung  (104)  auch  in  der  Form 
schreiben : 


yV      rt,%J        [V      n.'^J 


In  ihr  besitzen  die  beiden  in  den  Nennern  auftretenden  Quadratwurzeln 
eine  einfache  geometrische  Bedeutung.  Setzt  man  nämlich  in  der  Glei- 
chung (107) 

zuerst  ^  =  0  und  bestimmt  aus  ihr  die  zugehörigen  Werte  von  j, 
und  setzt 

andererseits  in  ihr  J  =  0  und  bestimmt  die  zugehörigen  Werte  von 
l),  so  findet  man,  daß  jene  beiden  Quadratwurzeln  die  Länge  der  Stücke 
darstellen,  welche  die  Kurve  (107)  von  der  j-  und  t) -Achse  abschneidet. 
Bezeichnet  man  daher  die  Werte  der  beiden  Quadratwurzeln,  je  nachdem 
sie  reeU  oder  rein  imaginär  sind,  mit  a  und  b  oder  ta  und  ib,  wo  a  und 
h  positiv  sind,  und  wo  jetzt  der  Buchstabe  a  eine  andere  Bedeutung  hat 
wie  bisher,  so  nimmt  die  Gleichung  (107)  die  Form  an: 

(108)  ±|^±|^  =  1. 

Dieselbe  umfaßt  die  folgenden  4  verschiedenen  Gleichungsformen: 

Erstens  die  Hauptachsengleichung  einer  reellen  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  a  und  b: 

(109)  i^  +  -F  =  i; 

zweitens  die  Hauptachsengleichung  einer  die  J-Achse  schneiden- 
den Hyperbel  mit  den  Halbachsen  a  und  ib: 

(HO)  1^-^-1; 

drittens  die  Hauptachsengleichung  einer  die  ^-Achse  schneiden- 
den Hyperbel  mit  den  Halbachsen  ta  und  b: 

(111)  -i^  +  p-i; 

Orafimann:  Projektire  Geometrie  d.  Ebene.    II.  19 
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diese  Hyperbel  ist  zu  der  Hyperbel  (110)  Tconjugiert  (vgl.  Seite  175  des 
ersten  Bandes); 

viertens  endlich  die  Hauptacbsengleicbung  einer  imaginären  Ellipse 
mit  den  Halbachsen  ia  und  ih: 

(112)  _  11  _  11  _  1. 

Dabei  sind  die  „Längenfaktoren  b  und  a"  der  imaginären  Halbachsen 
ib  und  ia  der  konjugierten  Hyperbeln  (HO)  und  (111)  nach  Band  I 
Seite  173  ff.  die  Längen  der  Tangenten  dieser  Hyperbeln  in  deren 
Scheiteln,  das  heißt  in  deren  Schnittpunkten  mit  der  sie  treffenden 
Hauptachse,  gezogen  und  gerechnet  bis  zum  Schnitt  mit  einer  Asymptote. 

Weiter  kann  man  sogleich  den  Bruch  für  die  Punkt-Stab-Zuordnung 
eines  jeden  Polarsystems  angeben,  das  einer   der  vier  Kurven  (109)  bis 

(112)  zugehört,  und  dessen  erste  Nenner  zwei  Strecken  e^  und  e^  von  der 
Länge  1  sind,  die  den  Hauptachsen  der  Kurve  parallel  laufen,  während 
der  dritte  Nenner  derjenige  einfache  Punkt  e^  ist,  der  mit  dem  Mittelpunkt 
der  Kurve  zusammenfällt.  In  der  Tat  entspricht  zum  Beispiel  den  beiden 
Gleichungen 

(113)  |i±f-l  =  0 

der  reellen  EUipse  und  der  die  rc -Achse  schneidenden  Hyperbel  das  fol- 
gende System  Ableitzahlen  für  die  Zähler  dieses  Bruches 


(114) 


^11^^;     «12=  0?     Oi3  =        0, 


a' 


021  =  0     ,       a22  =  +  -TJ,       023=  0, 


M  =  ^     7       ^Z2  =  ö,       O33  =   —   1, 

wobei  sich  ebenso  wie  in  (113)  das  obere  Vorzeichen  auf  die  Ellipse,  das 
imtere  auf  die  Hyperbel  bezieht. 

Für  das  Polarsystem  p^  einer  reeUen  Ellipse  mit  den  Halbachsen  o 
und  b  ergibt  sich  also  die  Bruchdarstellung: 


(115)  p^ 


und  für  das  Polarsystem  p^  der  Hyperbel  mit  den  Halbachsen  a  und  ib 
der  Bruch: 

(116)  ■  i^.=  '  ' 


«!> 


Und   da  die  Gleichungen  (111)  und  (112)  aus  (109)  und  (HO)  dadurch 
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hervorgeheii,  daß  man  a^  mit  —  a^  vertauscht,  so  erhält  man  für  das 
Polarsystem  p^  der  Hyperbel  (111),  daß  heißt  der  Hyperbel  mit  den 
Halbachsen  ia  und  b,  den  Bruch: 

..._.                                        --^Ex>  ^^.>  -^. 
(11^)  ^8 e -e ^ 

und  endlich  für  das  Polarsystem  p^  der  imaginären  Ellipse  mit  den  Halb- 
achsen ia  und  tb  die  Darstellung: 

(118)  P.  =  -^ } j-  ■ 

Um  die  Beziehung  dieses  Polarsystems  jp^  der  imaginären  EUipse  (112) 
zu  dem  Polarsystem  p^  der  „zugehörigen  reellen  Ellipse"  (109)  zu 
finden,  daß  heißt  derjenigen  reellen  Ellipse,  deren  Halbachsen  a  und  b 
mit  den  ,,Längenfaktoren  a  und  b"  der  imaginären  Halbachsen  ia  und  ib 
der  imaginären  EUipse  (112)  übereinstimmen,  führe  man  noch  die  Stab- 
Stab  -  Kollineation 
(\  19^  S  =  —  ^1,    —  Jgg,       E^ 

ein,  welche  einen  jeden  Stab  in  sein  Spiegelbild  in  bezug  auf  den  Punkt 
eg  =  [j&jjE'g]  verwandelt.     In  der  Tat  führt  sie  den  Stab 

in  den  Stab 

über.  Dieser  aber  ist  das  Spiegelbild  des  Stabes  ZJam  Punkte  e^ ;  denn  die  Stäbe 

Uj-Ej  +  \x^E^     und 
-UiJ&i-Ua-E'a 

gehen  durch  den  Punkt  e^  ==  [E^E^  und  unterscheiden  sich  nur  dem 
Sinne  nach.  Sie  erfahren  daher  durch  Hinzufügung  des  Feldes  Vi^E^  eine 
Verschiebung  aus  ihrer  Linie  von  gleicher  Größe  aber  nach  entgegen- 
gesetzter Seite  (vgl.  Seite  18  des  ersten  Bandes). 

Nun  läßt  sich  der  Bruch  p^  als  Folgeprodukt^)  der  Brüche  p^  und  S 
darstellen,  das  heißt,  es  wird 
(120)  i>4  =  i'i®> 

und  diese  Gleichung  zeigt:  Man  bildet  zu  einem  beliebigen  Punkte  x  die 
Polare  in  bezug  auf  das  Polarsystem  p^  der  imaginären  EUipse  (112), 
indem  man  zuerst  die  Polare  in  bezug  auf  das  Polarsystem  jPj   der  zu- 


1)  Vgl.  Seite  123£F.  des  ersten  Bandes,  namentlich  Satz  81. 

19* 
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gehörigen  reellen  Ellipse  (109)  bestimmt  und  diese  Polare  dann  am  Mittel- 
punkte der  reellen  Ellipse  spiegelt  (vgl.  Fig.  121). 

Nennt  man  noch  die  Gerade,  die  man 
erhält,  wenn  man  zu  einem  Punkte  x  in  be- 
zug  auf  ein  Polarsystem  p  die  Polare  xp 
bildet  und  diese  am  Mittelpunkte  des  Polar- 
systems spiegelt,  die  „Antipolare  des 
Punktes  x  hinsichtlich  des  Polar- 
systems jp",  so  kann  man  das  gewonnene 
Ergebnis  in  der  Form  aussprechen: 

Satz  495:  Die  Polare  eines  belie- 
bigen Punktes  in  bezug  auf  eine  imagi- 
näre Ellipse  fällt  zusammen  mit  der 
Antipolare  des  Punktes  hinsichtlich  der  -zugehörigen  reellen 
Ellipse. 


rig.  121. 


Siebenter  Hauptteil. 
Das  Kegelschnittbüschel  und  die  Kegelschnittschar. 

Abschnitt  35. 
Das  Kegelschnittbtischel. 

Begriff  eines  Kegelschnütbüschels.  Die  Ergebnisse  des  32.  Abschnitts 
über  entartende  Polarsysteme  gewinnen  eine  besondere  Bedeutung  bei  der 
Betrachtung  der  linearen  Systeme  von  Kurven  zweiter  Ordnung  und 
zweiter  Klasse. 

Es  seien  ^ivei  von  einander  linear  unabhängige  Polarsysteme  zweiter 
Ordnung^)  gegeben  durch  ihre  involutorischen  Punkt -Stab -Brüche: 

(1)  P  =  ^^^     ^nd     (2)  q  =  ^^'  f  , 

und  es  werde  nach  solchen  Funkten  d^  der  Ebene  gefragt,  deren  Polaren 
dtP  und  dfQ,  genommen  hinsichtlich  der  beiden  Polarsysteme  p  und  q,  in 
eine  einzige  Gerade  zusammenfallen,  so  daß  also  für  jeden  von  diesen 
Punkten  dJ^  eine  Gleichung  von  der  Form  besteht: 

(3)  d^  =  n^d^q, 

in  der  n^  eine  Zahlgröße  bedeutet,  und  in  der  df  selbstverständlich  nicht 
null  sein  darf. 

Gibt  man  dieser  Gleichung  die  Gestalt: 

(4)  d,{p  -  n,q)  =  0, 

so  führt  sie  auf  die  Frage  nach  der  Bedeutung  eines  Ausdrucks  von  der 
Form 

^P  +  tq, 

in  dem  {)  und  f  zwei  Zahlgrößen  sind.  Es  läßt  sich  zeigen,  daß  ein 
solcher  Ausdruck  ebenso  wie  die  Brüche  p  und  q  selbst  die  PunJd-Stab- 


1)  Mit  Rücksicht  auf  den  in  Band  1  Seite  256  aufgestellten  Begriff  linear  un- 
abhängiger Projektivitäten  derselben  Geraden  versteht  es  sich  von  selbst,  wann  man 
zwei  oder  mehr  Polarsysteme  zweiter  Ordnung  oder  zweiter  Klasse  linear  unabhängig 
von  einander  nennen  wird. 
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Zuordnung  eines  gewissen  Folarsystems  darstellt;  es  wird  nämlich: 

(5)  ^p  +  f  g  =  Ml+t.Bx,M2  +  f^.,Ms  +  t^8  . 

Damit  ist  die  „Vielfachensumme"  ^p  -]-  tq  der  beiden  Polarsysteme  p 
und  q  bereits  auf  die  Form  eines  Reziprozitätsbruches  gebracht,  der 
Punkte  in  Stäbe  überführt.  Dieser  Bruch  ist  aber  auch  involutorisch 
(vgl.  Seite  172  und  192).     Denn  aus  den  Gleichungen 

(6)  [3  ■  yp]  =  [y  ■  ^p]     und     [^•yq]  =  [y-gq'], 

welche  die  Brüche  j)  und  q  als  involutorisch  charakterisieren  (vgl.  Seite  175  f.), 
folgert  man  durch  lineare  Verknüpfung  sofort,  daß  die  entsprechende 
Gleichung 

(7)  [e  ■  y{^p  +  tq)]  =  [y  ■  ^{^p  +  Iq)] 

auch  für  die  Summe  ^p  -{-Iq  besteht.  Die  Vielfachensumme  (5)  ist  also 
wirklich  der  analytische  Ausdruck  der  Punkt-Stah-Zuordnung  eines  gewissen 
Polarsystems  oder,  wie  wir  oben  sagten,  der  Ausdruck  eines  Polarsystems 
zweiter  Ordnung. 

Um  die  sämtlichen  Polarsysteme  überblicken  zu  können,  die  bei  ver- 
änderlichem f)  und  !  durch  eine  Vielfachensumme  von  der  Form  ^p-\-lq 
dargestellt  werden,  beachte  man,  daß  zwei  Polarsysteme  \)p  -\-lq,  hei  denen 
das  Verhältnis  ^  denselben  Wert  hat,  geometrisch  nicht  von  einander  ver- 
schieden sind  und  insbesondere  dieselbe  Polkurve  besitzen.  In  der  Tat  läßt 
sich  ja  die  Vielfachensumme  ^p  -{-Iq,  falls  f)  =1=  0  ist,  auch  in  der  Form 
schreiben: 

(t)  ^p  +  ^^  =  '^(p  +  \g), 

welche  zeigt,  daß  aUe  Polarsysteme  ^p  -\-lq,  für  die  das  Verhältnis  ^ 
denselben  Wert  hat,  sich  nur  um  einen  Zahlfaktor  von  einander  unter- 
scheiden und  also  jedem  beliebigen  Punkte  dieselbe  Gerade  als  Polare  zu- 
weisen, wenn  auch  die  Länge  oder  der  Sinn  seines  Polarstabes  oder  beides 
für  zwei  solche  Polarsysteme  verschieden  ausfallen  wird.  Aus  diesem 
Grunde  umfaßt  die  Gesamtheit  der  Polarsysteme,  die  durch  die  Vielfachen- 
summe f)jp  -j-  Iq  ausgedrückt  wird,  auch  nur  eine  einfach  unendliche 
Mannigfaltigkeit  räumlich  verschiedener  Polarsysteme^). 

Wir  bezeichnen  diese  Mannigfaltigkeit  als  ein  Büschel  von  Polar- 
systemen.    Dementsprechend  möge  die  Gesamtheit  der  Polkurven  eines 


1)  In  vielen  Fällen  wird  es  daher  ausreichen,  der  oben  betrachteten  Vielfachen- 
summe 'i)p  -\-  tq  zweier  Polarsysteme  p  und  q  die  einfachere  Form  p  —  Qq  zu  geben, 

f 
indem  man  in  dem  Ausdruck  (f )  den  Faktor  'i)  wegläßt  und  das  Verhältnis  -r-  =  —  g  setzt. 
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solchen  Büschels  von  Polarsystemen  ein  Büschel  von  Kurven  zweiter 
Ordnung  oder  kürzer  ein  Kegelschnittbüschel  genannt  werden. 

Schon  auf  Seite  85  ff.  des  ersten  Bandes  wurde  die  Bezeichnung 
„Büschel  von  Kurven  zweiter  Ordnung"  für  die  Gesamtheit  der  Kurven 
zweiter  Ordnung  gebraucht,  die  durch  vier  feste  Punkte  hindurchgehen. 
Es  wird  sich  weiter  unten  zeigen,  daß  der  soeben  eingeführte  Begriff  der 
Polkurven  eines  Büschels  von  Polarsystemen  nur  insofern  etwas  all- 
gemeiner ist  wie  jener  Begriff  der  Kurven  zweiter  Ordnung,  die  durch 
vier  feste  Punkte  gehen,  als  die  Beschränkung  auf  vier  reelle  Schnitt- 
punkte fortfällt,  und  überdies  auch  die  Fälle  mit  umfaßt  werden,  in  denen 
von  jenen  vier  Punkten  zwei  oder  mehr  Punkte  in  einen  einzigen  Punkt 
zusammenfallen. 

In  der  Tat  sind  die  Polkurven  eines  Büschels  von  Polarsystemen  da- 
durch ausgezeichnet,  daß  jeder  Punkt  x,  der  den  beiden  „Grundkurven" 
p  und  q  des  Büschels  gemeinsam  ist,  der  also  den  beiden  Gleichungen: 

(8)  \x  ■  xp\  =  0     und     [x  •  xq\  =  0 

gleichzeitig  Genüge  leistet,  zugleich  auch  jeder  Kurve  des  Kegelschnitt- 
büschels ^p  -{-Iq  angehört;  denn  aus  den  Gleichungen  (8)  folgert  man 
durch  lineare  Verknüpfung  ohne  weitereres   das  Bestehen  der  Gleichung: 

(9)  \x^x{\^p  +  tq)\=-0 

für   beliebige  Werte  von  \^  und  !,  womit  wirklich  der  Satz  bewiesen  ist: 
Satz  496:    Ein  jeder  Punkt,    der  den  beiden  Grundkurven  p 
und  q  eines  Kegelschnittbüschels   ^p  -\-  tq    gemeinsam    ist,    ge- 
hört überhaupt  jeder  Kurve  dieses  Büschels  an. 

Sind  umgekehrt  \)^p  +  ?i^  und  l)^p  -\-  t^^  irgend  swei  von  einander 
verschiedene  Kurven  des  Büschels,  ist  also 

so  ist  jeder  Schnittpunkt  x  dieser  beiden  Kurven  auch  auf  den  beiden 
Grundkurven  p  und  q  enthalten,  und  also  überhaupt  auf  sämtlichen  Kurven 
des  Büschels.  Schreibt  man  nämlich  die  Gleichungen  jener  beiden  be- 
liebigen Kurven  des  Büschels: 

[X'X{i)^p  +  \q)'\  =  Q     und     {x  -  x%p -{- l^q)]  =  0 
in  der  Form: 
(11)      \)^{x  ■  xp']  -f-  \[x  ■  xq]  =  0     und     ^^[x  ■  xp]  +  %[x  ■  xq\  =  0 

und  setzt  voraus,  daß  diese  Gleichungen  für  einen  und  denselben  Punkt  x 
gleichzeitig  bestehen,  so  hat  man  in  den  Gleichungen  (11)  ein  System 
zweier  linearen  homogenen  Gleichungen  zwischen  den  beiden  Größen 

\X'Xp'\     und     \x-xq\. 
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Und  da  die  Resultante 

\     \\ 

^2        ^2   I 

dieses  Systems   (11)  wegen  (10)  von  Null   verschieden  ist,   so  folgt  aus 
den  Gleichungen  (11),   daß  die  Größen  [x  •  xp\  und  \X'Xq\  einzeln  ver- 
schwinden müssen,  das  heißt,  daß  für  den  Punkt  x  auch  die  Gleichungen 
gelten : 
(12)  \x-xp'\  =  0     und     [x  •  xq\  =  0. 

Diese  Gleichungen  aber  zeigen  in  der  Tat,  daß  auch  die  beiden  Grund- 
kurven p  und  q  und  somit  (nach  Satz  496)  sämtliche  Kurven  des  Büschels 
durch  den  Punkt  x  hindurchgehen. 

Man  hat  also  die  folgende  Verallgemeinerung  des  Sates  496: 
Satz  497:    Ein  jeder  Punkt,    der   irgend    zwei  verschiedenen 
Kurven  eines  Kegelschnittbüschels  gemeinsam  ist,  gehört  über- 
haupt sämtlichen  Kurven  des  Büschels  an. 

Die  Grundpunkte,   Hauptpunkte  und  Hauptzahlen   eines  Kegelschnitt- 

hüschels.  Um  nun  „die  Grundpunkte  des  Kegelschnittbüschels 
^P  +  ^Q")  das  heißt  diejenigen  Punkte   zu  finden,  die  allen  Kurven   des 

Büschels  gemeinsam  sind,  suche  man  zuerst  die  durch  die  obigen  Glei- 
chungen 

(3)  dfP  =  Ufdtq       oder 

(4)  d,ip  -  n,q)  =  0 

charakterisierten  Punkte  d^  auf.  Wie  auf  Seite  207  ff.  gezeigt  ist,  sagt  die 
Gleichung  (4)  aus,  daß  das  in  dem  Büschel  i)p  -h  tq  enthaltene  Polarsystem 

ein  entartendes  Polarsystem  zweiter  Ordnung  ist,  daß  nämlich  seine  Pol- 
kurve in  ein  Linienpaar  mit  dem  Doppelpunkte  d^  oder  in  eine  Doppel- 
linie zerfällt,  welcher  der  Punkt  df  angehört. 

Aber  die  Gleichung  (4)  gestattet  es  auch,  diejenigen  Punkte  d^,  die 
der  Bedingung  (3)  genügen,  wir  bezeichnen  sie  als  „die  Hauptpunkte 
des  Kegelschnittbüschels",  und  ebenso  die  zugehörigen  Zahlwerte  n^, 
„die  Hauptzahlen  des  Kegelschnittbüschels",  zu  bestimmen.  Dazu 
ersetze  man  in  der  Gleichung  (4)  den  Hauptpunkt  d^  durch  seinen  Ab- 
leitausdruck: 

(14)  dt  =  b^^i^i  4-  b^^aßg  +  ^*,s^3; 

wodurch  diese  Gleichung  die  Gestalt  annimmt: 

^M   «l(P  -  «<«)  +  Ö,,2  «siP  -  T^tQ)  +  ^/,3   ^siP  -  T^tQ)  =  0 
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oder  wegen  (13)  die  Form: 

(15)  h.^Mi  -  nA)  +  K^(A  -  tt^J^a)  +  \,(Ä,  -  n,B,)  =  0. 

In  dieser  Form  sagt  die  Gleichung  aus,  daß  zwischen  den  Zählerstäben 
Ä^ —  XlfB^,  r  =  1,  2,  3,  des  Bruches  p  —  n^^  eine  Zahlbeziehung  herrscht, 
daß  die  Geraden  der  drei  Stäbe  also  durch  einen  Punkt  gehen,  wie  es 
ja  nach  der  Gleichung  (4)  des  32.  Abschnitts  bei  einem  entartenden  Polar- 
systeme zweiter  Ordnung  der  FaU  sein  muß.  Es  wird  hierdurch  bestätigt, 
daß  das  Polarsystem  p  —  Xi^q  entartet.  Dabei  zerfäUt  seine  Polkurye,  wie 
schon  oben  bemerkt  ist,  in  ein  Linienpaar,  das  den  Hauptpunkt  d^  des 
Kegelschnittbüschels  zum  Doppelpunkte  hat,  und  das  auch  in  eine  Doppel- 
linie übergehen  kann,  die  den  Punkt  df  enthält  (vgl.  Seite  214  ff.). 

Um  die  Verhältnisse  der  Ableitzahlen  b^  i,  b^  2>  ^<  s  dieses  Haupt- 
punktes df  aus  der  Gleichung  (15)  entwickeln  zu  können,  hat  man  zu- 
nächst die  in  dieser  Gleichung  auftretende,  dem  Hauptpunkte  <?^  zu- 
gehörende Hauptzahl  n^  zu  ermitteln,  und  leite  dazu  aus  der  extensiven 
Gleichung  (15)  eine  Zahlgleichung  ab. 

In  der  Gleichung  (15)  können  nicht  alle  drei  Koeffizienten  b,  ^,  r  =  1, 2, 3, 
gleichzeitig  null  sein,  weil  sonst  wegen  (14)  auch  d^  verschwinden  würde, 
was  oben  ausgeschlossen  ist.  Es  sei  daher  etwa  der  Koeffizient  b^  ^  von 
NuU  verschieden.  Dann  multipliziere  man  die  Gleichung  (15)  planimetrisch 
mit  dem  Produkte  derjenigen  beiden  Größen  A^. —  n^-B^?  ^i®  dieser  Zahl- 
größe b, ,  nicht  entsprechen;  so  erhält  man  die  Gleichung 

K\.{A  -  ^A){Ä,  -  Ti,B,){Ä,  -  n,B,)]  =  0, 

oder  da  b^  ,  =|=  0  ist,  die  Gleichung 

(16)  [{A,  -  n,B,){A,  -  n,B,)(A,  -  11,^3)]  =  0- 

Diese  Gleichung  aber  —  wir  nennen  sie  „die  Hauptgleichung  des 
Kegelschnittbüschels"'  —  ist  eine  Zahlgleichung  dritten  Grades  in 
bezug  auf  n^.  Wenn  sie  daher  nicht  für  beliebige  Werte  von  n^  erfüllt 
wird,  oder  was  dasselbe  ist,  wenn  nicht  sämtliche  Kurven  zweiter  Ord- 
nung des  Kegelschnittbüschels  p  —  UfQ  zerfallen,  so  liefert  sie  für  die 
Zahlgröße  n^  drei  Werte  n^,  n^,  ttg,  die  wir  als  „die  drei  Hauptzahlen 
des  Kegelschnittbüschels"  bezeichnen  wollen. 

Die  drei  Hauptzahlen  des  BüscJiels  sind  reell  und  von  einander  ver- 
schieden: Die  drei  Hauptpunkte  des  Kegelschnitthüschels  als  Ecken  seines 
gemeinsamen  Polardreiecks.  Hat  man  die  drei  Hauptzahlen  des  Büschels 
bestimmt,  und  sind  sie  aUe  von  einander  verschieden,  so  läßt  sich  zu  jeder 
Hauptzahl  rt,  mit  Hülfe  der  extensiven  Gleichung  (15)  der  zugehörige 
Hauptpunkt  d^  auffinden. 


(17)  { 
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Ist  insbesondere  die  Hauptzahl  Tt^  reell,  so  multipliziere  man  die  Glei- 
chung (15)  der  Reihe  nach  mit  den  Stäben 

und  erhält  so  die  Verhältnisse  der  drei  Ableitzahlen  h^  ^,  b^  2>  ^t  z  ^®s 
Punktes  d^.  Durch  Multiplikation  mit  dem  Stabe  Ä^  —  UfB^  ergibt  sich 
zum  Beispiel  die  Gleichung: 

0  =  b,,2[(A  -  nAXA  -  n^B^)']  +  KzKA  -  nA)Uz  -  n,B,)l 
Aus  ihr   aber  und  den  beiden  andern  auf  diese  Weise  entstehenden  Glei- 
chungen folgt  die  laufende  Proportion: 

Kl  •'  ^,2  •  ^.,3  =  [(^2  -  n,5,)(^3  -  n,B,)] :  [(^3  -  n,B,)iÄ,-  n^] 

:[{A,-n,B,)(Ä,-n,B,)l 

durch  welche  die  Lage  des  Punktes  d^  festgelegt  wird.  Eine  Unbestimmt- 
lieit  tritt  nur  ein,  wenn  alle  drei  Produkte  zu  je  zweien,  die  man  aus  den 
drei  Größen  Ä^—  n^B^,  r  =  1,  2,  3,  bilden  kann,  gleichzeitig  verschwinden, 
in  dem  Falle  also,  wo  das  Linienpaar,  das  die  Polkurve  des  Polarsystems 
(13)  darstellt,  noch  weiter,  nämlich  zu  einer  Doppellinie,  entartet  ist 
(vgl.  Seite  214  ff.).  Dieser  Fall  möge  einstweilen  von  der  Untersuchung 
ausgeschlossen  bleiben. 

Man  kann  aber  ferner  noch  den  Satz  beweisen: 

Satz  498:  Besteht  ein  Kegelschnittbüschel  nicht  aus  lauter 
zerfallenden  Kurven  zweiter  Ordnung,  und  sind  die  drei  Haupt- 
zahlen IT;  des  Büschels  reell  und  von  einander  verschieden,  so 
bilden  die  drei  ihnen  zugehörenden  Hauptpunkte  d^  des  Büschels 
ein  eigentliches  Dreieck. 

Dazu  zeige  man  zunächst  wieder  genau  so  wie  bei  der  entsprechenden 
Untersuchung  über  die  Doppelpunkte  einer  Kollineation  (vgl.  Seite  86  ff.), 
daß  keine  zwei  von  den  Punkten  d^  sich  nur  um  einen  Zdhlfdktor  von  ein- 
ander unterscheiden  können. 

Angenommen,  es  wäre 

(*)  ^3  =  §rfl 

wo  §  eine  Zahlgröße  bedeutet,  so  müßte  auch 

d^p  =  ^d^p, 
das  heißt,  wegen  (3) 

X[^d^q  =  ^n^d^q 
oder  wegen  (*) 

n^^d^q  ===  ^n^d^q     sein. 

Setzt  man  daher  noch  voraus,  daß  das  Polarsystem  q  nicht  entartet,  worin 
keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit  liegt,  da  im  Satze  498  ohnehin 
vorausgesetzt  ist,    daß  nicht   alle   Kurven   des  Büschels   zerfallen,   so   ist 
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sicher  d^q  von  Null  verschieden  (vgl.  Seite  205 ff.);  und  da  überdies  auch 
§  =4=  0  sein  muß ,  weil  sonst  wegen  (*)  gegen  die  Voraussetzung  d^  ver- 
schwinden würde,  so  kann  die  letzte  Gleichung  nicht  anders  bestehen,  als 
wenn  ttg  =  ttj  ist,  was  gerade  oben  ausgeschlossen  wurde.  Folglich  liegen 
die  drei  Punkte  df  von  einander  getrennt. 

Nimmt   man  jetzt  zweitens  an,   die  drei  Hauptpunkte  d^  wären  zwar 
von  einander  verschieden,  lägen  aber  in  einer  geraden  Linie;  dann  müßte 
sich  jeder  von  ihnen  als  Vielfachensumme  der  beiden   andern  darstellen 
lassen,  also  etwa 
(**)  d,  =  ^,d^  +  %,d, 

sein,  wo  S^  und  gg  ^iwei  von  Null  verschiedene  Zahlgrößen  sind.  Diese 
Gleichung  aber  führt  ebenfalls  auf  einen  Widerspruch.  Aus  ihr  folgt 
nämlich  durch  Multiplikation  mit  p  die  Gleichung 

d^p  ==  ^^d^p  -f  ^^d^p, 

für  die  man  wegen  (3)  auch  schreiben  kann 

^^3  ^3  ^  =  ^1 1^1  ^1^  +  22^2^2^     ^^^^  wegen  (**) 
^sC^i^i^/  +  h^id)  "^  h^i^iQ  -\-  ^2'^2^2Q^     oder  endlich 
(t)  h{^3  -  "i)^!«  +  ^2(1^3  -  «2)^2^  =  0- 

Da  nun  aber  das  Polarsystem  q  nicht  entarten  soll,  so  stehen  die  Zähler 
des  Bruches  q,  insbesondere  also  auch  die  Größen  d^q  =  B^  und  d^q  =  B^, 
in  keiner  Zahlbeziehung  zu  einander.  Folglich  müssen  in  der  Gleichung  (f ) 
die  beiden  Koeffizienten  von  d^q  und  d^q  verschwinden,  das  heißt,  es 
müssen  die  Gleichungen  bestehen 

(tt)  Si(n3-ni)  =  0    und    ä2(n3-n2)  =  0. 

Und  da  überdies  nach  der  Voraussetzung  die  Zahlgrößen  Sj  und  §3  ^^" 
gleich  Null  sind,  so  können  diese  Gleichungen  (ff)  nicht  anders  befrie- 
digt werden,  als  wenn  gleichzeitig 

Hg   —  Ui    =   0         und         ttg   —  llg    =   0 

ist,  was  der  Voraussetzung  widersprechen  würde,  daß  alle  drei  Haupt- 
zahlen von  einander  verschieden  sind. 

Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  bilden  daher  die  drei  Haupt- 
punkte dl  des  Büschels  ein  eigentliches  Dreieck.  Und  das  war  die  Be- 
hauptung des  Satzes  498. 

Wir  können  aber  weiter  zeigen,  daß  jeder  reelle  Hauptpurikt  d^  des 
betrachteten  Büschels  von  Polarsystemen  nicht  nur  in  den  Polarsystemen 
p  und  q,  sondern  auch  in  sämtlichen  Polarsystemen  des  Büschels  ^p  -{-  Iq 
dieselbe  Polare  hat. 
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In  der  Tat  erhält  man  für  die  Polare  eines  Punktes  d^  im  Polar- 
system .^p  -\-tq  die  Darstellung: 

dtO^P  +  fq)  =  ^d,pi-  td,q 
oder  wegen  (3): 

dt{\)p  -f  tq)  =  ^n^d^q  +  fd,q 

oder  endlich  den  Ausdruck: 

(18)  d,i^p  +  lq)=={^n,  +  t)d,q, 

welcher  zeigt,  daß  die  Polare  des  Punktes  di  in  bezug  auf  das  Polar- 
system fjp  -\-tq  nur  um  den  Zahlfaktor  j^n^  4-  !  von  der  Polare  d^q  des 
Punktes  d^  im  Polarsystem  q  verschieden  ist.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  499:  Jeder  reelle  Hauptpunkt  eines  Kegelschnittbüschels 
besitzt  in  bezug  auf  sämtliche  Kurven  des  Büschels  dieselbe 
Polare. 

Es  ist  nun  noch  von  besonderem  Interesse,  daß  das  Dreiseit  der 
Polaren  der  drei  Hauptpunkte  d^  des  Kegelschnittbüschels  in  hezug  auf  die 
Kurven  des  Büschels  die  drei  Hauptpunkte  d^  seihst  zu  Ecken  hat, 
und  daß  also  die  drei  Hauptpunkte  des  Kegelschnittbüschels  die  Ecken 
eines  gemeinsamen  Polardreiecks  aller  Kurven  dieses  Büschels  bilden. 

Sind  nämlich  it^,  n„  zwei  von  einander  verschiedene  Hauptzahlen  des 
Büschels  und  d^,  d^  die  zugehörigen  Hauptpunkte,  so  bestehen  nach  (4) 
die  Grleichungen: 

dt{p-T^tQ)  =  0     und     d^(p-n^q)  =  0. 
Multipliziert  man  diese  Grleichungen  planimetrisch  beziehlich  mit 

<  und  d, 

und  wendet  auf  die  zweite  der  entstehenden  Gleichungen  die  erste  Grund- 
gleichung des  Polarsystems  an  (vgl.  Gleichung  (61)  des  31.  Abschnitts), 
so  erhält  man  die  Gleichungen: 

K  •  Mp  -  ^tO)]     und     [d^  •  d,{p  -  n^q)]  =  0, 
die  sich,  wenn  man  ausmultipliziert,   auch  in  der  Form  schreiben  lassen: 

\[du'dtp]-njd^-d,q]  =  0. 

Diese  beiden  in 

[d^-d,p]     und     [d^-d^q] 

linearen  homogenen  Gleichungen  aber  können,  so  lange  ihre  Resultante 

1;    -n« 


ist,  das  heißt,  so  lange 


+  0 


11* +  n« 


Abscbnitt  35,  Gleichung  (18)  bis  (20).     Satz  499  und  500. 
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ist,  nicht  anders  zusammenbestehen,  als  wenn 

(19)  [d,'day]-=0     und     ld^-d,q]  =  0 

ist. 

Sind  nun,  wie  wir  vorausgesetzt  haben,  alle  drei  Hauptzahlen  n^,  ttj,  n, 

reell  und  von  einander  verschieden,  so  gelten  die  Gleichungen  (19)  für 
je  zwei  beliebige  Ecken  d^  und  d^  des  Dreiecks  d^d^d^.  Damit  aber  ist  be- 
wiesen: Die  Polare  eines  jeden 
der  drei  Punkte  df  in  bezug 
auf  eine  jede  von  den  beiden 
Kurven  p  und  q  geht  durch 
die  beiden  andern  Ecken  des 
Dreiecks  d^d^d^  hindurch.  Das 
Dreieck  d^dod^  der  drei  Haupt- 
punkte des  Büschels  ist  daher 
mit  dem  Dreieck  der  Polaren 
dieser  drei  Punkte  in  bezug 
auf  die  beiden  Kurven  p  und  q 
identisch  und  bildet  also  ein 
gemeinsames  Polardreieck  dieser 
beiden  Kurven   (vgl.    Fig.  122). 

Es  ist  aber  offenbar  auch  ein  Polardreieck  sämtlicher  Kurven  ^p  +  tq 
des  Büschels.  Dies  folgt  schon  aus  dem  Satze  499;  aber  man  leitet  auch 
sofort  aus  den  Gleichungen  (19)  durch  lineare  Verknüpfung  wieder  die 
entsprechenden  Gleichungen 

(20)  K  •  d,{^p  +  tq)]  =  0,     ^,  M  =  1,  2,  3,     ^  +  u, 

ab  für  eine  beliebige  Kurve  f)p  -\-lq  des  durch  die  Kurven  j)  und  q  be- 
stimmten Kegelschnittbüschels. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  500:  Sind  bei  einem  Kegelschnittbüschel,  das  nicht  aus 
lauter  zerfallenden  Kurven  zweiter  Ordnung  besteht,  die  drei 
Hauptzahlen  reell  und  von  einander  verschieden,  so  ist  das 
Dreieck  seiner  drei  Hauptpunkte  ein  gemeinsames  Polardreieck 
aller  Kurven  des  Büschels. 


Fig.  122. 


Die  in  einem  Kegelschnittbüschel  mit  drei  reellen  Hauptpunkten  enthal- 
tenen Linienpaare  und  ihre  Beziehung  zu  den  Grundpunkten  des  Büschels. 
Wie  schon  auf  Seite  296  f.  erwähnt  wurde,  ist  ein  jeder  von  den  drei  Haupt- 
punkten eines  Kegelschnittbüschels  zugleich  der  Doppelpunkt  eines  Linien- 
paars, das  dem  Büschel  angehört.    Es  kann  ferner  ein  Kegelschnittbüschel, 
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das  nicht  aus  lauter  zerfallenden  Kurven  zweiter  Ordnung  bestellt  (vgl. 
Seite  297),  auch  nicht  mehr  als  drei  Linienpaare  enthalten.  Denn  fassen 
wir  für  den  Augenblick  in  dem  Ausdrucke  (13)  den  Parameter  n<  als 
eine  vollständig  beliebige  Zahlgröße  auf,  so  stellt  der  Bruch  (13)  irgend 
ein  Polarsystem  des  betrachteten  Büschels  von  Polarsystemen  dar,  und 
die  obige  Gleichung  dritten  Grades  (16)  für  die  Hauptzahlen  des  Kegel- 
schnittbüschels  ist  dann  die  Bedingung  des  Entartens  jenes  Polarsystems  (13). 
Da  die  Gleichung  (16)  aber  unserer  Voraussetzung  zufolge  nicht  für  be- 
liebige Werte  von  n^  erfüllt  werden  soll,  so  liefert  sie  für  die  Para- 
meter iij  der  in  dem  Büschel  enthaltenen  entartenden  Polarsysteme  gerade 
drei  Werte;  und  in  dem  Falle,  wo  diese  drei  Parameterwerte  reell  und 
von  einander  verschieden  sind,  haben  die  drei  zugehörigen  Linienpaare  je 
einen  Hauptpunkt  des  Büschels  zum  Doppelpunkt. 

Diese  Linienpaare  wird  man  mit  Vorteil  zur  Bestimmung  der  Grund- 
punkte des  Kegelschnittbüschels  heranziehen  können.  Denn  diese  Grund- 
punkte gehören  nach  dem  Satze  497  auch  jenen  drei  Linienpaaren  an. 
Die  quadratische  Gleichung  eines  Linienpaares  aber  hat  vor  d&r  Gleichung 
einer  beliebigen  Kurve  zweiter  Ordnung  den  Vorzug,  daß  sie  eine  Spaltung 
in  zwei  lineare  Gleichungen  gestattet. 

Und  diese  Spaltung  ergibt  sich  nach  Seite  238  f.  ohne  weiteres,  so- 
bald man  die  quadratische  Gleichung  des  Linienpaars  auf  eins  seiner 
Polardreiecke  bezieht.  Ein  solches  Polardreieck  ist  uns  für  alle  drei 
Linienpaare  des  Kegelschnittbüschels  bekannt  in  dem  Dreieck  d^d^d^  der 
drei  Hauptpunkte  des  Büschels.  In  der  Tat  bildet  dieses  Dreieck  nach 
dem  Satze  500  für  alle  Kurven  des  Kegelschnittbüschels  ein  Polardreieck, 
also  auch  für  die  drei  in  ihm  enthaltenen  Linienpaare. 

Um  aber  die  quadratischen  Gleichungen  der  drei  Linienpaare  des 
Büschels  auf  dieses  ihnen  gemeinsame  Polardreieck  (^^(^g^s  ^^  beziehen, 
forme  man  zunächst  die  Brüche  p  und  q  für  die  beiden  ursprünglichen 
Polarsysteme  in  der  Weise  um,  daß  ihre  Nenner  die  Ecken  d^^,  d^,  d^ 
jenes  gemeinsamen  Polardreiecks  werden.  Dann  werden  ihre  sechs  Zähler 
abgesehen  von  je  einem  Zahlfaktor  mit  den  Produkten 

(21)  D,==[dM,    D,  =  [dM,    D,  =  [dM 

übereinstimmen  müssen. 

Von  denjenigen  drei  Zahlfaldoren,  die  in  den  drei  Zählern  von  q  zu 
den  drei  Stäben  D^,  D^,  D^  hinzutreten,  können  wir  überdies  aussagen,  daß 
sie  von  Null  verschieden  sein  müssen;  denn  wir  haben  oben  (vgl.  Seite  298) 
von  dem  Polarsystem  q  vorausgesetzt,  daß  es  nicht  entartet.  Mit  Rück- 
sicht hierauf  wird  es  sogar  möglich  sein,  über  die  bisher  unbestimmt  ge- 
bliebenen Massen  der  drei  Punkte  d^  in  solcher  Weise  zu  verfügen,  daß  die 
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Zähler  des  Bruches  q  direkt  den  drei  Größen  D^,  Dj,  Dj  gleich 
werden,  daß  also  jene  drei  Zahlfaktoren  sämtlich  den  Wert  1  erhalten^). 
Wir  stellen  uns  also  behufs  Vereinfachung  der  Gleichungsformen  für  die 
drei  Linienpaare  des  Büschels  zunächst  die  Aufgabe,  die  Massen  b^  der 
drei  Punkte  d^  in  der  Weise  zu  bestimmen,  daß  der  Bruch  q  die  Form 
annimmt: 

daß  also 

(23)  diq  =  D„     d^q  =  D„     d^q  =  D^ 

wird,  oder  wegen  (21): 

(24)  d^q  =  K^s],     d^q  =  [d^d^],     d^q  =  [d^d^]. 

Dann  wird  zugleich 

(25)  K  •d^q]=^  K  •  0^2^]  =  [ds  •d^q]==  [d^dM  =  ^ 

sein  müssen,  wo  mit  Rücksicht  auf  den  Satz  498  b  eine  von  Null  ver- 
schiedene Zahlgröße  ist. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  bezeichne  man  noch  die  mit  den  drei 
Punkten  d^,  d^,  d^  zusammenfallenden  einfachen  Punkte  mit  s^,  Sg,  S3  und 
wie  oben  die  Massen  der  drei  Punkte  d^,  d^,  d^  mit  b^,  bg,  bg-,  dann  wird 

(26)  ^1    =    i^l^l?  d^=^\i^S^,  ^3    =    bgSg. 

Femer  setze  man 

(27)  s,  ==  §,^1^1  +  §,,363  +  3,^363,     t=l,2,  3, 

so  genügen  die  Dreieckskoordinaten  S^^  der  einfachen  Punkte  s^  erstens 
den  Proportionen  (17),  das  heißt,  es  verhält  sich: 

hx  -^,2'  ^t,z  =  [(A  -  n,B,)iÄ,  -  n,B,)] :  [{Ä,  -  n,B,)(Ä,  -  n,B,)] 

(28)  :[(Ä,-n,B,)(Ä,-n,B,)], 

t  =  l,  2,  3. 

Zweitens  aber  erfüllen  sie  die  Massengleichung  (28)  des  25.  Abschnitts, 
die  für  den  Fall  des  einfachen  Punktes  s^  die  Form  annimmt: 

(29)  §,^,ini  +  g^^gOTg  +  §,,31113  =  1,     ^  =  1,  2,  3. 

Durch  diese  drei  Gleichungen  (29)  sind  dann  auch  die  drei  Proportionali- 
tätsfaktoren der  drei  Proportionen  (28)  und  damit  wieder  die  Größen  s^ 
eindeutig  bestimmt. 

Andererseits  aber  erhält  man  die  Werte  der  drei  Massen  b,,  wenn 
man  die  Ausdrücke  (26)  in  die  Gleichungen  (24)  einsetzt,   wodurch  die 

1)  Vgl.  hierzu  Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie,  Bd.  I.  Erste 
Auflage  (1876).     Seite  124  f.     Zweite  Auflage  (1906).     Seite  216  f. 
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Gleichungen  hervorgehen: 

(30)  hj^Sj^q  =  h^ bg [§2 %] ,     ba  «2 g  =  bg b^ [Sg 5,] ,     bg  Sg ^  =  bi bg [s^ Sj] , 

welche  gerade  zur  Bestimmung  der  drei  Massen  b^  ausreichen. 

Multipliziert  man  zunächst  die  drei  Gleichungen  (30)  planimetrisch 
beziehlich  mit 

Oj^Sj,  ^i^2}  ^3^3» 

SO  bekommt  man  die  drei  Zahlgleichungen: 

^l[%   •Sl^]  =  ^^2^3[5lS2S3] 

(31)  ■  b|[s2  -52^]  =  bib2b3[Si52S3] 

m^s  -Ssq]  =  bib2b3[SiS2S3]- 
Und  aus  diesen  ergibt  sich  durch  Multiplikation  für  das  Produkt  bib2b3 
die  Gleichung: 

b^bf  b|[Si  •  s^q][s^  •  S2^][S3  •  s^q]  =  (bib2b3)3[Si52S3P 
Jenes  Produkt  besitzt  also  den  Wert: 

(32)  b,b2b3  =  lluJilMi^Mu^^ . 

Führt  man  endlich  diesen  in  die  Gleichungen  (31)  ein  und  löst  sie  dann 
nach  bi,  bg,  b3  auf,  so  findet  man  für  die  drei  gesuchten  Massen  b^  die 
Ausdrücke: 

in  denen  man  über  die  Vorzeichen  zweier  Quadratwurzeln  willkürlich  ver- 
fügen kann,  während  dann  durch  die  Gleichung  (32)  das  Vorzeichen  der 
dritten  Quadratwurzel  bestimmt  ist. 

Übrigens  werden  bei  einer  reellen  Kurve  zweiter  Ordnung 

[x  'Xq]==0 
von  den  drei  Massen  b^  notwendig  swei  Massen  rein  imaginär  sein  müssen. 
Nach  dem  Satze  451  haben  nämlich  für  eine  solche  Kurve  die  drei  Pro- 
dukte [s^  •  s^g],  t  =  1,  2,  3,  nicht  sämtlich  dasselbe  Vorzeichen.  Von  den 
drei  Produkten  zu  je  zweien  dieser  Größen,  sind  also  notwendig  zwei 
Produkte  negativ,  und  somit  von  den  Massen  b^  wegen  (33)  zwei  Größen 
rein  imaginär. 

Für  die  Ableitzahlen  b^^  der  mit  diesen  Massen  b^  belasteten  Punkte  d^ 
ergeben  sich  schließlich  die  Werte 

(34)  K  -  ^thu, 

und  für  den  Bruch  q  erhält  man  wirklich  die  Darstellung 


(22)  q 
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oder,  was  dasselbe  ist,  die  Gleichungen 

(35)  d,q=^D„    <=  1,  2,  3. 

Die  entsprechenden   Gleichungen  für  das  Polarsystem  p  findet  man, 
wenn  man  in  die  Definitionsgleichungen  der  Punkte  d„  das  heißt  in  die 
Gleichungen 
(3)  d^  =  xitdtQ, 

für  die  Produkte  dfq  ihre  Werte  D^  aus  (35)  einsetzt;  dadurch  bekommt 
man  die  drei  Gleichungen 

(36)  *  d,p  =  n,D„    t=l,2,  3, 
und  also  für  das  Polarsystem  p  den  Bruch 

(37)  p  =  "tA.  n^A^ngA  . 

Die  so  gewonnenen  Formen  (37)  und  [22)  für  die  beiden  Polar- 
systeme p  und  q  liefern  sodann  für  die  drei  entartenden  Polarsysteme 
p  —  Xi^q  die  Bruchdarstellungen: 


(38) 


p-n^q 
p-n^q 
p-rtsq  = 


0, 

(n. 

—  «1 

)!>*, 

(«s  —  "JA 

d^, 

d,, 

^8 

(ni 

-«j)A. 

0, 

(n,  —  ti2)Z>s 

d^, 

d,, 

d. 

_(«! 

-n8)Ai 

(n. 

-«8 

)A, 

0 

welche  direkt  zeigen,  daß  die  Zählerprodukte  der  drei  Brüche  p  —  n^q 
verschwinden.  Überdies  folgt  aus  ihnen  durch  Multiplikation  mit  den 
Zahlgrößen  Hj  —  Hg,  Itg  —  Iti,  n^  —  Hg  und  Addition  die  lineare  Beziehung: 

(39)  (xi,  -  ns){p  -  itiQr)  +  (n3  -  n,){p  -  n^q) -\-  (%  -  n,)(j)  -n,q)  =  0, 

vermöge  deren  man  das  Polarsystem  eines  jeden  in  dem  Kegelschnitt- 
büschel enthaltenen  Linienpaars  als  Vielfachensumme  der  Polarsysteme 
der  beiden  andern  Linienpaare  darstellen  kann. 

Und  die    entsprechende  Beziehung   besteht    dann  auch  zwischen  den 
zugehörigen  quadratischen  Formen,  das  heißt,  es  gilt  die  Identität: 

(«2  -ni)[x  •  x{p  -  n^q)]  4-  (Ug  -  nj)[x  •  x(p  -  n^q)] 


(40)  , 

+  («1  -  «2) [^  •  <P  -  «3«)]  =  0. 

Sie  bestätigt  für  einen  besonderen  Fall  das  oben  gefundene  allgemeine 
Ergebnis,  daß  jeder  Punkt  x,  welcher  zwei  Kurven  des  Büschels  p  —  Qq 
angehört,  auch  auf  jeder  weiteren  Kurve  des  Büschels  liegen  muß.  Denn 
der  Gleichung  (40)  zufolge  leistet  jeder  Punkt  x,  der  zwei  von  den  drei 
Gleichungen 

(41)  [^  •  ^(i>  -  n,g)]  =  0,    t  =  l,2,  3, 

Orafimann:  Frojektiye  Geometrie  d.  Ebene.    II.  20 
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befriedigt,  zugleich,  auch  der  dritten  von  diesen  Gleichungen  Genüge,  das 
heißt,  jeder  Schnittpunkt  x  zweier  Geraden,  die  zwei  verschiedenen  von 
den  drei  Linienpaaren  des  Büschels  p  —  g^  angehören,  liegt  zugleich  auch 
auf  einer  Geraden  des  dritten  Linienpaars  (vgl.  die  Fig.  123;  vgl.  ferner 
die  Identität  (24)  des  4.  Abschnitts  sowie  die  Entwickelung  auf  Seite  86 
des  ersten  Bandes), 

Um  endlich  die  den  drei  Brüchen  (38)  entsprechenden  quadratischen 
Formen  der  drei  Linienpaare  in  FunMkoordinaten  darzustellen,  drücke  man 
noch  die  Punkte  x  der  Ebene  als  Vielfachensummen  der  neuen  Nenner- 
punkte df  aus,  setze  also 

(42)  X  =  Ji^i  +  i^e^  +  53^3  =  t)i<?i  +  t|2<?2  +  t)3<?3, 

wo  übrigens  mit  Rücksicht  auf  die  Werte  der  den  Punkten  d^  beigelegten 
Massen  b^  (vgl.  Seite  304)  hei  einem  reellen  Punkte  x  zwei  von  den  Ah- 
leitzdhlen  ^^  rein  imaginär  sein  werden.  Dann  wird  wegen  (19)  die  qua- 
dratische Form: 

[x  .  xq\  =  t)2[c?i  .  d^q\  +  t)|[^2  •  ^^^^  +  t)|[<?3  •  d^q\ 

oder  wegen  (25) 

(43)  [^•^g]  =  b(9?  +  t)f  +  t)|). 

Ebenso  erhält  man  wegen  (19)  für  die  quadratische  Form  \x  •  xp\  nur 
quadratische  Glieder,  deren  Koeffizienten  aber  nicht  sämtlich  einander  gleich 
sind;  es  wird  nämlich 

[x  '  xp\  =  \)\{d^ '  d^p]  +  t)l[d,  .  d,p]  -f  \)l[d,  ■  d,p] 
oder  wegen  (3)  und  (25): 

(44)  [x  •  xp]  =  b(nit)2  +  x\,t)l  -f  xi,t)l). 

Auf  Grund  dieser  Darstellungen  (43)  und  (44)  lassen  sich  die  drei 
quadratischen  Formen  ^  die  den  drei  Linienpaaren  des  Kegelschnittbüschels 
p  —  Qq  zugehören,  als  Differenzen  von  Quadraten  darstellen.  Denn 
es  wird  zum  Beispiel: 

[x  .  x{p  -  n^q)]  =  b  {(itg  -  n,)))l  +  (ttg  -  ni)^!}; 

also  findet  man 


(45) 


y  [^  •  x(P  -  niQ)]  =  («2  -  ni)t)|  -  (Ui  -  nM 
Y  [x  '  x{p  -  n,q)]  =  (n3  -  n,)t)l  -  (n^  -  n,)\)l 
^[x .  xip  -  n,q)]  =  (Hl  -  nM  -  («3  -  «3)^1- 


Die  rechten  Seiten  dieser  drei  Gleichungen  aber  zerfaUen  unmittelbar  in 
ihre   linearen  Faktoren,   und   man  erhält  daher  für  die   drei  Linienpaare 
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Ä,  B,     C,  B,    E,  F  des  Büscliels  die  drei  Paare  linearer  Gleichungen: 


(46) 


E) 
F) 


yn7- n^  t)2  +  V^i  -  «3  tl3  =  0 
■/«a-ni  ^8  -  y^i  -  IIa  ^3  =  0 
/na  -  Hg  1)3  +  j/itg  -  tti  t)i  =  0 


y^i  —  its  ^3 


Hl  t)i  =  0 


l/lti  -  Itg  t)i  +  yils  -  Ita  ^2  =  0 

ysT 


«3  ^1  -  y^S  -  ^2  ^2  =  0. 

Auch  kann  man  leicht  die  Ausdrücke  für  sechs  Stäbe 
Ä,  B,        C,  B,        E,  F 
angeben,  die  den  sechs  Geraden  der  drei  Geradenpaare  angehören.     Dazu 
bemerke  man,  daß  wegen  (42),  (21)  und  (25) 

also 

(47) 


9i  =  4-  [^  AI;     ^2  =  4-  [^  A].     ^3  =  V  [^  A] 


ist.     Bei  Einführung  dieser  Werte  aber  nehmen  die  Gleichungen  (46)  die 
Form  an: 

[xQ/n^'tr.B,  +  ]/it7- ¥3  D3)]  =  0 


n,  B,  -  Vn,  -~n,  A)]  =  0 


welche  zugleich  zeigt,  daß  die  in  den  runden  Klammern  eingeschlossenen 
Summen  und  Differenzen  sechs  Stäbe  der  drei  Geradenpaare  darstellen. 
Bezeichnen  wir  diese  Stäbe  mit 

Ä,  B,        C,  B,        E,  F, 
so  erhalten  wir  für  sie  die  Ausdrücke: 


(48) 


A  =  l/ng  -  Hl  A  +  yiti  -  n3  D3 , 
B  =  yng  -  tii  A  -  l/ni  -  Hg  Dg, 

c  =  yng  -  Tig  A  +  yi^2  -  "1 A, 

-D  =  yng  -  Ha  D3  -  ynT^n^Di, 

^ = v^-\  A  +  yiv^Hg  A, 


.i^=  ytii  -  Ttg  A  -  yiv^n2  A- 
Aus  der  Form  dieser  Ausdrücke  entnimmt  man,  daß  die  drei  Linienpaare 
A,  B,         C,  B,        E,  F 


erstens  die  Ecken 


(k, 


di, 


20" 
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Fig.  128. 


des  gemeinsamen  Polardreiecks   des   Kegelschnitibüschels  zu   Doppelpunkten 

haben,  und  daß  sie 

außerdem   durch 
die  Seiten 

J)„B„    D„D,, 

dieses  Dreiecks  har- 
monischgetrennt wer- 
den (vgl.  Fig.  123). 
Man  kann  die  ge- 
wonnenen Ergeb- 
nisse in  dem  Satze 
zusammenfassen : 

Satz  501:  Besteht 
ein  Kegelschnitt- 
büschel nicht  aus 
lauter  zerfallenden  Kurven  zweiter  Ordnung,  und  sind  seine  drei 
Hauptzahlen  reell  und  von  einander  verschieden,  so  enthält  das 
Büschel  drei  Linienpaare.  Die  Doppelpunkte  dieser  Linien- 
paare fallen  mit  den  Ecken  des  gemeinsamen  Polardreiecks  des 
Büschels  zusammen,  und  die  beiden  Linien  eines  jeden  Linien- 
paars werden  durch  die  von  seinem  Doppelpunkt  ausgehenden 
Seiten  jenes  Dreiecks  harmonisch  getrennt. 

Die  Ausdrücke  (48)  ergeben  uns  nun  aber  ferner  die  vier  Grund- 
punkte des  Büschels,  wenn  wir  die  Stäbe  eines  beliebigen  von  den  drei 
Linienpaaren,  etwa  die  Stäbe  Ä  und  B,  mit  denen  eines  andern  Paares, 
etwa  mit  den  Stäben  C  und  B,  planimetrisch  multiplizieren.  Durch  die 
vier  Schnittpunkte  der  Geraden  dieser  beiden  Paare  gehen  nämlich,  wie 
oben  gezeigt  ist  (vgl.  Seite  305  f.),  auch  die  Geraden  des  dritten  Linien- 
paars JE,  F  hindurch. 

Die  angedeuteten  Multiplikationen  liefern  nun  aber  für  die  vier  Grund- 
punkte 

[ÄC],    [AB],    [BCl    [BB] 

die  folgenden  Ergebnisse.     Es  wird: 


oder  da  wegen  (21)  und  (25) 


das  heißt: 
(49) 


[B,B,]^hd„    [B,BJ=^bd„    [B,B,-]  =  U, 


(50) 
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ist,  SO  wird: 

[ÄC]  =  b |/n7— njl/nj  — ttg  d^  4-  )/%  —  t^  <?2  -  ViV^^s} 
[AD]  =  bj/ng-nifl/ns-nj  <?i  -  ^Hi  -  tis  (fg  +  V^^i  -  «i  ^3 1 
[5C^]  =  b  yiV-  «1  (  V'Hs  -  «2  <^i  -  yni  -  Hg  da  -  I/112  -^T  ^3 } 
.[.BD]  =  b  >/n2  -  Hl  { l/iv^  <?i  +  l/iti^  ¥3  d.,  +  j/its^lti  <?3 ) . 

Damit  sind  die  vier  Grundpunkte  [ÄC],  [AD],  [BG\,  [BD]  des  Kegel- 
schnittbüscliels  als  Vielfachensummen  der  drei  Ecken  d^  seines  gemein- 
samen Polardreiecks  dargestellt. 

Zwei  Hauptzalden  sind  Twnjugiert  komplex  oder  auch  entgegengesetzt 
rein  imaginär.  Wie  liegen  die  Komponenten  der  zugehörigen  konjugiert 
komplexen  Hauptpunkte?  Sind  zwei  Hauptzahlen  ttj  und  itg  eines  Kegel- 
schnittbüschels  konjugiert  komplex  oder  auch  entgegengesetzt  rein  ima- 
ginär, ist  also  etwa 

(51)  {n.  =  r  +  U 

iHg^r  — 1§,    wo 

(52)  §  +  0 

ist,  und  denkt  man  sich  die  dazugehörigen  Hauptpunkte  d^  und  d^  be- 
stimmt, so  sind  dieselben  ebenfalls  konjugiert  komplex^).     Es  sei  etwa 

(53)  \d,^k-U 

Die  dritte  Hauptzahl  Hg  ist  dann  reell,  ebenso  der  zugehörige  Hauptpunkt  d^. 
Wegen    der   Gleichungen   (19),    die   ebenso   gut   auch   für  komplexe 
Hauptpunkte  gelten,  wird  ferner 

\(k-\l)d^p\  =  0     und     \(k  -  \l)  •  d^q\  =  0 , 
[(Ä  +  iO  •  <?3P]  =  0     und     [{k  +  \l)-d^q\  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  aber  folgen  durch  Addition  und  Subtraktion  und 
nachfolgende  Division  mit  2  und  2i  die  Gleichungen: 

\\l-d,p\=0     und    \l-d,q\==0, 

welche  zeigen,  daß  die  „Komponenten^'  k  und  l  der  konjugiert  komplexen 
Hauptpunkte  des  Büschels  auf  der  gemeinsamen  Polare  des  reellen  Haupt- 
punktes fZg  hinsichtlich  der  beiden  Grundkurven  und  damit  überhaupt  hin- 
sichtlich sämtlicher  Kurven  des  Büschels  gelegen  sind.  Man  hat  also 
den  Satz: 


1)  Vgl.  hierzu  Band  1,  Seite  152  £F. 
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Satz  502:  Besitzt  ein  Kegelsclinittbüschel  zwei  konjugiert 
komplexe  Hauptzahlen,  so  liegen  die  Komponenten  der  zuge- 
hörigen konjugiert  komplexen  Hauptpunkte  auf  der  gemein- 
samen Polare  des  reellen  Hauptpunktes  hinsichtlich  sämtlicher 
Kurven  des  Büschels. 

Allgemeines  über  entartende  KegelscJinitthüschel.  Wir  gehen  nunmehr 
dazu  über,  den  in  unserer  Entwickelung  wiederholt  ausgeschlossenen  Fall 
eines  Büschels  von  lauter  zerfallenden  Kurven  zweiter  Ordnung  (vgl.  Seite 
297  ff.  und  Seite  301  ff.)  im  Zusammenhange  zu  behandeln.  Wir  wollen  ein 
solches  Büschel  als  ein  entartendes  Kegelschnittbüschel  bezeichnen^). 

Nach  dem  Begriff  eines  Kegelschnittbüschels  überhaupt  (vgl.  Seite  293) 
müssen  die  Polarsysteme  p  und  q  seiner  beiden  Grundkurven  linear  un- 
abhängig voneinander  sein.  Infolgedessen  kann  der  Ausdruck  j>  —  Qq  für 
ein  beliebiges  Polarsystem  eines  Kegelschnittbüschels  nicht  verschwinden, 
sondern  es  muß  für  jeden  Wert  von  g  die  Ungleichung  bestehen: 

(55)  p-QqJ^O. 

Diese  Ungleichung  wiederum  zeigt  mit  Rücksicht  auf  die  Sätze  429 
bis  431,  daß  die  Polarsysteme  eines  Kegelsclmittbüschels,  wenn  sie  über- 
haupt entarten,  höchstens  zweifach  entarten  können.  Sie  müssen  daher  eine 
eigentliche  (zerfallende  oder  nicht  zerfallende,  reelle  oder  imaginäre)  Pol- 
kurve besitzen,  und  die  Gleichung 

(56)  [^•x(p-Qq)]  =  0 

dieser  Polkurve  kann  nicht  etwa  durch  einen  jeden  beliebigen  Punkt  x 
der  Ebene  erfüllt  werden.  Dagegen  können  in  einem  Büschel  von  Polar- 
systemen sowohl  einfach  wie  zweifach  entartende  Polarsysteme  enthalten  sein. 
Nach  dieser  vorbereitenden  Bemerkung  frage  man  nach  den  Bedin- 
gungen für  das  Entarten  eines  Kegelschnittbüschels.  Zunächst  ist  klar: 
Damit  ein  Kegelschnittbüschel  aus  lauter  zerfallenden  Kurven  zweiter 
Ordnung  bestehe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Bedingungs- 
gleichung des  Entartens  des  Polarsystems  zweiter  Ordnung  p  —  Qq,  das 
heißt  die  Hauptgleichung  (16)  des  Kegelschnittbüschels,  für  beliebige 
Werte  von  11^=9  erfüllt  werde.  Nun  läßt  sich  nach  Seite  219  die  Haupt- 
gleichung des  Kegelschnittbüschels  auch  in  der  Form  schreiben: 

(57)  [(p  -  Qqf]  =  0 
oder  aufgelöst  in  der  Form: 

(58)  Ij>s]  -  Hlp'q]  +  H'[PQ']  -  9'M  =  0 . 

Und  eine  solche  Gleichung  dritten  Grades  in  g  wird  dann  und  nur  dann 

1)  Vgl.  zum  Folgenden:  Heffter  und  Köhler,  Lehrbuch  der  analytischen  Geo- 
metrie, Bd.  1,  Leipzig  und  Berlin,  1905,  S.  314  ff. 
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für  jeden   Wert  von  g   befriedigt  werden  können,  wenn  ihre   sämtlichen 

Koeffizienten  verschwinden,  das  heißt,  wenn  nicht  nur  die  Gleichungen 

(59)  M  =  0     und     (60)        [q^]  =  0 

erfüllt  werden,   welche  aussagen,  daß   die  beiden   Grundkurven  zerfallen, 

sondern  zugleich  auch  die  beiden  Gleichungen  bestehen: 

(61)  [p'q]-0    und     (62)     [pc/]  =  0, 

und  man  hat  den  Satz: 

Satz  503:  Ein  Kegelschnittbüschel  p  —  Qq  entartet  dann  und 
nur   dann,   das  heißt,   es  besteht  dann  und   nur  dann  aus  lauter 
zerfallenden  Kurven  zweiter  Ordnung,  wenn  nicht  nur  die  Be- 
dingungen 
(59)  !>']  =  0     und    (60)        [q^]  =  0 

für  das  Zerfallen  der  beiden  Grundkurven  p  und  q  des  Büschels 
erfüllt  werden,  sondern  außerdem  noch  die  Gleichungen  gelten: 

(61)  [p'q]  =  0     und    (62)     [pq']  =  0. 

Ein  Kegelschnittbüschel,  dessen  Grundkurven  zwei  doppeltzählende  Ge- 
raden sind.  Die  Bedingungen  des  Satzes  503  für  ein  entartendes  Kegel- 
schnittbüschel werden  sicher  befriedigt,  wenn  die  Polarsysteme  zweiter 
Ordnung  p  und  q  der  beiden  Grundkurven  zweifach  entarten,  wenn  also 

(63)  [p^  =  0     und     (64)  jo  +  0     und  ebenso 

(65)  M  =  0     und     (66)  g  +  0. 

Ein  Kegelschnittbüschel,  dessen  Grundkurven  zwei  (voneinander  verschie- 
dene) doppeltzählende  Geraden  sind,  besteht  also  aus  lauter  zerfallenden 
Kurven  zweiter  Ordnung. 

Es  läßt  sich  aber  weiter  zeigen,  daß  jene  beiden  Grundkurven  auch 
die  einzigen  doppeltzählenden  Geraden  eines  solchen  Büschels  sind.  Über 
die  Art  des  Zerfallens  der  Polkurve  eines  beliebigen  Polarsystems  p  —  %q 
des  Büschels  entscheidet  nämlich  das  Verschwinden  oder  Nichtverschwinden 
des  kombinatorischen  Quadrats 

Für  dieses  aber  erhält  man  die  Darstellung: 

(67)  [(p  -  Qqf]  =  [p^  -2Qlpq-]  +  Q'[q'] . 

Setzt  man  daher  für  die  folgenden  Schlußfolgerungen  noch  voraus,  daß 

(68)  9=4=0     und     (69)     g  +  oo 

sei,  wodurch  nur  die  Polarsysteme  p  und  q  der  beiden  Grundkurven  von 
der  Betrachtung  ausgeschlossen  werden,    die  ja  nach  der    Voraussetzung 
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zweifach  entarten,  so  verkürzt  sich  zunächst  die  Gleichung  (67)  wegen 
(63)  und  (65)  (vgl.  auch  (69))  zu: 

(70)  [(p-9^)']  =  -2gbg]-, 

und  da  hierin  ferner  nach  (68)  g  nicht  verschwindet,  so  kommt  es  für 
die  Art  des  Zerfallens  einer  jeden  von  den  Grundkurven  verschiedenen 
Kurve  des  Büschels  nur  auf  den  Wert  des  kombinatorischen  Produktes 
[pq]  an.  Wir  werden  zeigen,  daß  dieses  Produkt  für  zwei  voneinander 
linear  unabhängige  zweifach  entartende  Polarsysteme  zweiter  Ordnung  p 
und  q  von  Null  verschieden  ist,  während  es  verschwindet,  sobald  diese 
beiden  zweifach  entartenden  Polarsysteme  zweiter  Ordnung  in  einer  Zahl- 
beziehung stehen. 

Das  Letztere  leuchtet  sofort  ein;  denn  ist  etwa 

(71)  q  =  tp. 

unter  !  eine  Zahlgröße  verstanden,  so  wird 

[pq]==[p-tp]  =  t[p^], 
das  heißt  wegen  (63) 

(72)  lpq]  =  0. 

Etwas  mehr  Mühe  macht  der  Nachweis,  daß  auch  umgekehrt  zwei 
zweifach  entartende  Polarsysteme  zweiter  Ordnung  p  und  q  nur  dann  der 
Gleichung  (72)  genügen  können,  wenn  zwischen  ihnen  eine  Zahlbeziehung 
von  der  Form  (71)  besteht.     Sind 

\B==^,E^+fd,E,+  ^,E, 

zwei  von  NuU  verschiedene  Stäbe  der  beiden  doppeltzählenden  Geraden, 
welche  die  Polkurven  der  beiden  Polarsysteme  p  und  q  bilden,  so  ge- 
statten nach  Satz  426  die  beiden  Brüche  p  und  q  die  Darstellung: 

a^A,  a^A,  a^A 
I  iJ  =^ 

(74) 


q 


\B,  h,B,  b,B 


wobei  die  Zahlfaktoren  q,.  und  b^.  beziehlich  den  Ableitzahlen  %.  und  SS^ 
der  Stäbe  Ä  und  J5  proportional  sind,  wo  also  die  Proportionen  bestehen: 

Nach  Seite  151  besitzt  aber  das  kombinatorische  Produkt  [pq]  den 
Wert: 

(76)     [pq]  =  ^("^^«  —  ^3^«^^^-^]^  iCQs&i  — Qi^8)[-^-g].  i(ttibä-Q2^i)[^-S] . 

L^s^sJ»  [^s^iJ«  [^1^2] 
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Die  Gleichung  (72)  wird  daher  erstens  befriedigt  werden  können,  wenn 

(77)  [AB]  =  0 
oder,  was  dasselbe  ist,  wenn 

(78)  B  =  ^Ä 

ist,  wo  ^  eine  Zahlgröße  bedeutet,  zweitens  aber,  wenn  die  Proportion 
besteht: 

(79)  Qi  :  0,2  :  O3  =  bj  :  bg  :  bj . 

Diese  wiederum  ist  wegen  (75)  gleichbedeutend  mit  der  Proportion 

(80)  ^,:%,:%,  =  ^,:^,'-^z, 

welche  wegen  (73)  genau  so  wie  die  Gleichung  (78)  besagt,  daß  sich  die 
Stäbe  B  und  Ä  voneinander  nur  um  einen  Zahlfaktor  unterscheiden  können. 

Setzt  man  aber  den  Wert  (78)  in  die  zweite  Gleichung  (74)  ein  und 
berücksichtigt  zugleich  die  Proportion  (79),  so  sieht  man,  daß  die  Glei- 
chung (71)  auch  die  einzige  Lösung  der  Gleichung  (72)  darstellt,  und  man 
hat  den  Satz: 

Satz  504:  Das  kombinatorische  Produkt  [pq\  zweier  zweifach 
entartenden  Polarsysteme  zweiter  Ordnung^  und  q  verschwindet 
dann  und  nur  dann,  wenn  sich  diese  beiden  Polarsysteme  von- 
einander nur  um  einen  Zahlfaktor  unterscheiden. 

Für  zwei  linear  unabhängige  zweifach  entartende  Polarsysteme  zweiter 
Ordnung  p  und  q  ist  daher  notwendig 

(81)  [pq\^0 
und  somit  wegen  (70)  auch 

(82)  [Cp-9(/)"]4=0, 

vorausgesetzt,  daß  g  =f=  0  und  g  4=  c»  ist.  Die  beiden  Ausnahmefälle  g  =  0 
und  g  =  00  des  Parameters  g  entsprechen  dabei  den  Polarsystemen  p  und  q 
der  beiden  Grundkurven. 

Nach  dem  Satze  429  aber  sagt  die  Ungleichung  (82)  aus,  daß  die 
Polarsysteme  des  Büschels  mit  Ausnahme  derer  der  beiden  Grundkurven 
einfach  entarten. 

Dieses  Ergebnis  läßt  sich  mit  dem  auf  Seite  311  gewonnenen  zu  dem 
Satze  zusammenfassen: 

Satz  505:  Entarten  die  Polarsysteme  zweiter  Ordnung  p  und 
q  der  beiden  Grundkurven  eines  Kegelschnittsbüschels  p  —  g^ 
zweifach,  so  entartet  das  ganze  Kegelschnittbüschel;  jedoch  ent- 
arten alle  Polarsysteme  des  Büschels  mit  Ausnahme  derjenigen 
der  beiden  Grundkurven  einfach. 

Um  endlich  über  die  Lage  der  Linienpaare  Aufschluß  zu  erhalten, 
welche  die  Polkurven  der  Polarsysteme  des  Büschels  bilden,  bemerke  man 
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zunächst,  daß  sie  alle  den  Schnittpunkt  s  derjenigen  Geraden  A  und  B 
zum  Doppelpunkte  haben,  die  doppeltzählend  die  Grundkurven  des  Büschels 
darstellen.  In  der  Tat  ist  ja  dieser  Punkt  s  sowohl  zu  p  wie  zu  q  apolar; 
das  heißt,  es  bestehen  die  Gleichungen: 

(83)  si?  =  0     und     (84)     sg  =  0. 

Aus  ihnen  aber  folgt  durch  lineare  Verknüpfung  für  beliebige  Werte  von 

g  die  Gleichung 

(85)  S(p-Qq)  =  0, 

welche  zeigt,  daß  der  Punkt  s  zu  jedem  Polarsysteme  p  —  Qq  des  Büschels 

apolar  ist,  daß  er  also  der  Doppelpunkt 
eines  jeden  Linienpaares  des  Büschels 
ist  (vgl.  Fig.  124). 

Sind  jetzt  weiter  t  und  u  zwei 
von  s  verschiedene  Punkte,  die  bezieh- 
lich  den  doppeltzählenden  Geraden  p 
und  q  angehören,  oder  was  dasselbe 
ist,  die  beziehlich  zu  den  Polarsystemen 
p  und  q  apolar  sind,   so  daß  also 

(86)      tp  =  0       und       (87)      uq  =  0 

ist,  so  frage  man  nach  den  Schnitt- 
punkten der  Geraden  [tu]  mit  der  Pol- 
kurve eines  beliebigen  Polarsystems 
p  —  Qq  des  Büschels.     Ist 

(88)  x^t-\-\)u 

ein  solcher  Schnittpunkt,  so  besteht 
für  ihn  die  Gleichung 

-  9^)]  =  0 


Fig.  124. 


[x  '  x{p 
oder  wegen  (88)  die  Gleichung 

die  man,  wenn  man  die  beiden  ersten  runden  Klammern  auflöst,  auch  in 
der  Form  schreiben  kann: 

(89)     it .  t{p  -  9^)]  +  2t)p  .  u{p  -  gg)]  +  \)\u  •  u{p  -  Qq)]  =  0. 

Die  so  gewonnene,  in  1^  quadratische  Gleichung  liefert  für  den  Parameter  ^ 
des  Punktes  x  zwei  Werte  l^^  und  l^gi  ^^^  diese  sind  offenbar  entgegen- 
gesetzt gleich,  da,  wie  man  sofort  sieht,  der  Koeffizient  von  2!^  in  der 
Gleichung  (89)  verschwindet.     In  der  Tat  wird  wegen  (86)  und  (87)  für 
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beliebige  Werte  von  g  das  Produkt: 

(90)  [t '  u(p  -  Qq)]  =^[t-up]-Q[t-  uq]  =  [w  •  tjy]  -%[t-uq]  =  0. 
Vereinfacht  man  daher  wieder  die  Bezeichnung  und  setzt: 

{)i  -=  ^,     so  wird     !^j  =  —  ^, 

und  man  erhält  somit  für  die  beiden  Schnittpunkte  x^  und  x^  der  Geraden 
[tii]  mit  dem  Linienpaar  p  — g  q  die  Werte: 

(91)  x^  =  t-\-f)u     und     x^  =  t  —  l^M, 

welche  zeigen,  daß  die  Punkte  x^  und  x^  zu  den  Punkten  t  und  u  der 
doppeltzählenden  Geraden  p  und  q  harmonisch  liegen.  Die  beiden  Ge- 
raden des  Linienpaares  p  —  ^q  bilden  daher  mit  den  beiden  doppelt- 
zählenden Geraden  p  und  q  des  Büschels  einen  harmonischen  Strahlwurf, 
und  die  Gesamtheit  aller  Linienpaare  p  —  o,q  des  Büschels  stellt  somit 
eine  hyperbolische  Strahlinvolution  dar,  die  die  doppeltzählenden  Geraden 
p  und  q  des  Büschels  zu  Doppelstrahlen  hat.     Darin  liegt  der  Satz: 

Satz  506:  Ein  Kegelschnittbüschel,  dessen  Grundkurven  durch 
zwei  doppeltzählende  Geraden  gebildet  werden,  ist  identisch  mit 
derjenigen  hyperbolischen  Strahlinvolution,  deren  Doppel- 
strahlen jene  doppeltzählenden  Geraden  sind. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung  [pq^]  =  0,  für  den  Fall,  wo 
q  einfach  entartet,  und  das  dualistisch  Entsprechende.  Ist  q  ein  einfach 
entartendes  Polarsystem  zweiter  Ordnung  und  &  der  Doppelpunkt  des  zu- 
gehörigen Linienpaares,  so  ist  nach  Satz  420  (vgl.  auch  Seite  207) 

(92)  bq  =  0. 

Um  dann  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung 

(62)  [pq^  =  0 

zu  finden,  setze  man  voraus,  daß  der  Doppelpunkt  b  des  Linienpaares  q 
mit  den  Ecken  e^  und  e^  des  Fundamentaldreiecks  nicht  in  einer  geraden 
Linie  liege.  Dann  läßt  sich  nach  den  Gleichungen  (43)  bis  (46)  des  30.  Ab- 
schnitts die  Gleichung  (62)  auch  in  der  Form  schreiben: 

[be^e^  '  pq^  =^  0 
oder  in  der  Form: 

\bp  '  e^q  •  e^q]  +  [e^p  •  e^q  •  bq]  +  [e^p  •  bq  -  e^q]  =  0; 
und  diese  reduziert  sich  wegen  (92)  auf: 

(93)  [bp  ■  e^q  •  e^q]  =  0. 

Nach  dem  Satze  420  gehen  nun  aber  die  Polaren  e^q  und  e^q  der  Punkte 
e^  und  Cg  in  bezug  auf  q  durch  den  Doppelpimkt  b  von  q  hindurch  und 
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sind  außerdem  voneinander  verschieden,  da  e^  und  e^  nicht  mit  &  in  einer 
Geraden  liegen.     Es  ist  daher 

wo  %  eine  nicht  verschwindende  Zahlgröße  ist.  Die  Gleichung  (93)  ver- 
kürzt sich  also  zu: 

(94)  L&  •  &i>]  =  0 

und  sagt  in  dieser  Form  aus,  daß  der  Doppelpunkt  &  von  g  auf  der  Pol- 
kurve von  p  liegt,  wobei  vorausgesetzt  ist,  daß  die  Gleichung  (94)  nicht 
identisch  erfüUt  wird,  daß  also  j?  ein  eigentliches  Polarsystem  ist. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  507:  Ist  gr  ein  einfach  entartendes  und  p  ein  beliebiges 
eigentliches  Polarsystem  zweiter  Ordnung,  so  sagt  die  Gleichung 

(62)  [2>«T=0^) 

aus,  daß  der  Doppelpunkt  des  Linienpaares,   das   die  Polkurve 
von  q[  bildet,  auf  der  Polkurve  von  p  liegt;  und  umgekehrt,  so- 
bald dies  der  Fall  ist,  wird  die  Gleichung  (62)  befriedigt. 
Ebenso  beweist  man  den  dualistisch  entsprechenden  Satz: 
Satz  508:  Ist  Q  ein  einfach  entartendes  und  JP  ein  beliebiges 
eigentliches  Polarsystem  zweiter  Klasse,  so  sagt  die  Gleichung 

(95)  [JPÖ^]  =  0^) 

aus,  daß  der  Träger  des  Punktpaars,  das  die  Polarkurve  von  Q 
bildet,  die  Polarkurve  von  J?  berührt;  und  umgekehrt,  sobald 
dies  der  Fall  ist,  wird  die  Gleichung  (95)  befriedigt. 

Die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung   [i?^''^]  ==  0  für  den  Fall, 
wo  p   einfach   oder  zweifach  entartet,  und  das  dualistisch  Entsprechende. 
Der  Satz  507  gab  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung 
(62)  [pq^]  =  0 

in  dem  Falle,  wo  das  zweite  in  ihr  auftretende  Polarsystem  q  einfach  ent- 
artet. Man  erhält  eine  wichtige  Ergänzung  des  Satzes,  wenn  man  die 
Bedeutung  der  Gleichung  (62)  in  dem  Falle  aufsucht,  wo  das  erste  in  ihr 
vorkommende  Polarsystem  p  einfach  entartet,  wo  also  die  Polkurve  von 
p  ein  Linienpaar  ist,  während  wir  von  dem  Polarsystem  q  voraussetzen 
wollen,  daß  es  nicht  gerade  mehrfach  entarte,  weil  sonst  [^^J  =  0  wäre, 
die  Gleichung  (62)  also  für  jeden  Wert  von  p  erfüllt  werden  würde. 


1)  oder  die  gleichwertige  Gleichung 

(62  a)  [g*i>]  =  o. 

2)  oder  die  gleichwertige  Gleichung 
(95a)  [ö*PJ  =  0. 


Abschnitt  35,  Gleichung  (94)  bis  (103).     Satz  507  und  508, 


317 


Um  die  Bedeutung  der  Gleichung  (62)  in  dem  angegebenen  Fall  zu 
finden,  verlege  man  die  Ecke  e^  des  Fundamentaldreiecks  in  den  Doppel- 
punkt des  Linienpaars  p,  so  daß 

(96)  e,p  =  0 

wird,  und  nehme  die  beiden  andern  Ecken  e^  und  e^  getrennt  von  dem 
Doppelpunkte  e^  auf  je  einer  von  den  beiden  Geraden  des  Linienpaars  p 
an  (vgl.  Fig.  125).  Dann  sind 
die  Polaren  dieser  beiden  Ecken 
in  bezug  auf  jp,  das  heißt  die  den 
Nennern  e^  und  e^  von  p  zugehö- 
rigen Zählerstäbe 

(97)  e^p  =  ^1    und    e^p  =  Ä^, 

nichts  anderes  als  zwei  von  Null 
verschiedene  Stäbe  der  beiden  be- 
ziehlich  durch  e^  und  e^  gehenden 
Geraden  des  Linienpaares  p,  und 
es  wird  zugleich 

(98)  ^i  =  Oi2JE^2     ^"^     ^8  =  021-^1  Fig.  125. 

wo    (vgl.    die  Bedingungsgleichungen    des  Polarsystems    in  Nr.  (50)    des 
31.  Abschnitts) 

(99)  a,,  =  021  +  0. 

Nun  geht  aber  die  Gleichung  (62),  die  man  auch  in  der  Form  schreiben 
kann: 

[e^e^e^  •  pq^  =  0 
wegen  (96)  über  in: 

(100)  [e^p  ■  e^q  ■  e^q]  +  [e^p  ■  e^q  •  e^q]  =  0; 

und  diese  Gleichung  verwandelt  sich,  wenn  man  die  Gleichungen  (97)  und 
(98)  verwertet  und  beachtet,  daß 


(101) 

ist,  in: 
(102) 


\[e^q-  e^q\  =  [CgeJ Q  =  E^Q 


Mit  Rücksicht  auf  (99)   und  die  zweite   Grundgleichung  des  Polar- 
systems (Gleichung  (118)  des  31.  Abschnitts)  nimmt  aber  diese  Gleichung 
die  Form  an: 
(103)  [E,-E,Q]  =  0, 

welche  zeigt,  daß  die  beiden   Geraden  E^   und  E^  des  Linienpaars  p  in 
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bezug   auf  Q   konjugiert    sind.     Man   hat    also    den  Satz   bewiesen   (vgl. 

Fig.  126): 

Satz  509:  Ist  p  ein  einfach 
entartendes  und  q  ein  nicht 
entartendes  oder  doch  höch- 
stens einfach  entartendes 
Polarsystem  zweiter  Ord- 
nung, so  besteht  die  Glei- 
chung 
(62)  [pq^]  =  0 

dann  und  nur  dann,  wenn 
die  Geraden  des  Linienpaars 
p  hinsichtlich  des  Polar- 
systems Q  =  \_q^  konjugiert 
sind. 

Ein  weiteres  Gegenstück  zu 
dem  Satze  507  erhält  man,  wenn 
man  nach  der  Bedeutung  der 
Gleichung 

(62)  [^q^-]  =  0 

in  dem  Falle  fragt,  wo  p  ein  zweifach  entartendes,  q  aber  ein  nicht  ent- 
artendes oder  höchstens  einfach  entartendes  Polarsystem  zweiter  Ordnung 
ist.     Man  setze  dazu 

(104)  i>  =  [!*']     und 

(105)  M  =  Q, 

wo  JP  ein  einfach  entartendes  Polarsystem  zweiter  Klasse  (vgl.  Satz  435) 
und  Q  doch  immer  noch  ein  eigentliches  Polarsystem  zweiter  Klasse  ist. 
Die  Gleichung  (62)  läßt  sich  dann  in  der  Form  schreiben: 

(106)  [F^Q]  =  0 

oder  nach  den  Gleichungen  (92)  des  30.  Abschnitts  in  der  Form: 

(107)  [QP^]  =  0. 

Diese  Gleichung  aber  zeigt  mit  Rücksicht  auf  den  Satz  508,  daß  der 
Träger  des  Punktpaars,  das  die  Polarkurve  von  jP  bildet,  die  Polarkurve 
von  Q  berührt.  Und  da  der  Träger  des  Punktpaars  P  nach  Satz  435 
mit  der  doppeltzählenden  Geraden  identisch  ist,  die  die  Polkurve  von  p 
bildet,  so  hat  man  den  Satz: 

Satz  510:  Ist  p  ein  zweifach  entartendes  und  q  ein  nicht  ent- 
artendes oder  doch  höchstens  einfach  entartendes  Polarsystem 
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zweiter  Ordnung,   so  wird  die  Gleichung 

(62)  [jpq'-]  =  0 

dann  und  nur  dann  erfüllt,  wenn  die  doppeltzählende  Gerade,  die 
die  Polkurve  von  p  bildet,  eine  Tangente  der  Polarkurve  von 
[q^]  ist. 

Ebenso  beweist  man  die  beiden  den  Sätzen  509  und  510  dualistisch 
entsprechenden  Sätze,  nämlich  die  Sätze: 

Satz  511:  Ist  J?  ein  einfach  entartendes  und  Q  ein  nicht  ent- 
artendes oder  doch  höchstens  einfach  entartendes  Polarsystem 
zweiter  Klasse,  so  besteht  die  Gleichung 

(95)  [POT  =  0 

dann  und  nur  dann,  wenn  die  Punkte  des  Punktpaars  JP  hin- 
sichtlich des  Polarsystems  q  =  [Q^]  konjugiert  sind.     Und: 

Satz  512:  Ist  I*  ein  zweifach  entartendes  und  Q  ein  nicht 
entartendes  oder  doch  höchstens  einfach  entartendes  Polar- 
system zweiter  Klasse,  so  wird  die  Gleichung 

(95)  [POT  =  0 

dann  und  nur  dann  erfüllt,  wenn  der  doppeltzählende  Punkt, 
der  die  Polarkurve  von  J*  bildet,  auf  der  Polkurve  von  [Q^]  liegt. 

Die  Grundkurven  eines  Kegelschnitthüschels  bestehen  aus  einer  doppelt- 
eöMenden  Geraden  und  einem  Linienpaar  oder  aus  zwei  Linienpaaren.  Unter 
welcher  Bedingung  entartet  das  Büschel?  Genügen  die  Polarsysteme  zweiter 
Ordnung  p  und  q  der  beiden  Grundkurven  eines  Kegelschnittbüschels 
den  Vergleichungen: 

[i>']==0,    [p«J  =  0,    pH=0, 

M  =  o,    [^«j  +  0, 

entartet  also  das  Polarsystem  p  zweifach,  das  Polarsystem  q  einfach,  so 
werden  von  den  vier  Bedingungsgleichungen  (59)  bis  (62)  für  das  Ent- 
arten des  Kegelschnittbüschels  p  —  %q  (vgl.  Satz  503)  die  ersten  drei 
Bedingungen  von  selbst  befriedigt.  Es  handelt  sich  also  nur  noch  um  die 
geometrische  Bedeutung  der  vierten  Bedingung  nämlich  der  Gleichung 
(62)  [pq^-\  =  0; 

und  diese  läßt  sich  aus  dem  Satze  507  entnehmen.  Denn  nach  ihm  sagt 
die  Gleichung  (62)  aus,  daß  der  Doppelpunkt  des  Linienpaares  q  auf  der 
doppeltzählenden  Geraden  p  liegt.  Dabei  kann  entweder  nur  der  Doppel- 
punkt 6  des  Linienpaars  q  auf  der  doppeltzählenden  Geraden  p  enthalten 
sein  (vgl.  Fig.  127), 
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oder  es  kann  eine  Gerade  des  Linienpaars  q  mit  der  doppeltzählenden 
Geraden  p  zusammenfallen  (vgl.  Fig.  128).     Man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  513:  Ein  Kegelschnittbüschel,  dessen  Grundkurven  aus 
einer  doppeltzählenden  Geraden  und  einem  Linienpaar  bestehen, 

entartet  dann  und  nur  dann,  wenn 
die  doppeltzählende  Gerade  durch  den 
Doppelpunkt  des  Linienpaars  hin- 
durchgeht. 


Fig.  127. 

Sind  jetzt  andererseits  die  beiden  CrrundJcurven  eines  Kegelschnitthüschels 
Linienpaare,  entarten  also  ihre  beiden  Polarsysteme  zweiter  Ordnung  p 
und  q  einfach  und  genügen  somit  den  Vergleichungen 

[p']  =  0,     M  +  0, 

so  sind  von  den  vier  Bedingungsgleichungen  (59)  bis  (62)  für  das  Ent- 
arten eines  Kegelschnittbüschels  p  —  Qq  (vgl.  Satz  503)  die  ersten  beiden 
Bedingungen  von  selbst  erfüUt.    Es  bleibt  also  nur  noch  die  geometrische 
Bedeutung  der  beiden  letzten  Bedingungen,  nämlich  der  Gleichungen 
(61)  [p^q]  =  0     und  (62)     [pq']  =  0 

zu  untersuchen. 

Man  bezeichne  dazu  den  Doppelpunkt  des  Linienpaars  p  mit  a  den- 
jenigen des  Linienpaares  q  mit  h,  dann  besagen  nach  dem  Satze  507  die 
Gleichungen  (61)  und  {Q2),  daß  der  Doppelpunkt  a  des  Linienpaars  p  auf 


Fig.  130. 


dem  Linienpaar  q   und   der  Doppelpunkt  h  des  Linienpaars  q  auf  dem 
Linienpaar  p  liegt.     Beides  zugleich  ist  nur  möglich,  wenn  enüveder  die 
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Doppelpunkte  der  beiden  Linienpaare  in  einen  Punkt  zusammenfallen  (vgl. 
Fig.  129),  oder  wenn  zwar  diese  Doppelpunkte  getrennt  liegen,  die  beiden 
Linienpaare  aber  eine  von  ihren  beiden  Linien  miteinander  gemein  haben 
(vgl.  Fig.  130). 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen: 

Satz  514:  Ein  Kegelschnittbüschel,  dessen  Grundkurven  aus 
zwei  Linienpaaren  bestehen,  entartet  dann  und  nur  dann,  wenn 
entweder  die  beiden  Linienpaare  ihre  Doppelpunkte  mitein- 
ander gemein  haben,  oder  wenn  zwar  diese  Doppelpunkte  ge- 
trennt liegen,  aber  ihre  Verbindungslinie  einem  jeden  von  den 
beiden  Linienpaaren  angehört. 

Unter  welcher  Bedingung  besitzt  die  Hauptgleichung  eines  Kegelschnitt- 
hüschels  eine  einfache  Wurzel,  eine  Doppelwurzel  oder  eine  dreifache  Wurzel 
Q  =  Qt?  Ersetzt  man  auf  der  linken  Seite  der  Hauptgleichung  eines 
Kegelschnittbüschels,  das  heißt  auf  der  linken  Seite  der  obigen  Gleichung: 
(57)  [{p  -  Qqf]  =  0, 

den  Parameter  g  des  Polarsystems  j)  —  Qq  durch  die  Summe 

(108)  9  =  9.  +  ^, 

so  erhält  man  für  den  Potenzwert  [(p  —  QqY]  des  Polarsystems  p  —  Qq  den 

Ausdruck: 

[{P  -  QQY]  =  [(i>  -  (Qt  +  ^)Qf]  =  [{(P  -  9.^)  -  ^qY] 
oder  die  Darstellung 

[{p  -  mf]  =  [{p  -  mY]  -  m{p  -  mYo] 


^^^^^        '        -\-n'[{p-Q^QW]-nQ'i 

Diese  zeigt  mit  Rücksicht  auf  (108),  daß  die  Hauptgleichung  des  Kegel- 
schnittbüschels, das  heißt  die  Gleichung 
(57)  [{p  -  Qqf]  =  0, 

ebenso  oft  die  Wurzel  9  =  9^  aufweist,  wie  die  Gleichung 
(110)     [(p  -  Q,qy]  -  mip  -  Q,qyq]  +  3^'[{p  -  Q,q)q'\  -  ^'[q']  =  0 
die  Wurzel  l§  =  0  darbietet.     Darin  liegt  der  Satz : 
Satz  515:  Die  Hauptgleichung 

[{p  -  m)']  =  0 

eines  Kegelschnittbüschels  besitzt  dann  und  nur  dann  eine  ein- 
fache Wurzel  g  =  g^  wenn 

[{p-my]=^>     aber     [(j?  -  g,g)^(?)  4=  0 

ist,  dagegen  eine  Doppelwurzel  g  =  g<  dann  und  nur  dann,  wenn 

[(p-mf]=0   und    [{p-myQ]  =  0,   aber   [{p-mWl^O 

Grafimann:  Projektire  Geometrie  d.  Ebene.   II.  21 
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ist,  endlich  dann  und  nur  dann  eine  dreifache  Wurzel  g  =  g^, 
wenn  gleichzeitig 

[(P  -  9.^)']  =  0,     [(jp  -  g,g)'g]  ==  0     und     {{p-^mW]-^ 
ist. 

Die  Hauptgleichung  des  KegelscJinittbüscJiels  hat  eine  Doppdwurzel. 
Sind  von  den  drei  Wurzeln  g^  der  Hauptgleichung  eines  Kegelschnitt- 
büschels, oder  wie  wir  oben  sagten,  von  den  HaupUahlen  des  Kegelschnitt- 
hüschels,  zwei  einander  gleich,  wahrend  die  dritte  von  diesen  beiden  ver- 
schieden ist,  ist  also  etwa 
(111)  9i  +  92  =  93, 

das  heißt,  ist  g^  eine  einfache,  Q^  ==  93  ^^*^^  Doppelwurzel  der  Haupt- 
gleichung (57)  des  Kegelschnittbüschels,  so  sind  in  dem  Büschel  nur  die 
beiden  entartenden  Polarsysteme  zweiter  Ordnung  p  —  Q^Q  und  p  —  Q^Q^ 
enthalten,  und  es  ist  nach  dem  Satze  515 

[(p-QiQy]  =  0,     aber     [(i>  -  9ig)'g]  +  0, 

woraus  noch  folgt,  daß  auch 

[(i>-9iQ')']4=0 

ist,  so  daß  nach  dem  Satze  429  das  Polarsystem  zweiter  Ordnung  p  —  Qi^ 
einfach  entartet. 

Andererseits  ist  wieder  nach  dem  Satze  515 

Kp  -  Q^qY]  =  0     und  zugleich     [{p  -  Q^qyq]  =  0. 

Die  letztere  Gleichung  aber  kann  sowohl  dann  erfüllt  werden,  wenn 

[{p-My]^o 

ist,  das  Polarsystem  zweiter  Ordnung  p  —  ^^^  somit  einfach  entartet,  wie 
auch  dadurch,  daß 

[{p-%,^y]-^ 

ist.  In  diesem  Falle  entartet  das  Polarsystem  zweiter  Ordnung  p  —  Q^Q 
zweifach. 

Wir  behandeln  zuerst  den  ersten  von  den  beiden  genannten  Unter- 
fällen, den  FaU.  also,  wo  die  sechs  Vergleichungen  bestehen: 

\n2)[ip-Q,qy]   =0, 

(113)  Kp-Q,qy]     4=0, 
1(114)  [ip-Q,qyq]^0, 

Von  ihnen  besagen  die  vier  Vergleichungen  (112)  und  (113),  (115) 
und  (116),  daß  die  Polkurven  der  beiden  Polarsysteme  zweiter  Ordnung 
p  —  Qj^q  und  p  —  Q^q  zwei  Linienpaare  sind,  ihre  Doppelpunkte  seien 
bezeichnet  mit  d^^  und  d,2J  während  die  Gleichung  (117)  nach  dem  Satze 


(115)  [{p  -  mY]    =  0, 

(116)  [(p-Q,qy]     +0, 

(117)  [{p-MyQ]-0. 


Abschnitt  35,  Gleichungen  (111)  bis  (117).     Satz  515. 
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507  zeigt,  daß  der  Doppelpunkt  d^  von  i>  — 92^  auf  der  Polkurve  von  q 
liegt.  Dann  aber  muß  er  nach  dem  Satze  497  auch  auf  einer  Geraden 
des  Linienpaars  p  —  Q^q  enthalten  sein.  Doch  darf  er  wiederum  nicht 
mit  dessen  Doppelpunkt  d^  zusammenfallen,  weil  sonst  nach  Satz  507 
die  Gleichung  bestehen  müßte: 

[(i>-9i^)^3]  =  0, 

die  der  Ungleichung  (114)  widerspricht.  Hieraus  folgt  nebenbei,  daß  das 
Linienpaar  p  —  Q^q  reell  sein  muß.  Andererseits  kann  der  Doppelpunkt 
d^  des  Linienpaars  p  —  Q^q  auch  überhaupt  nicht  einer  Geraden  des 
Linienpaars  p  —  Q2Q  angehören;  denn  sonst  müßte  er  dem  Satze  497  zu- 
folge auch  auf  der  Polkurve  von  q  liegen,  und  das  ist  nach  dem  Satze 
507  durch  die  Ungleichung  (114)  ausgeschlossen. 

Die  beiden  Linienpaare  p  —  Qiq  und  p  —  Qg^  liegen  somit  in  der 
Weise  zueinander,  daß  der  Doppelpunkt  d^  von  jy  —  Q^Q  einer  der  beiden 
Geraden  des  Linienpaars  j>  —  Qi^gr  angehört,  ohne  mit  dem  Doppelpunkt 
von  p  —  Q^q  zusammenzufallen,  und  ohne  daß  eine  Gerade  des  einen 
Linienpaars  mit  einer  Geraden  des  anderen  identisch  wäre  (vgl.  Fig.  131). 
In  den  Doppelpunkt 
d^  fallen  dann  zwei 
Grundpunkte  des 
Büschels  zusammen, 
und  es  berühren  sich 
daher  in  ihm  sämt- 
liche Kurven  des 
Büschels.  Die  ge- 
meinsame Tangente 
aller  Kurven  des 
Büschels  in  diesem 
Punkte  ist  dabei  die 
Verbindungslinie  der 
beiden  Doppelpunkte 
dl  und  d^.  Die  beiden 
andern  Grundpunkte  sind  die  Schnittpunkte  der  beiden  Geraden  des 
Linienpaars  p  —  Q^q  mit  der  nicht  durch  d^  gehenden  Geraden  des  Linien- 
paars p  —  Qiq.  Sie  werden  konjugiert  komplex,  sobald  das  Linienpaar 
p  —  Q2Q  konjugiert  komplex  ist. 

Der  zweite  Unterfall  unterscheidet  sich  von  dem  soeben  behandelten 
dadurch,  daß  in  der  Vergleichung  (116)  an  Stelle  des  üngleichheits- 
zeichens  das  Gleichheitszeichen  getreten  ist,  so  daß  also  die  sechs  Ver- 
gleichungen  erfüllt  werden: 

21* 


P-Si  1 


Flg.  131. 


(121)  [{p-mY]    =0, 

(122)  [(p-mY]     =0, 

(123)  [{p  -  Q,qyq]  =  0, 
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((118)  lip-Mf]    =0, 

(119)  Kp-mY]    +0, 

(120)  [(p-Q,qYq]^o, 

wobei  jetzt  die  Gleichungen  (121)  und  (123)  eine  Folge  der  Gleichung 
(122)  sind.  Die  vier  Vergleichungen  (118)  und  (119),  (121)  und  (122) 
sagen  dabei  aus,  daß  die  Polkurve  des  Polarsystems  zweiter  Ordnung 
p  —  QiQ  ein  Linienpaar,  diejenige  des  Polarsystems  p  —  Q^q  eine  doppelt- 
zählende  Gerade  ist.  Und  dieser  doppeltzählenden  Geraden  kann  nicht 
etwa  der  Doppelpunkt  des  Linienpaars  J)  —  Qiq  angehören,  weil  sonst 
nach  dem  Satze  507  die  Gleichung  gelten  müßte: 

(t)  [ip-MY(P-M)]-0. 

Diese  aber  verträgt  sich  nicht  mit  der  Ungleichung  (120)-,  denn  aus  der 
Gleichung  (118)  und  der  Gleichung  (f)  würde  durch  Subtraktion  die 
Gleichung  folgen: 

(92-9i)[(P-9i^)'^]  =  0, 
die  sich  wegen  (111)  auf  die  mit  (120)  in  Widerspruch  stehende  Gleichung 

[(i>-9i^)'9']  =  0 
reduziert. 

Ist  das  Linienpaar  p  —  Qiq  reeU,  so  fallen  in  jeden  von  seinen  beiden 

Schnittpunkten  mit  der 
doppeltzählenden  Ge- 
raden p  —  Q^Q  zwei 
Grundpunkte  des  Bü- 
schels zusammen,  und 
~^i^  es  berühren  sich  daher 
in  diesen  beiden  Punk- 
ten sämtliche  Kurven 
des  Büschels  und  haben 
in  ihnen  die  Geraden 
des  Linienpaars  j> — Q^q 
zu  Tangenten  (vgl. 
Fig.  132). 


mg.  132. 


Die  Hauptgleichung  des  Kegelschniübüschels  hat  eine  dreifache  Wurzel. 
Sind  alle  drei  Hauptzahlen  g^  des  Kegelschnittbüschels,  das  heißt  alle 
drei  Wurzeln  seiner  Hauptgleichung,  einander  gleich,  ist  also 

(124)  9i  =  92  =  93 

eine  dreifache  Wurzel  der  Hauptgleichung  des  Kegelschnitibüschels ,   so   ist 

in  dem  Büschel  nur  ein  einziges  entartendes  Polarsystem  zweiter  Ordnung 
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P  —  Qid  ßnt^cili^n,  und  es  ist  nach  dem  Satze  515 

[{P  -  Mf]  =  0.       [(P  -  M)y^  =  0,        [{p  -  Q,q)r/]  =  0. 
Dabei  setzen   wir  voraus,   daß    das   Polarsystem  q  von   dem   entartenden 
Polarsystem  p  —  QiQ   räumlich  verschieden  sei. 

Es  ergeben  sich  dann  wieder  zwei  Unterfälle,  je  nachdem 
[(l>-9i«)']  +  0     oder     [(i>  -  g^gy]  =  0 
ist,  je  nachdem    also   die  Polkurve  des  entartenden  Polarsystems   zweiter 
Ordnung  p  —  ^^q   ein   Linienpaar   oder  eine   doppeltzählende  Gerade  ist. 
In  dem   ersten  von  diesen  beiden    Unterfällen   bestehen   demnach   die 
vier  Vergleichungen 

(125)  \_{p  -  Mf]  =  0,  (126)  [(p  -  9,  q)^  4=  0, 

(127)  [(i>  -  g,r/)«g]  =  0,  (128)  {{p  -  g, q)q']  =  0. 

Von  ihnen  besagen  die  Vergleichungen  (125)  und  (126),  daß  die 
Polkurve  des  Polarsystems  zweiter  Ordnung  p  —  o^^q  ein  Linienpaar  ist. 
Ferner  zeigt  die  Gleichung  (127)  nach  dem  Satze  507,  daß  der  Doppel- 
punkt d  dieses  Linienpaars  der  Polkurve  von  q  angehört;  und  endlich 
sagt  nach  Satz  509  die  Gleichung  (128)  aus,  daß  die  beiden  Geraden  des 
Linienpaars  p  —  ^^q,  sie  mögen  heißen  A  und  B,  hinsichtlich  des  Polar- 
systems Q  =  [^*]  konjugiert  sind. 

Nun  können  die  beiden  Geraden  A  und  B,  da  sie  voneinander  ver- 
schieden sind  und  sich  in  einem  Punkte  der  Kurve  q  schneiden,  nicht 
beide  Tangenten  der  Kurve  q  sein. 
Aber  man  sieht  sofort,  daß  doch 
eine  von  ihnen  eine  Tangente  von 

q    sein   muß.      Denn    setzen   wir        ^     ^ 

P—  9  9 
voraus,    daß   B  nicht    eine    Tan-  "'  / 

gente    von    q    sei,    so   folgt   aus 

dem  Konjugiertsein  von  A  und  B 

hinsichtlich  Q,  daß  A  durch  den 

Pol   BQ   von  -B  hinsichtlich    Q 

geht    (vgl.   Fig.  133).     Und   nach    dem    Satze  370  liegt    dieser   Pol  BQ, 

da  die  Gerade  B  durch  den  Punkt  d  der  Polkurve  von  q  geht,  auf  der 

Polare  dq  von  d  in  bezug  auf  q,  das  heißt  auf  der  Tangente  im  Punkte  d 

an  die  Kurve  q  gezogen.    Überdies  ist  jener  Pol  BQ  von  d  verschieden, 

da  nach  der  Voraussetzung  B  keine  Tangente  von  q    ist.     Daraus   aber 

folgt,   weil  A  außerdem  durch  d  geht,   daß  A   mit  der  Tangente  von  q 

im  Punkte  d  identisch  ist. 

Li  den  Punkt  d  fallen  dann  übrigens  drei  Grundpunkte  des  Kegel- 
schnittbüschels   zusammen;    denn  die  Kurve  q    hat   mit  dem   Linienpaar 
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p  —  ^iQt  an  der  Stelle  d  drei  Punkte  gemein,  die  beiden  unendlich  be- 
nachbarten Schnittpunkte  der  Kurve  q  mit  ihrer  Tangente  A  und  den 
einen  Schnittpunkt  der  Kurve  q  mit  der  Geraden  JB;  der  vierte  Grund- 
punkt des  Büschels  ist  der  andere  Schnittpunkt  s  der  Kurve  q  mit  der 
Geraden  B.  Das  Kegelschnittbüschel  besteht  somit  aus  der  Gesamtheit 
der  Kurven  zweiter  Ordnung,  die  durch  den  Punkt  s  gehen  und  in  dem 
Punkte  d  mit  der  Kurve  q  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  (Oskulation) 
aufweisen,  das  soll  heißen,  an  der  Stelle  d  drei  unendlich  benachbarte 
PunMe  miteinander  gemein  haben.  Die  Kurven  haben  also  in  dem  Punkte 
d  nicht  nur  dieselbe  Tangente  Ä,  sondern  auch  denselben  Krümmungs- 
kreis wie  die  Kurve  q.  Dadurch  wird  es  insbesondere  bedingt,  daß  sich 
die  Kurven  des  Büschels  an  der  Berührungsstelle  zugleich  durchsetzen. 

In  dem  zweiten  der  oben  charakterisierten  Unterfälle  bestehen  die  vier 
Gleichungen: 

(129)  [{p  -  Q,qy]  =  0,  (130)  [(p  -  Q.qf]  =  0, 

(131)  [(p  -  Q.qfq]  =  0,  (132)  [(p  -  Q,q)q']  =  0, 

während  wie  bei  jedem  Kegelschnittbüschel 

(133  P-Q,q=¥0 

ist.  Diesmal  sind  dabei  zwei  von  den  vier  Bedingungsgleichungen  (129) 
bis  (132)  bereits  eine  Folge  einer  der  beiden  andern,  nämlich  die  Glei- 
chungen (129)  und  (131)  eine  Folge  der  Gleichung  (130),  und  diese  letztere 

Gleichung  besagt  zusammen  mit  der  Unglei- 
chung (133),  daß  die  Polkurve  von  p  —  Q^q 
eine  doppeltzählende  Gerade  ist.  Es  bedarf 
also  nur  noch  die  Gleichung  (132)  einer 
geometrischen  Deutung,  die  sich  übrigens 
sofort  aus  dem  Satze  510  entnehmen  läßt. 
Denn  nach  diesem  Satze  zeigt  die  Gleichung 
(132),  daß  die  doppeltzählende  Gerade,  die 
die  Polkurve  von  p  —  Q^q  bildet,  eine  Tangente  der  Polarkurve  von  [q^] 
ist   (vgl.  Fig.  134).     Ihr  Berührungspunkt  heiße  d. 

In  diesen  Punkt  d  sind  dann  aUe  vier  Grundpunkte  des  Büschels  zu- 
sammengerückt, indem  ja  jede  von  den  beiden  zusammenfallenden  Tan- 
genten zwei  Punkte  mit  der  Kurve  q  gemein  hat.  Das  Kegelschnitt- 
büschel besteht  somit  aus  der  Gesamtheit  der  Kurven  zweiter  Ordnung, 
die  in  dem  Punkte  d  eine  Berührung  dritter  Ordnung  mit  der  Kurve  q 
haben,  die  also  an  der  Stelle  d  vier  unendlich  benachbarte  PunTäe  mit  der 
Kurve  q  gemein  haben,  woraus  noch  folgt,  daß  sich  die  Kurven  an  der 
Berührungsstelle  nicht  durchsetzen. 
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Abschnitt  36. 
Die  Kegelschnittschar. 

Begriff"  einer  Kegelschnittschar.  Die  für  das  Kegelsclinittbüscliel  ent- 
wickelten BegriflFe  und  Sätze  besitzen  sämtlich  ein  dualistisch  genau  ent- 
sprechendes Gegenstück.  Dabei  steht  dem  Begriffe  des  Kegelschnitt- 
büschels der  Begriff  der  Kegelschnittschar  dualistisch  gegenüber.  Man 
gelangt  zu  ihm,  wenn  man  anstatt  von  zwei  Polarsystemen  zweiter  Ord- 
nung von  zwei  Polarsystemen  zweiter  Klasse  ausgeht. 

Es  seien  also  die  involu  torischen  Stab -Punkt -Brüche 

(1)    ^-^^,    "■«'    (2)    o-It^I 

die  Ausdrücke  für  zwei  von  einander  linear  unabhängige  Polarsysteme 
zweiter  Klasse,  und  es  iverde  nach  solchen  Stäben  Gj  der  Ebene  gefragt, 
deren  Pole  GjJP  und  GjQ,  genommen  hinsichtlich  der  beiden  Polarsysteme 
J*  und  Q  in  einen  einzigen  Punkt  zusammenfallen ,  so  daß  also  für  diese 
Stäbe  Gj  eine  Gleichung  von  der  Form  besteht: 

(3)  G,JP=^XjG,Q, 

in  der  r^  eine  Zahlgröße  bedeutet,  und  in  der  Gj  selbstverständlich  nicht 
null  sein  darf. 

Gibt  man  dieser  Gleichung  wieder  die  Gestalt: 

(4)  G,(P-r,ö)  =  0, 

so  führt  sie  auf  die  Frage  nach  der  Bedeutung  eines  Ausdrucks  von  der  Form 

in  dem  {)  und  t  zwei  Zahlgrößen  sind. 

Es  läßt  sich  zeigen,  daß  ein  solcher  Ausdruck  ebenso  wie  die  Brüche 
P  und  Q  selbst  die  Stab- Punkt- Zuordnung  eines  getvissen  Polarsystems 
darstellt.     Denn  es  wird 

Die  Vielfachensumme  \)J*-{-tQ  läßt  sich  also  wirklich  auf  die  Form 
eines  Reziprozitätsbruches  bringen,  der  Stäbe  in  Punkte  überführt,  und 
da  dieser  Bruch  überdies  auch  der  Involutionsgleichung  genügt  (vgl.  die 
dualistische  Entwicklung  auf  S.  294)  so  ist  er  in  der  Tat  der  analytische 
Ausdruck  für  die  Stab-Punkt-Zuordnung  eines  Polarsystems. 

Bei  veränderlichen  Zahlgrößen  1^  und  !  ferner  stellt  die  Vielfachen- 
summe   \)P  -\-  tQ    ebenso    wie    die    oben    betrachtete   Vielfachensumme 
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^P  -\-  ^Q  eiiiö  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  räumlich  verschiedener 
Polarsjsteme  dar,  aber  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  eine  Mannigfaltig- 
keit anderer  Art,  wir  wollen  sie  eine  Schar  von  Polarsystemen 
nennen.  Dementsprechend  möge  die  Gesamtheit  der  Polarkurven  einer 
solchen  Schar  von  Polarsystemen  eine  Schar  von  Kurven  zweiter 
Klasse  oder  kürzer  eine  Kegelschnittschar  genannt  werden,  eine  Be- 
zeichnung, die  wieder  nur  eine  Erweiterung  des  schon  oben  auf  Seite  88  ff. 
des  ersten  Bandes  eingeführten  Begriffs  einer  Kegelschnittschar  in  sich 
schließt.  Die  Polarkurven  einer  Schar  von  Polarsystemen  sind  nämlich 
dadurch  ausgezeichnet,  daß  jede  gemeinsame  Tangente  ü  der  beiden 
Grundkurven  I*  und  Q,  das  heißt,  jeder  Stab  ü,  der  den  beiden  Glei- 
chungen 

(6)  [ü'ÜF]=-0     und     [ü-ÜQ]^0 

gleichzeitig  Genüge  leistet,  zugleich  auch  einer  jeden  Kurve  der  Kegel- 
schnittschar ^JP-{-tQ  als  Tangente  angehört;  denn  aus  den  Gleichungen  (6) 
folgert  man  wieder  durch  lineare  Verknüpfung  das  Bestehen  der  Gleichung 

(7)  [ü-ÜO)JP+tQ)]=0 

für  beliebige  Werte  von  i)  und  !  und  damit  den  Satz: 

Satz  516:  Eine  jede  gemeinsame  Tangente  der  beiden  Grund- 
kurven F  und  Q  einer  Kegelschnittschar  ()JP+fQ  berührt  über- 
haupt jede  Kurve  dieser  Schar. 

Und  ebenso  gilt  der  dem  Satze  497  entsprechende  allgemeinere  Satz: 
Satz  517:  Eine  jede  Tangente,  die  irgend  zwei  verschiedenen 
Kurven    einer  Kegelschnittschar   gemeinsam   ist,    gehört  über- 
haupt sämtlichen  Kurven  der  Schar  als  Tangente  an. 

Die  Grundgeraden,  Hauptgeraden  und  Hauptzahlen  einer  Kegelschnitt- 
schar. Die  Aufsuchung  der  gemeinsamen  Tangenten,  oder  wie  wir  sagen 
wollen,  „der  Grundgeraden  der  Kegelschnittschar  \)P  -\-iQ"  läßt 
sich  in  genau  derselben  Weise  durchführen  wie  oben  die  Bestimmung  der 
Grundpunkte  eines  Kegelschnittbüschels. 

Man  ermittle  zunächst   wieder  die  durch  die  Gleichung  (3)  oder  die 
gleichwertige  Gleichung 
(4)  ö^/P-r,.<?)  =  0 

definierten  Geraden  G^  (vgl.  Fig.  135).  Dieser  Gleichung  zufolge  ordnet 
das  in  der  Schar  ^JP  -\-lQ  enthaltene  Polarsystem 


(8)  j>_r,0  = 


J^l  ,  ^i)  ^S 


dem    Stabe   Gj   keinen    bestimmten   Pol    zu.     Nach   Seite   221  ff.   zerfällt 


Abschnitt  36,  Gleichungen  (6)  bis  (11).     Satz  516  und  617. 
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daher  die  Polarkurve  des  Polarsystems  JP— r  Q    in  ein  Punktpaar,   das 
der  Geraden  Gj  angehört,   oder 
in  einen  doppeltzählenden  Punkt, 
der    auf    der   Geraden    Gj    ge- 
legen ist. 

Aber  die  Gleichung  (4)  ge- 
stattet es  auch,  diejenigen  Ge- 
raden Gj,  die  der  Bedingung  (3) 
genügen,  wir  bezeichnen  sie 
als  „die  Hauptgeraden  der 
Kegelschnittschar",  und 
ebenso    die    zugehörigen    Zahl-  ^^^  ^^^■ 

werte  r^,  „die  Hauptzahlen  der  Kegelschnittschar",  zu  bestimmen. 
Dazu  ersetze  man  in  der  Gleichung  (4)  den  Stab  Gj  durch  seinen  Ableit- 
ausdruck 

(9)  ö^  =  9,M^i  +  9,-,2^2  +  9y.3^3; 
wodurch  diese  Gleichung  die  Gestalt  annimmt: 

oder  wegen  (8)  die  Form: 

(10)  9,-,i(«i  -  ^A)  +  9,-,2(«2  -  hh)  +  9i,3(«3  -  hh)  =  0. 

In  dieser  Form  sagt  sie  aus,  daß  zwischen  den  drei  Zählerpunkten 
a^  —  Xjb^,    s  =  1,  2,  3,     des  Bruches     F  —  XjQ 

eine  Zahlbeziehung  herrscht,  daß  diese  drei  Punkte  also  in  einer  geraden 
Linie  liegen,  wie  es  ja  nach  der  Gleichung  (78)  des  32.  Abschnitts  bei 
einem  entartenden  Polarsysteme  zweiter  Klasse  der  Fall  sein  muß.  Es 
wird  hierdurch  bestätigt,  daß  das  Polarsystem  JP  —  XjQ  entartet.  Dabei 
zerfällt  seine  Polarkurve,  wie  schon  oben  gezeigt  ist,  in  ein  Punktpaar, 
das  die  Hauptgerade  Gj  der  Kegelschnittschar  zum  Träger  hat,  und  das 
auch  in  einen  doppeltzählenden  Punkt  übergehen  kann,  der  jener  Geraden 
Gj  angehört  (vgl.  Seite  221  ff.). 

Um  die  Verhältnisse  der  Ableitzahlen  g^^,  g^gj  g^s  dieser  Haupt- 
geraden Gj  aus  der  Gleichung  (10)  entwickeln  zu  können,  hat  man  wieder 
zunächst  die  in  dieser  Gleichung  auftretende,  der  Hauptgeraden  Gj  zu- 
gehörende Hauptzahl  r^  zu  ermitteln  und  leite  dazu  aus  der  extensiven 
Gleichung  (10)  eine  Zahlgleichung  ab.  Man  erhält  entsprechend  wie  bei 
der  dualistischen  Entwickelung  (vgl.  Seite  297)  die  Gleichung 

(11)  [{a,  -  r^.6i)(«8  -  ^jh)i(^3  -  ^A)]  =  0, 

das  heißt  eine  Gleichung  dritten  Grades  in  bezug  auf  r^,  wir  nennen  sie 
„die  Hauptgleichung    der  Kegelschnittschar".     Wenn    diese    Glei- 
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chuDg  nicht  für  beliebige  Werte  von  r^  erfüllt  wird,  oder  was  dasselbe 
ist,  wenn  nicht  sämtliche  Kurven  zweiter  Klasse  der  Kegelschnittschar 
F—XjQ  zerfallen,  so  liefert  die  Gleichung  für  die  Zahlgröße  r^  drei  Werte 
h>  h}  hf  di®  ^i^  ^Is  „die  drei  Hauptzahlen  der  Kegelschnitt- 
schar" bezeichnen  wollen. 

Die  drei  HauptzaJden  der  Schar  sind  reell  und  von  einander  ver- 
schieden: Die  drei  Hauptgeraden  der  Kegelschnittschar  als  Seiten  des  ge- 
meinsamen Poldreiseits  der  Schar.  Hat  man  die  drei  Hauptzahlen  der 
Schar  bestimmt,  und  sind  sie  alle  von  einander  verschieden,  so  läßt  sich 
zu  jeder  Hauptzahl  Xj  mit  Hülfe  der  extensiven  Gleichung  (10)  die  zu- 
gehörige Hauptgerade  Gj  auffinden. 

Ist  insbesondere  die  Hauptzahl  r^  reell,  so  findet  man  für  die  Ver- 
hältnisse der  drei  Ableitzahlen  des  Stabes  Gj  die  laufende  Proportion 
(vgl.  die  dualistische  Entwickelung  auf  Seite  298): 

9y,i  :  9,-,2 :  9a3  =  [(»2  -  ^jh)i<^ä  -  ^jh)] '  [(«3  -  i^i&3)K  -  h'^i)] 


(12)      , 

[{a,-ij\)(a,-Xjh,)l 

durch  welche  die  drei  Stäbe  Gj,  abgesehen  von  ihrer  Länge,  die  willkür- 
lich bleibt,  eindeutig  festgelegt  sind.  Eine  Unbestimmtheit  tritt  nur  ein, 
wenn  alle  drei  Produkte  zu  je  zweien,  die  man  aus  den  drei  Größen 

a,-Xjb„    t=  1,2,3, 

bilden  kann,  gleichzeitig  verschwinden,  in  dem  Falle  also,  wo  das  Punkt- 
paar, das  die  Polarkurve  des  Polarsystems  (8)  bildet,  noch  weiter,  näm- 
lich zu  einem  doppeltzählenden  Punkt,  entartet  (vgl.  Seite  226  ff.).  Dieser 
Fall  möge  einstweilen  von  der  Untersuchung  ausgeschlossen  bleiben. 

Man  beweist  dann  wieder  genau  so  wie  bei  der  dualistischen  Ent- 
wickelung die  Sätze: 

Satz  518:  Besteht  eine  Kegelschnittschar  nicht  aus  lauter 
zerfallenden  Kurven  zweiter  Klasse,  und  sind  die  drei  Haupt- 
zahlen Xj  der  Schar  reell  und  von  einander  verschieden,  so  bilden 
die  drei  ihnen  zugehörenden  Hauptgeraden  Gj  ein  eigentliches 
Dreiseit.     Und: 

Satz  519:  Jede  reelle  Hauptgerade  einer  Kegelschnittschar 
besitzt  in  bezug  auf  sämtliche  Kurven  der  Schar  denselben  Pol. 

Femer  läßt  sich  wieder  zeigen,  daß  die  drei  Hauptgeraden  Gj  ein 
gemeinsames  Poldreiseit  der  Schar  bilden.  Aus  den  Erklärungsgleichungen 
der  drei  Hauptgeraden  Gj,  das  heißt  aus  den  Gleichungen 

(4)  Gj{JP-XjQ)^0,      i=l,2,  3, 

lassen  sich  nämlich  für  den  Fall,  daß  die  drei  Hauptzahlen  r^,  X^,  X^  reell 


Abschnitt  36,  Gleichung  (12)  bis  (15).     Satz  518  bis  520. 
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(13) 


j,lc=l,2,3. 


und  von  einander  verschieden  sind,  wie  auf  Seite  300 f.  die  Gleichungen 
folgern: 

[G,-GjP]  =  0,    [G,-GjQ]  =  0    und] 

\G,-G,ii)I>-\-tQ)]  =  0, 

Diese  Gleichungen  aber  zeigen  wirklich:  Der  Pol  einer  jeden  von  den 
drei  Geraden  Gj  sowohl  hinsichtlich  der  beiden  Grundkurven  JP  und  Q, 
wie  überhaupt  hinsichtlich  einer  jeden  Kurve  der  Schar  'i)JP  -}-  IQ,  liegt 
auf  den  beiden  andern  Seiten  des  Dreiseits  G^G^G^,  das  heißt,  er  bildet 
die  der  Seite  G^  gegenüberliegende  Ecke  dieses  Dreiseits.  Das  Dreiseit 
der  Geraden  Gj  fällt  also  mit  dem  Dreieck  ihrer  Pole  hinsicJdlich  der 
Kurven  der  Schar  zusammen  und  ist  daher  ein  gemeinsames  Poldreiseit 
aUer  Kurven  der  Schar. 

Man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  520:  Sind  bei  einer  Kegelschnittschar,  die  nicht  aus 
lauter  zerfallenden  Kurven  zweiter  Klasse  besteht,  die  drei 
Hauptzahlen  reell  und  von  einander  verschieden,  so  ist  das 
Dreiseit  seiner  drei  Hauptgeraden  ein  gemeinsames  Poldreiseit 
aller  Kurven  der  Schar. 

Das  gewonnene  Ergebnis  legt  die  Vermutung  nahe,  daß  wenigstens 
für  den  Fall  zweier  nicht  zerfallenden  Kurven  zweiter  Klasse  JP  und  Q 
das  gemeinsame  Poldreiseit 
der  Schar  'i)F-{-tQ  mit  dem 
gemeinsamen  Polardreieck  des 
Büschels  ^p  -\-tq  zusammen- 
fällt, vorausgesetzt,  daß  die 
Brüche  J?  und  Q  die  zu  p 
und  q  adjungierten  Brüche 
darstellen  (vgl.  Fig.  136). 

Und  in  der  Tat  folgert 
man  aus  den  Gleichungen  (3) 
des  vorigen  Abschnitts,  die 
sich,  angewandt  auf  zwei 
verschiedene  Hauptpunkte  d^  und  d^^  des  Kegelschnittbüschels  ^p  -f  tq, 
in  der  Form  schreiben  lassen: 

(14)  d,p  =  ntd,q     und     d^==nj^^q, 
durch  planimetrische  Multiplikation  die  Gleichungen 

[<^tP  •  duP]  =  ^tKldtQ  '  duQ]^       t,u=  1,2,3,     u=^t, 
oder  wegen  der  Gleichung  (39)  der  31.  Abschnitts 

(15)  [dMI*=^t^u[dMQ,     t,u=  1,2,3,    u^t. 


Fig.  136. 
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Vergleicht   man    diese   Gleichungen    mit    den   Erklärungsgieichungen    der 
Hauptgeraden  der  Schar,  das  heißt  mit  den  obigen  Gleichungen 

(3)  G^r^x^G^Q,      i=l,2,3, 

und  berücksichtigt,  daß   die  drei  Hauptgeraden  Gj  die  einzigen  Geraden 
sind,  die  den  Gleichungen  (3)  Genüge  leisten,  so  folgt,  daß 

r,.  =  n,n,    undj    j,  t,u^l,  2,  3, 
sein  muß,  das  heißt,  daß 


(16) 
und 

(17) 


ItoH 


2"S> 


r,  =  itoitt 


r„  =  n,  n» 


Gj_  =  Ti  [^2  ^sl ,      Gi=h  [^3  ^l] ;      (^$-h  [^1  d^] 


ist.  Diese  Gleichungen  aber  besagen  wirklich,  daß  das  gemeinsame  Pol- 
dreiseit  der  Schar  ^JP-\-tQ  mit  dem  gemeinsamen  Polardreieck 
des  Büschels  ^p  +  ^Q  zusammenfällt.  Überdies  zeigen  sie,  daß  die 
Hauptzahlen  der  Schar  gleich  den  Produkten  zu  je  zweien  aus  den  Haupt- 
zahlen des  Büschels  sind. 


Die  in  einer  Kegelschnittschar  mit  drei  reellen  Hauptgeraden  enthaltenen 
PunJäpaare  und  ihre  Beziehung  zu  den  Grundgeraden  der  Schar.  Das  ge- 
meinsame Poldreiseit  G^  G^  G^  einer  Kegelschnittschar  ist  insbesondere  auch 
ein  Poldreiseit  der  drei  in  der  Schar  enthaltenen  Punktpaare  P—x.Qy 
deren  Punkte  mit 

a,  &,     c,d,     e,f 

bezeichnet  sein  mögen,  und  die  Seiten  G^  dieses  Dreiseits  sind,  wie  schon 

auf  Seite  328  f.  gezeigt  wurde,  die  Träger 
dieser  drei  Punktpaare  (vgl.  Fig.  137). 
Nun  gestattet  ferner  nach  Seite  246  f. 
die  auf  ein  Poldreiseit  bezogene  Glei- 
chung eines  Punktpaars  eine  Spaltung 
in  die  linearen  Gleichungen  der  einzelnen 
PunJäe  des  Paars,  und  diese  Spaltung 
wird  für  die  Bestimmung  der  Grund- 
geraden der  Kegelschnittschar,  das  heißt 
der  gemeinsamen  Tangenten  aller  Kur- 
ven der  Schar,  von  Nutzen  sein;  denn 
diese  müssen  als  solche  auch  durch  je 


Pig.  137. 


einen  Punkt  jener  drei  Punktpaare  hindurchgehen. 
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Um  aber  die  quadratischen  Gleichungen  der  drei  Punktpaare  auf  das 
Dreiseit  G^G^G^  beziehen  zu  können,  forme  man  zunächst  wieder  die 
Brüche  JP  und  (J  für  die  beiden  ursprünglichen  Polarsysteme  in  der  Weise 
um,  daß  ihre  Nenner  die  oben  ermittelten,  nur  hinsichtlich  ihrer  Länge 
und  ihres  Sinnes  noch  willkürlich  gebliebenen  Stäbe  G^,  G^,  G^  werden, 
die  den  Seiten  des  gemeinsamen  Poldreiseits  angehören.  Dann  werden  ihre 
Zähler  mit  den  Ecken  dieses  Dreiseits,  das  heißt  mit  den  Produkten 

(18)  9x-[G,G,\    9,  =  [G,G,-\,    9,  =  VG,G,-\, 

abgesehen  von  einem  Zahlfaktor,  übereinstimmen  müssen.  Und  setzt  man 
wieder  voraus,  daß  wenigstens  das  Polarsystem  Q  nicht  entartet,  so  können 
überdies  diese  Zahlfaktoren  bei  dem  Bruche  Q  nicht  null  sein.  Es  muß 
sich  daher  über  die  bisher  noch  willkürlich  gebliebenen  Längen  und  den  Sinn 
der  drei  Stabe  Gj  in  solcher  Weise  verfügen  lassen,  daß  die  Zähler  des 
Bruches  Q  sämtlich  den  ZahlfaMor  1  erhalten  und  somit  direkt  den  drei 
Größen  gi,g^,g^  gleich  werden,  so  daß  also  der  Bruch  Q  die  Form  an- 
nimmt: 

Zugleich  wird  dann 

(20)  G^Q  =  9i,    i  =  l,2,3, 
oder  wegen  (18) 

(21)  G,Q  =  [G,G,-\,    G,Q  =  lG,G,-\,    G.Q^IG.G,] 
und  somit 

(22)  [G,  -GM^  VG,  ■G,Q-\  =  [_G,  -  G,Q\^  [G, G, 6^3]  =  g, 

wo  g  eine  Zahlgröße  bedeutet. 

Man  erhält  femer  die  entsprechende  Bruchdarstellung  des  Polar- 
systems JP,  wenn  man  in  die  Erklärungsgleichungen  der  Stäbe  G^ 

(3)  G,P=xfi,Q,    j  =  1,2,-0, 

für  GjQ  seinen  Wert  g^  aus  (20)  einführt.  Dadurch  bekommt  man  die 
Gleichungen 

(23)  G,F==x,g„    j  =  l,2,3, 

und  also  für  das  Polarsystem  JP  den  Bruch 

(24)  JP  =  '» ^1 '    ^9ii    tg  ffg  ^ 

Die  beiden  so  gewonnenen  Formen  (24)  und  (19)  für  die  Polar- 
systeme JP  und  Q  liefern  sodann  für  die  drei  zerfallenden  Polarsysteme 
P—XjQ  die  Bruchdarstellungen: 


0, 

(r. 

-^i)9i, 

ih  —  h)9s 

Gl, 

G,, 

G. 

i^i—h)9i, 

0, 

ih—h)9a 

^x. 

0^2, 

Gs 

(h—h)9i, 

(r. 

—  h)  9i  1         0 
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(25)  jp-x,Q== 

welche  zunächst  eine  Bestätigung  dafür  geben,  daß  für  einen  jeden  der 
drei  Brüche  F  —  x^Q,  j  =1,2,'^,  das  kombinatorische  Produkt  seiner 
drei  Zähler  verschwindet.  Femer  folgt  aus  ihnen  durch  lineare  Verknüpfung 
die  Identität: 

(26)  {x,-x,){T-x,Q)  +  {x,-x,){P-x,Q)  +  {x,-x,){JP-x,Q)  =  0, 
welche  es  erlaubt,  jedes  von  den  drei  in  der  Kegelschnittschar  enthaltenen 
Punktpaaren  als  Vielfachensumme  der  beiden  andern  darzustellen. 

Die  entsprechende  Identität  besteht  dann  auch  zwischen  den  zuge- 
hörigen quadratischen  Formen,  das  heißt,  es  gilt  auch  die  Gleichung: 

(27)  (r,  -  x,)[U-  Ü{F -  X, Q)]  +  (r3  -  rj  [U-  U{JP -  x, Q)] 

+  {x,-x,)[U-ü(F-x,Q)-]  =  0. 

Sie  bestätigt  für  einen  besonderen  Fall  das  oben  gefundene  allgemeine 
Ergebnis,  daß  eine  jede  gemeinsame  Tangente  zweier  Kurven  der  Schar 
F  —  xQ  auch  eine  Tangente  jeder  weiteren  Kurve  der  Schar  sein  muß. 
Denn  der  Gleichung  (27)  zufolge  leistet  jede  Gerade  U,  welche  zwei  von 
den  drei  Gleichungen 

[Cr.f7(P-r,<?)]  =  0,  i==l,2,3, 
befriedigt,  zugleich  auch  der  dritten  von  diesen  Gleichungen  Genüge,  das 
heißt,  eine  jede  Verbindungsgerade  ü  zweier  Punkte,  die  zwei  verschie- 
denen von  den  drei  Punktpaaren  der  Schar  angehören,  geht  zugleich  auch 
durch  einen  Punkt  des  dritten  Paars  dieser  Schar  hindurch  (siehe  die  obige 
Fig.  137;  vgl.  ferner  die  Identität  (25)  des  4.  Abschnitts  sowie  die  Ent- 
wickelung  auf  Seite  89  des  ersten  Bandes). 

Um  endlich  die  den  Brüchen  (25)  entsprechenden  quadratischen  Formen 
der  drei  PunJdpaare  in  Linienkoordinaten  darzustellen,  drücke  man  noch  die 
Stäbe  U  der  Ebene  als  Vielfachensummen  der  neuen  Nennerstäbe  G^  aus, 
setze  also 

(28)  U=  Vi^F^  +  yx^F^  +  Vi,F^  =  'o^G^  +  >o^G^  +  %G,. 
Dann  wird  wegen  der  Gleichungen  (13)  die  quadratische  Form 

[ü-  UQ]  =  t)l[G,-G,Q]  +  t)l[G,'G,Q-]  +  ^IIG,-G,Q] 
oder  mit  Rücksicht  auf  (22) 

(29)  .  [U-UQ]  =  Q(t)\  +  t,l  +  t^l). 

Ebenso  erhält  man  auch  für  die  quadratische  Form  [U •  UJP]  nur  quadra- 


Abschnitt  36,  Gleichungen  (26)  bis  (33). 
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tische  Glieder,  deren  Koeffizienten  aber  in  diesem  Falle  nicht  sämtlich  ein- 
ander gleich  sind.    Es  wird  nämlich 

[U-  Z7P]  =  t)l[G,-G,F]  4-  tillG, •  G,F]  +  til[G,-G,F] 
oder  wegen  (3)  und  (22) 
(30)  [U-  UJP]  =  g(rit)?  +  v,\>l  +  xy,). 

Auf  Grund  dieser  Darstellungen  (29)  und  (30)  lassen  sich  die  drei 
qttadrcUischen  Formen,  die  den  drei  PunJctpaaren  der  Kegelschnittschar  zu- 
gehören, als  Differenzen  von  Quadraten  darstellen.    Man  bekommt 

[U-ü(I>-x, Q)-]  =  g {(X,  -  x,)til  +  (rs  -  r,)öl } ,    also 


(31) 


|[Cr.  UiJP-x,Qy]  =  (r,  -  rjo^,  -  (r,  -  x,)x^ 


\[U-U{P-x, Qj]  =  (r3  -  r,)öl  -  (r,  -  r,)öf 
I [C/  •  V{F  -  x,Q)\  =  (r,  -  x,)x>\  -  {X,  -  r^)»? 


Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  aber  zerfallen  unmittelbar  in  lineare 
Faktoren,  und  man  erhält  daher  für  die  drei  Punktpaare 

a,  h,     c,  d,     e,  f 
der  Schar  die  drei  Paare  linearer  Gleichungen: 

a) .... ]/v- TiOa  +  l/ri  —  rgöj  =  0 

[6) . . . .  Vrj  -  Tjüa  —  yri  —  rgüg  =  0 

c)....  Vv^  »3  +  l/ra  -  ti  öl  =  0 

J)....  Vv^»3  -  Vxi  —  ri»!  =  0 

e)....[/^^^^üi  +  /tg- 1208  =  0 

l/")  ....y^^^öi  -  f/rg-  raüj  =  0. 

Auch  kann  man  leicht  die  Ausdrücke  für  die  sechs  Punkte 

a,h,     c,d,     e,f 
der  drei  Punktpaare  angeben.    Dazu  bemerke  man,  daß   wegen  (28),  (18) 


(32) 


und  (22) 

also 

(33) 


UJg,-\  =  ü,[G,^J  =  ti.iG.G.G.'l  =  t),g 


Bei   Einführung   dieser   Werte   aber    nehmen   die    Gleichungen   (32)    die 
Form  an: 

1  [U(yx^-\gi  +  Vx^  -  x^g^)]  =  0 
l  [^(f  V^  x,9,  -  yrT-^öTg)]  =  0 
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welche  zugleich  zeigt,  daß  die  in  den  runden  Klammern  eingeschlossenen 
Summen  oder  Differenzen  die  gesuchten  Ausdrücke  für  die  sechs  Punkte 

a,  h,     c,  d,     e,f 

sind.    Man  erhält  also  für  diese  Punkte  die  Darstellung: 

d'=V^'-^^9z-Vh^9^, 
e  =  Vh-  h 9i  +  Vh-h92, 


(34) 


f  =  Vh-h9i-Vh 


h9i- 


Aus  der  Form  der  so  gewonnenen  Ausdrücke  entnimmt  man  sodann,  daß 
die  drei  Punktpaare 

a,  h,     c,  d,    e,f 
erstens  die  Seiten 

des  gemeinsamen  Poldreiseits  der  Schar  zu   Trägern   haben,   und   daß   sie 
überdies  durch  die  Ecken 

9i,9i,    93, 9i,    9i,9i 
dieses  Dreiseits  harmonisch  getrennt  werden  (vgl.  die  obige  Fig.  137). 

Man  kann  die  gewonnenen  Ergebnisse  in  dem  Satze  zusammenfassen: 
Satz  521:  Besteht  eine  Kegelschnittschar  nicht  aus  lauter 
zerfallenden  Kurven  zweiter  Klasse,  und  sind  ihre  drei  Haupt- 
zahlen reell  und  voneinander  verschieden,  so  enthält  das  Büschel 
drei  Punktpaare.  Die  Träger  dieser  Punktpaare  fallen  mit  den 
Seiten  des  gemeinsamen  Poldreiseits  der  Schar  zusammen,  und 
die  beiden  Punkte  eines  jeden  Paars  werden  durch  die  auf  sei- 
nem Träger  liegenden  Ecken  jenes  Dreiseits  harmonisch  ge- 
trennt. 

Die  Ausdrücke  (34)  ergeben  nun  aber  ferner  eine  Darstellung  für  die 
Grundgeraden,  oder  was  dasselbe  ist,  für  die  gemeinsamen  Tangenten  der 
Schar,  wenn  man  die  Punkte  eines  beliebigen  von  den  drei  Punktpaaren, 
etwa  die  des  Paares  a,b,  mit  den  Punkten  eines  andern  Paares,  etwa  mit 
denen  des  Paares  c,  d,  äußerlich  multipliziert.  Dadurch  erhält  man  vier 
Grundgeraden,  und  auf  diesen  liegen  dann  auch,  wie  bereits  oben  gezeigt 
ist  (vgl.  Seite  334),  die  Punkte  des  dritten  Punktpaars  e,  f.  Man  findet 
wie  auf  Seite  308  f.  für  die  fraglichen  Produkte  die  Werte: 


(35) 
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'  [ac]  =  gVrj  -  ti  { j/rg  -  tj G,  +  Yx,  -  x,  G,  -  ]/^li  ö« } 
[ad]  =  QVx^-t^iVh^^iG^  -  Yx^^-^sG^  +  Yx^  -h^^s) 
[bc]  =  QYh-h{Vh^<^i  -  Yh^hG^  -Yh-h(^z} 

^  [bd]  =  QYh-h{Yh-h(^i  +  Yh-h(^2+Vh-^i(^s}f  ' 


womit  dann  die  vier  Grundgeraden  [ac],  [ad],  [bc],  [bd]  der  Kegelschnitt- 
schar  als  Vielfachensummen  der  drei  Hauptgeraden,  das  heißt  der  drei 
Seiten  Gj  des  gemeinsamen  Poldreiseits  der  Schar,  dargestellt  sind. 

Allgemeines  über  entartende  Kegelschnittscharen.  Eine  Kegelschnittschar, 
deren  Grundkurven  zwei  doppelt  zählende  Funkte  sind.  Wir  gehen  nunmehr 
dazu  über,  den  in  unserer  Entwickelung  ausgeschlossenen  Fall  einer  Schar 
von  lauter  zerfallenden  Kurven  zweiter  Klasse  (vgl.  Seite  329  ff.)  im  Zu- 
sammenhange zu  behandeln.  Wir  nennen  eine  solche  Schar  eine  ent- 
artende Kegelschnittschar. 

Zunächst  ist  klar,  daß  für  eine  derartige  Schar  der  zu  dem  Satze  503 
dualistisch  entsprechende  Satz  gelten  wird: 

Satz  522:  Eine  Kegelschnittschar  entartet  dann  und  nur  dann, 
das  heißt,  sie  besteht  dann  und  nur  dann  aus  lauter  zerfallen- 
den Kurven  zweiter  Klasse,  wenn  nicht  nur  die  Bedingungen 
(36)  [P3]==0         und  (37)       [0']  =  0 

für  das  Zerfallen  der  beiden   Grundkurven  JP  und  Q  der  Schar 
erfüllt  werden,  sondern  außerdem  noch  die  beiden  Gleichungen 
gelten: 
(38)  [p2Q]  =  0        und         (39)     [FQ^]  =  0. 

In  der  Tat  läßt  sich  die  Hauptgleichung  (11)  der  Kegelschnittschar 
nach  Seite  230  f.  auch  in  der  Form  schreiben: 

(40)  [{F~xQf]^0 

oder  bei  Auflösung  der  runden  Klammer  in  der  Form: 

(41)  [J>3]  -  3r[P«0]  -j-  3r^[P0']  -  r^[0']  =  0. 

Diese  Gleichung  aber  wird  dann  und  nur  dann  für  beliebige  Werte  von  r 
erfüUt,  wenn  die  Gleichungen  (36)  bis  (39)  gleichzeitig  bestehen. 

Die  Bedingungen  des  Satzes  522  für  eine  entartende  Kegelschnittschar 
werden  sicher  befriedigt,  wenn  die  Polarsysteme  zweiter  Klasse  J?  und  Q 
der  beiden  Grundkurven  zweifach  entarten,  wenn  also 

(42)  [P2]  _  0         und         (43)     P+  0  und  ebenso 
(44)  [O']  =  0        und         (45)     0  +  0. 

Eine  Kegelschnittschar,  deren  Grundkurven  zwei  (voneinander  verschiedene) 

Orafimann:  Projektive  Geometrie  d.  Ebene.    II.  22 
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doppeltzählende  Punkte  sind,  bestellt  also  aus  lauter  zerfallenden  Kurven 
zweiter  Klasse,  und  man  beweist  genau  so  wie  bei  dem  Dualistischen,  daß 
ihre  Polarsysteme  mit  Ausnahme  derjenigen  der  beiden  Grundkurven  ein- 
fach entarten,  daß  also  nur  die  Grundkurven  durch  doppeltzählende  Punkte 
gebildet  werden,  während  alle  übrigen  Kurven  der  Schar  eigentliche  Punkt- 
paare sind.   Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  523:  Entarten  die  Polarsysteme  zweiter  Klasse  JP  und  Q 
der  beiden  Grundkurven  einer  Kegelschnittschar  JP—xQ  zwei- 
fach, so  entartet  die  ganze  Kegelschnittschar;  jedoch  entarten 
alle  Polarsysteme  der  Schar  mit  Ausnahme  derjenigen  der  beiden 
Grundkurven  einfach. 

Um  endlich  über  die  Lage  der  Punktpaare  Aufschluß  zu  erhalten, 
welche  die  Polarkurven  der  Polarsysteme  der  Schar  bilden,  bemerke  man 
zunächst,  daß  sie  alle  die  Verbindungsgerade  G  derjenigen  Punkte  a  und  h 
zum  Träger  haben,  die  doppeltzählend  die  Grundkurven  der  Schar  dar- 
stellen. In  der  Tat  ist  diese  Gerade  G  sowohl  zu  JP  wie  zu  Q  apolar, 
das  heißt,  es  bestehen  die  Gleichungen 

(46)  GP=0        und         (47)     GQ  =  0. 

Aus  ihnen  aber  folgt  durch  lineare  Verknüpfung  für  beliebige  Werte  einer 
Zahlgröße  r  die  Gleichung 

(48)  G{P-xQ)  =  0, 

welche  zeigt,  daß  die  Gerade  G  zu  jedem  Polarsysteme  der  Schar  F—xQ 
apolar  ist,  daß  sie  also  der  Träger  eines  jeden  PunJctpaars  der  Schar  ist 

p ^^  (vgl.    Fig.  138),    und   man 

-    . beweist    wieder    genau    so 

a              ß                          b  wie  bei  dem  Dualistischen, 
• o • —    daß    die    Gesamtheit    aller 


P  Q  Punktpaare     I*—  xQ     der 

'^"  ^^^'  Schar       die      hyperbolische 

Punktinvolution  bildet,  die  die  doppeltzählenden  PunJcte  der  Schar  zu  Doppd- 
punkten  hat. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  524:  Eine  Kegelschnittschar,  deren  Grundkurven  durch 
zwei  doppeltzählende  Punkte  gebildet  werden,  ist  identisch  mit 
derjenigen  hyperbolischen  Punktinvolution, deren  Doppelpunkte 
jene  doppeltzählenden  Punkte  sind. 

Die  Grundkurven  einer  Kegelschnittschar  bestehen  aus  einem  doppelt- 
zählenden Punkt  und  einem  Punhtpaar  oder  aus  zwei  Punktpaaren.  Unter 
welcher  Bedingung  entartet  die  Schar?    Genügen  die  Polarsysteme  zweiter 


Abschnitt  3G,  Gleichung  (46)  bis  (48).     Satz  523  bis  526. 
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Klasse  P  und  Q  der  beiden  Grundkurven  einer  Kegelschnittschar  den  Ver- 

gleichungen 

[P«]  =  0,     [P2]  =  0,     P+0, 

entartet  also  das  Polarsystem  P  zweifach,  das  Polarsystem  Q  einfach,  so 
sind  von  den  vier  Bedingungsgleichungen  (36)  bis  (39)  für  das  Entarten 
der  Kegelschnittschar  P  —  xQ  (vgl.  Satz  522)  die  ersten  drei  Bedingungen 
von  selbst  erfüllt.  Es  handelt  sich  also  nur  noch  um  die  geometrische 
Bedeutung  der  vierten  Bedingung,  nämlich  der  Gleichung 

(39)  [FQ^  =  0; 

und  diese  läßt  sich  aus  dem  Satze  508  entnehmen.  Denn  nach  ihm  sagt 
die  Gleichung  (39)  aus,  daß  der  Träger  B  des  Punktpaars  Q  den  doppelt- 
zählenden Punkt  enthält,  der  die  Polarkurve  von  P  bildet.  Dabei  kann 
entweder  eben  nur  der  Träger  B  des  Punktpaars  Q  durch  den  doppelt- 
zählenden Punkt  P  hindurchgehen  (vgl.  Fig.  139),  oder  es  kann  ein  Punkt 


Fig.  140. 

des  Punktpaars  Q  mit  dem  doppeltzählenden  Punkte  P  zusammenfallen 
(vgl.  Fig.  140).   Man  hat  somit  den  Satz: 

Satz  525:  Eine  Kegelschnittschar,  deren  Grundkurven  aus 
einem  doppeltzählenden  Punkt  und  einem  Punktpaar  bestehen, 
entartet  dann  und  nur  dann,  wenn  der  doppeltzählende  Punkt 
auf  dem  Träger  des  Punktpaars  liegt. 

Sind  jetzt  andererseits  die  beiden  Grundkurven  einer  Kegelschnittschar 
Punkipaare,  entarten  also  ihre  beiden  Polarsysteme  zweiter  Klasse  P  und  Q 
einfach  und  genügen  somit  den  Vergleichungen 

[P»]  =  0,     [P^]  +  0 

[OT=o,   [<?^]  +  o, 

so  findet  man  genau  so  wie  bei  der  dualistischen  Entwickelung  den  Satz: 

Satz   526:    Eine   KegelschnittsChar,    deren   Grundkurven   aus 

zwei  Punktpaaren  bestehen,  entartet  dann  und  nur  dann,  wenn 
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entweder  die  beiden  Punktpaare  ihre  Träger  miteinander  ge- 
mein haben,  oder  wenn  zwar  die  Träger  voneinander  verschieden 
sindj  aber  ihr  Schnittpunkt  einem 
jeden  von  den  beiden  Punktpaaren 
angehört  (vgl.  Fig.  141  und  142). 


Fig.  141.  Pig.  142. 

Unter  welcher  Bedingung  besitzt  die  Hauptgleichung  einer  Kegelschnitt- 
schar eine  einfache  Wurzel,  eine  Doppelwurzel  oder  eine  dreifache  Wurzel  x=Xi? 
Ersetzt  man  auf  der  linken  Seite  der  Hauptgleichung  einer  Kegelschnitt- 
schar, das  heißt  auf  der  linken  Seite  der  obigen  Gleichung 
(40)  [{F-xQf]^0, 

den  Parameter  r  durch  die  Summe 
(49)  r  =  r,  +  §, 

so  erhält  man  für  den  Potenzwert  \{F—xQy\  des  Polarsystems  P—xQ  den 
Ausdruck: 

[(P_  rO)3]  =  [(P-  (r,  +  \))Qf-\  =  [((P-  r,0)  -  ^0)^] 
oder  die  Darstellung: 

Diese   zeigt  mit  Rücksicht  auf  (49),  daß  die  Hauptgleichung  der  Kegel- 
schnittschar, das  heißt  die  Gleichung 
(40)  [(P-r(?)^]  =  0, 

ebenso  oft  die  Wurzel  r  =  r^  aufweist,  wie  die  Gleichung 
(51)  KJP-x.Qf]  -  miJP-x.QYQ]  -{-  WKT-x,Q)Q']  -  nO']  =  0 
die  Wurzel  ^  =  0  darbietet.   Darin  liegt  der  Satz: 
Satz  527:    Die  Hauptgleichung 

[(P-rO)^]  =  0 
einer    Kegelschnittschar   besitzt   dann  und  nur  dann  eine  ein- 
fache  Wurzel  X  =  r^,  wenn 

[(P-r,O)«]  =  0,    aber   [{JP  -  x.QfQ]  ^  0 
ist,  dagegen  eine  Doppelwurzel  r  =  t^  dann  und  nur  dann,  wenn 
[(JP-r,O)«]  =  0    und    [{r-x,QyQ]==0,     aber    [(P -  r, <?) Q^]  +  0 
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ist,  endlich  dann  und  nur  dann  eine  dreifache  Wurzel  t  =  r<;  wenn 
gleichzeitig 

[(P-r,<?)«]==0,    [(p_r,oy<?]  =  0    und    [{P-x,Q)Q^  =  0 
ist. 

Die  Hauptgleichung  der  Kegelschnittschar  hat  eine  Boppelwurzel.  Sind 
von  den  drei  Hauptzahlen  r^  der  Kegelschnittschar  zwei  einander  gleich, 
während  die  dritte  von  diesen  beiden  verschieden  ist,  ist  also  etwa 

(52)  ti    =H   Tg    =    tg, 

das  heißt,  ist  r^  eine  einfache,  x^  =  Tg  eine  Boppelwurzel  der  Hauptgleichung  (40) 
der  Kegelschnittschar,  so  sind  in  der  Schar  nur  die  beiden  entartenden  Polar- 
systeme zweiter  IQasse  F  —  x^Q  und  J*  —  x^Q  enthalten,  und  es  ist  nach 
dem  Satze  527 

[(P-r,O)']  =  0,     aber     [{F -  X.QYQ]^  0, 

woraus  noch  folgt,  daß  auch 

[{J?-x,Q)n^O 

ist,  so  daß  nach  dem  Satze  441  das  Polarsystem  zweiter  Klasse  JP—X^Q 
einfach  entartet. 

Andererseits  ist  wieder  nach  dem  Satze  527 

[(-P  -  r^  QY]  =  0  und   zugleich    [(!>  -  r^  Q)'  Q]  =  0 . 
Die  letztere  Gleichung  aber  kann  sowohl  dann  erfüllt  werden,  wenn 

[{jp-x,Qy]^o 

ist,  da^  Polarsystem  zweiter  Klasse  F  —  x^Q  somit  einfach  entartet,  wie  auch 
dadurch,  daß  r/j,  _  ^  q\2t  ^  q 

ist.  In  diesem  Falle  entartet  das  Polarsystem  zweiter  Klasse  JP  —x^Q 
zweifach. 

Wir  behandeln  zuerst  den  ersten  von  den  beiden  genannten  Unterfällen, 
den  Fall  also,  wo  die  sechs  Vergleichungen  bestehen: 
(53)  [(P-r,  <?)«]  =  0,  (54)  [(P-r,O)^]  +  0,  (55)  [(P-r,O)«O]  +  0, 
(56)  [(P-r^ <?)«]  =  0,  (57)  [(P-r3O)^]=4=0,  (58)  [(P- 1,0)^0]  =  0. 
Von  ihnen  besagen  "die  Vergleichungen  (53)  und  (54),  (56)  und  (57),  daß 
die  Polarkurven  der  beiden  Polarsysteme  zweiter  Klasse  JP  —  x^Q  und 
P—X2Q  zwei  Punktpaare  sind,  ihre  Träger  seien  bezeichnet  mit  T^  und  Tg-, 
während  die  Gleichung  (58)  nach  dem  Satze  508  zeigt,  daß  der  Träger  T^ 
von  P  —  tj  Q  die  Polarkurve  von  Q  berührt.  Dann  aber  muß  er  nach 
dem  Satze  517  auch  durch  einen  Punkt  des  Punktpaars  P  —  X^Q  hindurch- 
gelien.  Doch  darf  er  wiederum  nicht  mit  dessen  Träger  T^  zusammen- 
fallen, weil  sonst  nach  Satz  508  die  Gleichung 

\kP-x,Q)'Q\=0 
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P  —  hQ 


bestehen  müßte,  die  der  Ungleiclmng  (55)  widerspricht.  Hieraus  folgt 
nebenbei,  daß  das  Punktpaar  JP—x^Q  reell  sein  muß. 

Andererseits  kann  der  Träger  T^  des  Punktpaars  F  —  x^Q  auch  nicht 
durch  einen  Punkt  des  Punktpaars  P  —  X^Q  hindurchgehen;  denn  sonst 
müßte  er  dem  Satze  517  zufolge  auch  die  Polarkurve  von  Q  berühren, 
und  dies  ist  nach  dem  Satze  508  durch  die  Ungleichung  (55)  ausgeschlossen. 
Die  beiden  Punktpaare  JP  —  x^Q  und  F  —x^Q  liegen  somit  in  der 
Weise  zueinander,  daß  der  Träger  T^  von  F  —x^Q  durch  einen  der  beiden 

Punkte  des  Punktpaars 
F—X^Q  geht,  ohne  mit 
dem  Träger  von  F  —  x^Q 
zusammenzufallen  und  ohne 
daß  ein  Punkt  des  einen 
Punktpaars  mit  einem 
Punkte  des  andern  Punkt- 
paars identisch  wäre  (vgl. 
Fig.  143).  In  den  Träger  T^ 
sind  dann  zwei  Grundge- 
raden der  Schar  zusammen- 
gerückt, und  es  berühren 
sich  sämtliche  Kurven  der 
Schar  in  einem  Punkte  der 
Geraden  T^  und  haben  in 
ihm  die  Gerade  T^  zur  Tan- 
gente. Dabei  ist  ihr  Berüh- 
rungspunkt der  Schnittpunkt  der  Träger  1\  und  T^  der  beiden  Punktpaare. 
Die  beiden  andern  Grundgeraden  sind  die  Verbindungslinien  der  beiden 
Punkte  des  Punktpaars  F  —  X^Q  mit  dem  nicht  auf  T^  liegenden  Punkte 
des  Punktpaars  F — t^Q.  Sie  werden  konjugiert  komplex,  sobald  das 
Punktpaar  F  —X^Q  konjugiert  komplex  ist. 

Der  zweite  Unterfall  unterscheidet  sich  von  dem  soeben  behandelten 
dadurch,  daß  in  der  Vergleichung  (57)  an  Stelle  des  Ungleichheitszeichens 
das  Gleichheitszeichen  getreten  ist,  so  daß  also  die  sechs  Vergleichungen 
erfüllt  werden: 

(59)  [(P-r,<?)3]  =  0,  (60)  [(P-r,Ö)^]  +  0,  (61)  [(P-r,O)^O]  +  0, 
(62)[(P-r,O)«]  =  0,    (63)  [(l>-r,ö)T  =  0,    (64)  [(P-r,<?)^(?]  =  0, 

wobei  jetzt  die  Gleichungen  (62)  und  (64)  eine  Folge  der  Gleichung  (63) 
sind.  Die  vier  Vergleichungen  (59)  und  (60),  (Q2)  und  (63)  sagen  dabei 
aus,  daß  die  Polarkurve  des  Polarsystems  zweiter  Klasse  F  —x^Q  ein 
Punktpaar,  diejenige  des  Polarsystems  F—X^Q  ein  doppeltzählender  Punkt 
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ist.  Und  durch  diesen  doppeltzählenden  Punkt  kann  nicht  etwa  der  Träger  T^ 
des  Punktpaars  P  —  X^Q  hindurchgehen,  was  man  ebenso  wie  bei  dem 
Dualistischen  beweist. 

Ist  das  Punktpaar  J*  —  X^Q  reell,  so  fallen  in  jede  von  seinen  Ver- 
bindungslinien mit  dem  doppeltzählenden  Punkte  JP  —  X2Q  zwei  Grund- 
geraden der  Schar  zu- 
sammen, und  die  Punkte 
des  Punktpaars  JP — x^Q 
bilden  die  Grenzlagen  für  ^~^g^ 
die  Schnittpunkte  eines 
jeden  Paars  zusammen- 
gefallener Grundgeraden. 
Es   berühren  sich   daher  *'^  ^*^' 

sämtliche  Kurven  der  Schar  in  den  Punkten  des  Punktpaars  F  —  x^Q 
und  haben  in  ihnen  jene  Verbindungslinien  mit  dem  doppeltzählenden 
Punkte  F—x^Q  zu  Tangenten  (vgl.  Fig.  144). 

Die  Hauptgleichung  der  Kegelschnittschar  hat  eine  dreifache  Wurzel. 
Sind  alle  drei  Hauptzahlen  r^  der  Kegelschnittschar  einander  gleich,  ist  also 
(65)  ti  =  ra  =  ra 

eine  dreifache  Wurzel  der  Hauptgleichung  der  Kegelschnittschar,  so  ist  in 
der  Schar  nur  ein  einziges  entartendes  Polarsystem  zweiter  KJasse  P —  x^Q 
enthalten,  und  es  ist  nach  dem  Satze  527 

[(P-r,O)«]  =  0,    [(P-r,  0)^01  =  0,    V{P-x,Q)Q^^O. 

Dabei  setzen  wir  voraus,  daß  das  Polarsystem  Q  von  dem  entartenden 
Polarsystem  IP  —  x^Q  räumlich  verschieden  sei. 

Es  ergeben  sich  dann  wieder  zivei  ünterfälle,  je  nachdem 
[(P-r,Ö)2]  +  0    oder    [(P-r,<?)^]  =  0 
ist,  je  nachdem  also  die  Polarkurve  des  entartenden  Polarsystems  zweiter 
Klasse  JP  —  x^Q  ein  Punktpaar  oder  ein  doppeltzählender  Punkt  ist. 

In  dem  ersten  von  diesen  beiden  Unterfällen  bestehen  demnach  die  vier 
Vergleichungen : 

(66)    [(P-r,<?)»]  =  0,  (67)    [(P  -  r,  Ö)«J  +  0, 

(68)     [(JP-x,QyQ]  =  0,  (69)     [(F- x,Q)Q^  =0. 

Von  ihnen  besagen  die  Vergleichungen  (66)  und  (67),  daß  die  Polarkurve 
des  Polarsystems  zweiter  Klasse  F  —  x^Q  ein  Punktpaar  ist.  Femer  zeigt 
die  Gleichung  (68)  nach  dem  Satze  508,  daß  der  Träger  T  dieses  Punkt- 
paars eine  Tangente  der  Polarkurve  von  Q  bildet;  und  endlich  sagt  nach 
dem  Satze  511   die  Gleichung  (69)  aus,   daß   die  beiden  Punkte  a  und  h 
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des  Punktpaars  F  —  X-^Q  hinsichtlicli   des   Polarsystems  (}  =  [Q^]  konju- 
giert sind. 

Nun  können  die  beiden  Punkte  a  und  h,  da  sie  voneinander  verschie- 
den sind,  und  ihr  Träger  T  die  Kurve  Q  berührt,  nicht  beide  zugleich 
Punkte  der  Kurve  Q  sein.  Aber  man  sieht  sofort,  daß  doch  einer  von 
ihnen  der  Kurve  Q  angehören  muß.  Denn  setzen  wir  voraus,  daß  h  nicht 
auf  Q  liegt,  so  folgt  aus  dem  Konjugiertsein  von  a  und  h  in  bezug  auf  q, 

daß  a  auf  der  Polare  hq  von 
'^9  h  hinsichtlich  q   liegt    (vgl. 

Fig.  145).  Und  diese  Polare 
hq  geht,  da  der  Punkt  h  auf 
der  Tangente  T  der  Polar- 
kurve von  Q  liegt  durch  den 
Pol  TQ  von  T  in  bezug  auf 
Q,  das  heißt  durch  den  Be- 
rührungspunkt der  Geraden  T 
mit  der  Kurve  Q.  Überdies 
ist  jene  Polare  bq  von  T 
verschieden,  da  nach  der 
Voraussetzung  der  Punkt  b 
nicht  der  Kurve  q  angehört.  Daraus  aber  folgt,  weil  a  außerdem  auf  T 
liegt,  daß  a  mit  dem  Punkte  identisch  ist,  in  dem  die  Gerade  T  die  Kurve  Q 
berührt. 

In  den  Träger  T  des  Punktpaars  a,  b  sind  dann  übrigens  drei  Grund- 
geraden der  Kegelschnittschar  zusammengerückt,  nämlich  die  beiden  zu- 
sammenfallenden Tangenten,  die  sich  vom  Punkte  a  an  die  Kurve  Q  legen 
lassen,  und  die  eine  von  den  beiden  Tangenten,  die  vom  Punkte  b  an  die 
Kurve  Q  gehen;  die  vierte  Grundgerade  der  Schar  ist  die  zweite  Tangente  S 
vom  Punkte  b  an  die  Kurve  Q  gezogen.  Die  Kegelschnittschar  besteht  so- 
mit aus  der  Gesamtheit  der  Kurven  zweiter  Klasse,  welche  die  Gerade  S 
berühren  und  in  dem  Punkte  a  mit  der  Kurve  Q  eine  Berührung  zweiter 
Ordnung  (Oskulation)  aufweisen.  Die  Kurven  der  Schar  haben  also  in  dem 
Punkte  a  nicht  nur  dieselbe  Tangente  T  sondern  auch  denselben  Krüm- 
mungskreis wie  die  Kurve  Q. 

In  dem  zweiten  der  oben  charaTderisierten  Unterfälle  bestehen  die  vier 
Gleichungen : 

(70)     [(l>-r,O)^]  =  0,  (71)     [(I>-x,Qy]  =  0, 

(72)     KI^-x,QyQ]  =  0,  (73)     [{F -  x,Q) Q']  =  0 , 

während  wie  bei  jeder  Kegelschnittschar 
(74)  F-x,Q^O 
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ist.  Diesmal  sind  dabei  zwei  von  den  vier  Bedingungsgleichungen  (70)  bis 
(73)  bereits  eine  Folge  einer  der  beiden  andern,  nämlich  die  Gleichungen 
(70)  und  (72)  eine  Folge  der  Gleichung  (71),  und  diese  letztere  Gleichung 
besagt  zusammen  mit  der  Ungleichung  (74),  daß 
die  Polarkurve  von  JP—x^Q  ein  doppeltzählen- 
der Punkt  ist.  Es  bedarf  also  nur  noch  die 
Gleichung  (73)  einer  geometrischen  Deutung, 
die  sich  übrigens  sofort  aus  dem  Satze  512 
entnehmen  läßt.  Denn  nach  diesem  Satze  zeigt 
die  Gleichung  (73),  daß  der  doppeltzählende 
Punkt  d,  der  die  Polarkurve  von  JP — x^Q  bil- 
det, auf  der  Polkurve  von  [Q^]  liegt,  welche,  da  Q  nicht  entartet,  mit  der 
Polarkurve  von  Q  identisch  ist  (vgl.  Fig.  146).  Die  Tangente  in  diesem 
Punkte  an  die  Kurve  Q  gezogen  heiße  T. 

In  diese  Tangente  T  sind  dann  alle  vier  Grundgeraden  der  Schar  zu- 
sammengerückt, indem  ja  von  jedem  der  beiden  in  den  Punkt  d  zusammen- 
fallenden Punkte  der  Kurve  Q  wieder  zwei  zusammenfallende  Tangenten 
an  die  Kurve  Q  gezogen  werden  können.  Die  Kegelschnittschar  besteht  so- 
mit aus  der  Gesamtheit  der  Kurven  zweiter  Klasse,  die  in  dem  Punkte  d 
eine  Berührung  dritter  Ordnung  mit  der  Kurve  Q  gemein  haben. 


Abschnitt  37. 

Die  Beziehung  einer  Geraden  zu  einem  Kegelschnittbtischel,  eines 
Punktes  zu  einer  Kegelschnittschar. 

Die  Gleichung  eines  Punktpaars,  das  w-i-av 

durch  eine  Gerade  aus  einer  Kurve  zwei- 
ter Ordnung  ausgeschnitten  wird.  Um 
die  Stabgleichung  eines  Punktpaares  zu 
bestimmen,  das  durch  die  Gerade  eines 
beliebigen  Stabes  V  aus  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung 

(1)  [x-xp]=^0 

ausgeschnitten  wird  (vgl.  Fig.  147),  stelle  j-ig.  U7. 

man  die  Punkte  x  dieses  Punktpaares  als 

Produkte  des   festen  Stabes  V  und   eines  veränderlichen  Stabes   W  dar, 

setze  also 

(2)  X'-iVW] 

und  führe  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (1)  der  Kurve  zweiter  Ordnung 
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ein.     Dadurch  verwandelt  sich  diese  in  die  Gleichung 

(3)  [rw-vwp]  =  o, 

in  der  V  als  konstant,  W  als  veränderlich  anzusehen  ist.  Diese  in  W 
quadratische  Gleichung  ist  dann  bereits  die  Gleichung  des  ge- 
wünschten Schnittpunktpaares,  denn  es  genügen  ihr  alle  diejenigen 
Stäbe  W,  für  die  der  Punkt  [FTF]  der  Kurve  [x  •  xp]  =  0  angehört, 
das  heißt  alle  die  Stäbe  TT,  deren  Geraden  die  Gerade  des  Stabes  V  in 
ihren  Schnittpunkten  mit  der  Kurve  [x  •  xp'\  =  0  treffen.  Die  Gleichung 
stellt  daher  wirklich  jenes  Schnittpunktpaar  dar,  aufgefaßt  als  zerfallende 
Kurve  zweiter  Klasse^). 

Daß  die  durch  die  Gleichung  (3)  ausgedrückte  Kurve  zweiter  Klasse 
zerfallen  muß,  entnimmt  man  auch  sogleich  aus  der  Form  der  Gleichung. 
Denn  nach  der  Formel  der  linealen  Änderung  für  Stabprodukte  (Glei- 
chung (25)  des  dritten  Abschnitts): 

[r{W+  gF)]  =  [VW] 
vrird  auch  das  Produkt 

(4)  [F(TF-|-  gF)  •  F(lF-f-  gF)i?]  =  [FTF-  VWp], 

das  heißt,  die  quadratische  Form  [FTF-  VWp]  verhält  sich  invariant 
gegenüber  einer  Vermehrung  des  Stabes  W  um  ein  Vielfaches  von  F. 
Wenn  also  die  Gleichung  (3)  durch  irgend  einen  Stab  W  befriedigt  wird, 
so  genügt  ihr  zugleich  auch  jeder  Stab  TF4-  gF  des  Strahlbüschels  mit 
dem  Scheitel  [FTF],  woraus  in  der  Tat  wieder  folgt,  daß  die  durch  die 
Gleichung  (3)  dargestellte  Kurve  zweiter  Klasse  in  das  Punkt- 
paar zerfällt,  das  durch  die  Gerade  F  aus  der  Kurve  zweiter 
Ordnung  [x-xp]  =  0  ausgeschnitten  wird^). 

Die  beiden  Kurven  eines  KegelschniUhüschels,  die  eine  gegebene  Gerade 
berühren.     Die  Forderung,  eine  Kurve  des  Kegelschnittbüchels 

(5)  {x  •  xp'\  —  %[x  •  xq]  =  0 


1)  Vgl,  hierzu  S.  Gundelfinger,  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geometrie 
der  Kegelschnitte,  herausgegeben  von  F.  Dingeldey,  Leipzig  1895.    S.  33f. 

2)  Die  hier  gegebene  Darstellung  des  Schnittpunktpaars  einer  Geraden  mit  einer 
Kurve  zweiter  Ordnung  bildet  einen  Ersatz  für  die  sonst  übliche  Behandlung  des 
Gegenstandes  mittelst  geränderter  Determinanten.  In  der  Tat  läßt  sich  das  oben  auf- 
tretende planimetrische  Produkt  [VW-  VWp]  durch  eine  geränderte  Determinante 
ausdrücken,  und  dasselbe  gilt  auch  bereits  von  den  früher  benutzten  planimetrischen 
Produkten  [U-  UP]  und  [V ■  WP]  (vgl.  Seite  194 ff.).  Um  die  Vergleichung  der  beiden 
Behandlungsarten  zu  erleichtem,  stelle  ich  hier  kurz  die  Beziehungen  der  angegebenen 
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solle  durch  einen  gegebenen  Punkt  e  hindurchgehen,  liefert  für 
den  Parameter  g  die  lineare  Gleichung 

(6)  [e-ep\-^[e-eq]  =  0 

und  bestimmt  also  diesen  Parameter  und  damit  jene  Kurve  des  Büschels 
eindeutig.  Ihre  Gleichung  ergibt  sich  aus  (5)  und  (6)  durch  Elimination 
von  g  und  lautet  daher: 

[x  '  xp]     [x  •  xq\ 
[e  •  ep]     [e  ■  eq] 


(7) 


0. 


Dagegen  gibt  es  in  einem  Kegelschnittbüschel  im  allgemeinen 
zwei  Kurven,  die  eine  beliebig  gegebene  Gerade  V  berühren^). 
Um  dies  zu  beweisen,  stelle  man  zunächst  für  eine  beliebige  Kurve  des 
Kegelschnittbüschels 

[x  ■  x(p  -  ggr)]  =  0 

die  Stabgleichung  auf,  bilde  also  zu  dem  Bruche 


(8) 


P-QQ  = 


A  —  9-^1»  ^2  —  9-^2.  A  —  Q^s 


planimetrischen  Produkte  mit  den  entsprechenden  geränderten  Determinanten  zu- 
sammen und  füge  zugleich  die  für  diese  geränderten  Determinanten  Ton  S.  Gund el- 
fin ger  gebrauchten  abkürzenden  Klammersymbole  bei.     Es  ist 


[VW-VWp]  = 


Andererseits : 


flu 
Ol 

»1 


ttJl 

«'s 

0 

0 


[U-UP] 


[V-WP]  =  — 


«11 

ÖJI 
Osi 

«1 

«11 
flji 
flsi 
K 


«ij 
as2 

«2 

Öis 

022 


ttis 

«S 
«13 

O33 

tu. 


=-(!,• 


=-0, 


Bezüglich  der  Gundelfingerschen  Klammersymbole  (  )      usw.  siehe  das  soeben 

zitierte  Werk:  Gundelfinger-Dingeldey,  Kegelschnitte,  Seite  34,  129  und  130. 

Für  die  den  obigen  Produktbildungen  dualistisch  entsprechenden  planimetrischen 
Produkte  findet  man  die  analogen  Beziehungen  auf  Seite  358  zusammengestellt. 

1)  Vgl.  zum  folgenden  Gundelfinger-Dingeldey.  Kegelschnitte,  Seite  141  ff. 
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der  die  Punkt- Stab -Zuordnung  des  zugehörigen  Polarsystems  vermittelt, 
die  adjungierte  Abbildung 

\ip-mn 

Es  wird 

(9)  V{P  -  gg)^]  =  [p']  -  2g|jp^]  +  g^OT. 

Bezeichnet  man  hierin  noch  wie  bisher  die  zu  den  Polarsystemen  p  und 
q  der  beiden    Grundkurven   des  Büschels   adjungierten  Polarsysteme  [j9^J 
,     .  und   [g^]   etwas  kürzer  mit  J*  und  Q  und  setzt  überdies  das   kombina- 
torische Produkt 

(10)  \^q\  =  H, 
so  wird  (vgl.  Seite  152) 

(11)  jp^Y^^^lAiA^hAA^AAiJA^ 

und  nach  der  Gleichung  (36)  des  30.  Abschnitts 

(13)  E[-[pq\-^^^^^^-'^-^^^^^'^)'  \\[Ä,B,-\-[A,B,]},  ^{[A,B,-]-{A,B,]} 

E^,  E^,  E^ 

Man   erhält  also  für  die  zum  Polarsystem  p  —  g^  adjungierte  Abbildung 
\_{p  —  g^)^]  die  Darstellung: 

(14)  [{p  -  ggr)2j  =  jp-  2g£r-f  g«^. 

Natürlich  kann  man  dasselbe  Ergebnis  auch  finden,  wenn  man  auf 
Grund  der  Gleichung  (8)  nach  der  Vorschrift  für  die  Bildung  des  adjun- 
gierten Bruches  zu  der  Punkt-Stab-Abbildung  einer  Reziprozität  (vgl.  die 
Gleichung  (39)  des  30.  Abschnitts)  direkt  den  extensiven  Bruch  aufstellt, 
dessen  Zähler  und  Nenner  die  multiplikativen  Kombinationen  ohne  Wieder- 
holung zur  zweiten  Klasse  aus  den  Zählern  und  Nennern  des  Bruches  auf 
der  rechten  Seite  von  (8)  sind.  Man  erhält  so  für  das  kombinatorische 
Quadrat  [(i>  — gOf)^]  die  BruchdarsteHung: 

15)  [(P     gg)g]-^^"^^~9^^^^^«~9-^''^^'  [{A,-^B,){A,-i^BJ],  [{Ä,-c,B,){A^~zB,)-]. 

oder 

(16)  [(p  -  g  qf-]  =  [-^.-^8]  -  9  { {B,A,-\  +  [A,B,]  ]  +  ^'[B,B,],  . . .  ^ 

Hier  sind  die  Koeffizienten  von  g  in  den  drei  Zählern  doppelt  so  groß  wie 
die  drei  Zähler  von  H  in  (13);  denn  es  wird 

Zerlegt  man  daher  den  Bruch  auf  der  rechten  Seite  von  (16)  entsprechend 
der  Dreiteilung  seiner  Zähler  in  eine  Vielfachensumme  dreier  Brüche  und 
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berücksichtigt    dabei    zugleich    noch    die    Gleichungen    (11)    bis  (13),    so 
nimmt  die  Gleichung  (16)  genau  die  obige  Form  (14)  an: 
(14)  [{p-my^^P-HS+q.'Q. 

Der  in  dieser  Formel  (14)  neben  den  adjungierten  Brüchen  J?  und 
Q  der  beiden  Grundkurven  p  und  q  auftretende  Bruch  H  hat,  wie  die 
Gleichungen  (13)  und  (14)  zeigen,  ganz  den  Charakter  der  Brüche  jP  und  Q. 

Zunächst  nämlich  ist  er  wegen  (13)  wie  diese  ein  Meziprozitäishruch, 
der  Stäbe  in  Punkte  überführt. 

Ziveitens  aber  ist  er  auch  mvolutorisch;  denn  die  linke  Seite  der  Glei- 
chung (14)  ist  als  adjungierter  Bruch  des  Polarsystems  j>  —  QQ  selber  ein 
Polarsystem,  genügt  also  der  Gleichung 

[(TF.  vip  -  Qqf]  =  [V-  w{p  -  mn 

und  da  die  entsprechenden  Gleichungen 

[W'VJP\  =  [V-WP]     und 

[W-VQ]  =  [V-WQ] 
auch  für  die  Brüche  JP  und  Q  gelten,  so  gilt  dasselbe  auch  für  den  mit 
den  drei  Brüchen 

Kp  -  myi    JP  «nd  Q 

nach  (14)  linear  zusammenhängenden  Bruch  H,  das  heißt,  es  besteht  die 
Gleichung 

(17)  [W-  VH]  =  [F-  WHl 

Es  stellt  also  in  der  Tat  auch  der  Bruch  H  die  Stab-Punkt- Zuordnung 

eines  Polarsystems  oder,  wie  wir  oben  sagten,  ein  Polarsystem  zweiter  Klasse 

dar.    Die  Lage  seiner  Polarkurve  wird  sich  im  Laufe  der  weiteren  Unter- 

uchung  nebenbei  von  selbst  ergeben  (vgl.  S.  355  f.).  Vor  der  Hand  aber  hat 

man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (10)  den  allgemeinen  Satz  bewiesen: 

Satz  528:  Das  kombinatorische  Produkt  zweier  Polarsysteme 
zweiter  Ordnung  ist  ein  Polarsystem  zweiter  Klasse. 

Die  Bedingung  dafür,  daß  eine  gegebene  Gerade  V  eine  Kurve  des 
Büschels  p  —  ^q  berührt,  lautet  nunmehr 

(18)  [F-F(i>-g^)2]  =  0 
oder  mit  Rücksicht  auf  (14) 

(19)  [F-  F(JP-  2gÄ  +  9^^)]  =  0    oder  endlich 

(20)  [F.FP]-2g[F.FÄ]4-92[F.FO]  =  0. 

Man  erhält  demnach  für  den  Parameter  g  einer  Kurve  des  Büschels, 
die  eine  gegebene  Gerade  F  berührt,  eine  quadratische  Gleichung.  Sind 
die  Wurzeln  g^  und  gg  dieser  quadratischen  Gleichung  reeU  und  von  ein- 
ander verschieden,  so  gibt  es  in  dem  Büschelp  — gg  zwei  Berührungs- 


350 


Die  Beziehung  einer  Geraden  zu  einem  Kegelschnittbüschel  usw. 


kurven  der  Geraden  V  nämlicli  die  Kurven  p  —  Q^q  nnd  p  —  Q^q 

(vgl.  Fig.  148),  und  für  diese  Berührungskurven  bestehen  nach  (18)  die 

Gleichungen 

(21),  [r-V[ip-Q,q)']\  =  0,     r=l,  2. 


Fig.  149. 

Die  Involution,  die  ein  KegelschnittMschel  auf  einer  Geraden  hervor- 
ruft. Andererseits  ergibt  sich  für  das  Punktpaar,  das  dieselbe  Gerade  V 
aus  einer  beliebigen  Kurve  j)  —  gg  des  Büschels  ausschneidet,  (vgl.  Fig.  149) 
nach  (3)  die  Gleichung: 

(22)  ,  [rw-rw(p-Qqy]  =  o, 

in  der  V  als  konstant,   W  als  veränderlich  anzusehen  ist. 

Dieses  Punktpaar  wird  in  einen  einzigen  Punkt  zusammenfallen,  die 
Gerade  V  wird  also  die  Kurve  p  —  Qq  des  Büschels  berühren,  wenn  man 
für  den  Parameter  g  einen  der  obigen  Werte  g^,  r  =  1,  2,  wählt.  Die 
dadurch  aus  (22)  hervorgehenden  Gleichungen 

(23)  [VW-  rW(p  -  Q^q)]  =0,     r  =  1,  2 

stellen  daher  bei  konstantem  V  je  ein  doppeltzählendes  Strahl- 
büschel dar,  dessen  Scheitel  der  Berührungspunkt  der  Geraden 
V  mit  der  Kurve  p  —  Q^q  ist. 

Dies  läßt  sich,  auch  rein  analytisch  zeigen.  Man  gehe  dazu  von  der 
Gleichung  (110)  des  33.  Abschnitts  aus,  nach  welcher  das  Produkt: 

[F-   FJP]     [TT-  VF] 
[V-WF]    [W-WF] 

ist,  vorausgesetzt,  daß  JP  ein  beliebiges  Polarsystem  zweiter  Klasse  und  p 
das    adjungierte   Polarsystem    zweiter  Ordnung    ist.     Faßt    man    in   dieser 


(*) 


[VW-  VWp]  == 


[VW'  rwp]  =  ^ 


\,r=l,2. 
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Gleichimg  das  Polarsystem  zweiter  Klasse  JP  als  adjungierte  Abbildung 
eines  Polarsystems  zweiter  Ordnung  j)  auf,  setzt  also 

so  besteht  zwischen  den  beiden  Polarsystemen  zweiter  Ordnung  p  und  p 

die  Beziehung 

p  =  ap,    wo 

ist.    Und  führt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (*)  ein,  so  verwandelt 

sie  sich  in: 

[V-  V[p'\]    [TT-  Vip^] 

[V'W[p^]    lW-W[p^] 

Ganz  entsprechende  Ausdrücke  erhält  man  für  die  Produkte 

[rW-VW{p-Q^q)l     r=l,  2. 

In  der  Tat,  setzt  man  noch  die  Determinanten  der  Ableitzahlen  der  Brüche 

p  —  Q^Qj  r  =  1,  2,  das  heißt  die  Determinanten 

(24)  I  a,j  -  g,b,,  |  =  c„    r  =  1,  2, 
so  wird 

[F.  V[(p-Q,q)^]  [W-  r[(p-Q,q)^] 

[V-Wlip-M)^]  [W-W[(p-Q,qn] 
Diese  Gleichung  vereinfacht  sich  wegen  (21)  zu 

(25)  [VW-  VW{p  -  M)]  =  -  i  [^-  "^[(i^  -  mW,    r  =  \,2. 
Setzt  man  daher  noch  das  Produkt 

(26)  -7^  n(p  -  M)^]  =  ^.,     r=\,2, 

y—  Cr 

bezeichnet  also  mit  d^,  r  =1,  2,  die  (mit  passenden  Massen  versehenen) 
Pole  der  Geraden  V  hinsichtlich  der  Kurven  J)  —  Q^Qf  ^^  ^^^  ^^^^  ^^® 
Punkte  d^  die  Berührungspunkte  der  Geraden  V  mit  diesen  beiden  Kurven 
sind,   so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (25)  in 

(27)  [VW-  VWip  -  Q^q)-]  =  [Wd;\%    r  =  1,  2. 

Damit  aber  ist  die  quadratische  Form  auf  der  linken  Seite 
von  (23)  als  Quadrat  einer  linearen  Form  dargestellt,  und  also 
wirklich  rein  analytisch  bewiesen,  daß  jede  von  den  Gleichungen  (23)  die 
Gleichung  eines  doppeltzählenden  Strahlbüschels  ist. 

Die  Gleichungen  (27)  bieten  aber  noch  ein  besonderes  Interesse,  weil 
sie  auch  eine  entsprechende  Umformung  der  quadratischen  Form  auf  der 
linken  Seite  der  Gleichung  (22)  ermöglichen.  Diese  Gleichung  stellt,  wie 
oben  gezeigt  ist,  das  Punktpaar  dar,  das  die  Gerade  V  aus  einer  beliebigen 
Kurve  p  —  Qq  des  Kegelschnittbüschels  anschneidet.     Ihre  linke  Seite 


[VW-VWip-Q^q)]=-l 


(31) 
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muß  daher  eine  Spaltung  in  zwei  lineare  Faktoren  zulassen. 
Um  zu  dieser  Zerlegung  zu  gelangen,  drücke  man  zunächst  das  beliebige 
Polarsystem  p  —  Qq  des  Büschels  als  Vielfachensumme  derjenigen  beiden 
ausgezeichneten  Polarsysteme  p  —  QiQ  und  p  —  Q^^  ^^^}  deren  Polkurven 
die  Gerade   V  berühren,  setze  also 

(28)  P-Qq==^ip-  Q^q)  +  t(p  -  Q,q) 

=  {^-\-t)p-{H^  +  iQ,)q. 
Diese  Gleichung  liefert  für  die  Ableitzahlen  §  und  t  die  Gleichungen 

§  + 1     =1     und 

aus  denen  für  §  und  t  die  Werte  folgen: 

(29)  §  =  Al^9_     ^^^1    t  =  -^^^^: 
^     ^  92  —  9i  9»  —  9i  ' 

und  setzt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (28)  ein,  so  erhält  man  für 

das  Polarsystem  p  —  Qq  den  Ausdruck 

(30)  i>  -  gg  =  f^  (p  -  m)  +  i^  (P  -  M)- 

Für  die  linke  Seite  der  Gleichung  (22)  ergibt  sich  daher  die  Darstellung 

[yW'VW{p-%q)\ 


—  9 


[FTF.  VW{p  -  M)'\  +  i-^  VVW-  rWip  -  Q,q)] 

m       Bi  02       9i 

oder  wegen  (27) 

[VW-  rw(p  -  Qq)]  =  f^[Wd,f  -  f^[Wd,f 

üi    öl  öj    »1 

Die  Gleichung  (22)  für  das  Punktpaar  nimmt  daher  bei  Weglassung  des 
Nenners  die  Gestalt  an: 

(32)     [w[V^;^d,  +  Y^;^dMwlV^;^d,-Y^~=^Qd,}]  =  o. 

Damit  ist  die  geforderte  Zerlegung  der  linken  Seite  von  (22)  in  zwei 
lineare  Faktoren  geleistet.  Man  entnimmt  aus  ihr  zugleich  für  die  Schnitt- 
punkte der  Kurve  p  —  Qq  mit  der  Geraden   V  die  Ausdrücke: 

(33)     y92-9^i+y9i-^^2  lind  y92-g(^i-y9i-9<^2; 

welche  zeigen,  daß  diese  Schnittpunkte  harmonisch  liegen  zu  den  Punkten 
dj_  und  d^,  in  denen  die  Gerade  V  von  den  beiden  Kurven  p  —  Qiq  und 
p  —  Qs^  berührt  wird.     Es  ist  also  der  Satz  bewiesen: 

Satz  529:  Das  Punktpaar,  in  welchem  eine  beliebige  Kurve 
eines    Kegelschnittbüschels    eine    gegebene    Gerade    schneidet, 
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wird  harmonisch  getrennt  durch  die  Berührungspunkte  der- 
jenigen beiden  Kurven  des  Büschels,  welche  die  gegebene  Ge- 
rade berühren. 

Diesem  Satze  kann  man  mit  Rücksicht  auf  Seite  191  (vgl.  ferner 
Satz  404)  auch  die  Fassung  geben: 

Satz  530:  Auf  jeder  durch  ein  Kegelschnittbüschel  gelegten 
Geraden  sind  die  Berührungspunkte  der  beiden  die  Gerade  be- 
rührenden Kurven  des  Büschels  einander  konjugiert  hinsicht- 
lich einer  jeden  Kurve  des  Büschels. 

Bei  veränderlichem  g  stellen  die  Ausdrücke  (33)  die  Gesamtheit  aller 
Schnittpunktpaare  dar,  welche  die  Gerade  V  aus  den  Kurven  des  Büschels 
p  —  Qq  ausschneidet.  Und  da  die  Punkte  eines  jeden  von  diesen  Paaren 
zu  den  Punkten  d^  und  d^  harmonisch  liegen,  so  bilden  alle  diese  Punkt- 
paare auf  der  Geraden  V  eine  Punktinvolution  (vgl.  Seite  166  und  194 
des  ersten  Bandes).     Man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  531:  Satz  von  Desargues-Sturm^):  Ein  Kegelschnitt- 
büschel wird  von  einer  jeden  Geraden  seiner  Ebene  in  einer 
Punktinvolution  geschnitten,  deren  Doppelpunkte  die  Berüh- 
rungspunkte der  beiden  die  Gerade  berührenden  Kurven  des 
Büschels  sind. 

Aus  diesem  Satze  leitet  man  leicht  durch  Spezialisierung  einen  all- 
gemeinen Satz  über  ein  vollständiges  Viereck  ab.  Da  nämlich  je  vier  Punkte 
der  Ebene  als  Grundpunkte   eines  Kegelschnittbüschels   aufgefaßt   werden 


1)  Diese  Bezeichnung  des  Satzes  findet  sich  zuerst  bei  S.  Gundelfinger,  Vor- 
lesungen aus  der  analytischen  Geometrie  der  Kegelschnitte,  herausgegeben  von 
F.  Dingeldey,  Leipzig.  1895.  Seite  142.  Vgl.  auch  F.  Dingeldey,  Kegelschnitte 
und  Kegelschnittsysteme.  Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften,  Bd.  III. 
Teil  2.  Heft  1  (Leipzig  1903).  Seite  91,  und  den  Artikel  desselben  Verfassers: 
Kegelschnittsysteme  in  E.  Pascals  Repertorium  der  höheren  Mathematik.  Bd.  IL 
Erste  Hälfte.  Leipzig  und  Berlin.  1910.  Seite  248.  Desargues  hatte  im  Jahre 
1639  den  Satz  bewiesen,  daß  das  Punktpaar,  in  dem  ein  Kegelschnitt  von  einer  Ge- 
raden getroffen  wird,  zusammen  mit  den  beiden  Punktpaaren  in  Involution  liegt, 
welche  die  Gerade  aus  den  beiden  Paaren  Gegenseiten  eines  dem  Kegelschnitt  ein- 
geschriebenen einfachen  Vierecks  anschneidet.  Vgl.  G.  Desargues,  Brouillon  project 
d'une  atteinte  aux  evenemens  des  rencontres  d'un  cone  avec  un  plan.  Paris  1639. 
Abgedruckt  in  den  Oeuvres  de  Desargues  reunies  et  analysees  par  Poudra  Bd.  I. 
Paris  1864.  Seite  186ff.  Chr.  Sturm  erweiterte  diesen  Satz  dahin,  daß  überhaupt 
drei  beliebige  einem  Viereck  umschriebene  Kegelschnitte  von  einer  Geraden  in  drei 
Punktpaaren  einer  Involution  getroffen  werden.  Vgl  Ann.  de  math.  Bd.  17  (1826). 
Seite  180.  Die  beiden  Ergebnisse  von  Desargues  und  Sturm  kann  man,  wie  oben 
geschehen,  in  einem  einzigen  Satze  zusammenfassen,  wenn  man  den  Begriff  einer 
Punktinvolution  nicht,  wie  Desargues  es  tut,  auf  drei  Punktpaare  einer  Geraden 
beschränkt,  sondern  auf  die  ganzen  zugehörigen  projektiven  Punktreihen  bezieht. 

Grafimann:  Projektive  Geometrie  d.  Ebene.    II.  23 
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können,  und  diesem  Büschel  als  zerfallende  Kurven  zweiter  Ordnung  zu- 
gleich die  drei  Paare  Gegenseiten  desjenigen  vollständigen  Vierecks  an- 
gehören, das  jene  vier  Punkte  zu  Ecken  hat,  so  müssen  nach  dem  Satze 
von  Desargues-Sturm  (Satz  531)  die  drei  Punktpaare,  welche  aus  den 
drei  Paar  Gegenseiten  eines  vollständigen  Vierecks  durch  eine  beliebige 
Gerade  ausgeschnitten  werden,  drei  Paare  einer  Punktinvolution  bilden. 
Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  532:  Eine  jede  Gerade  schneidet  die  drei  Paare  Gegen- 
seiten eines  vollständigen  Vierecks  in  drei  Punktpaaren  einer 
Involution. 


Die  zu  zwei  Kurven  zweiter  Ordnung  gehörende  harmonische  Kurve 
zweiter  Klasse.  Man  erhält  aus  den  Ausdrücken  (33)  insbesondere  die 
Werte  für  die  beiden  Schnittpunkte  der  Kurve  p  mit  der  Geraden  V,  wenn 
man  dem  Parameter  g  den  Wert  NuU  beilegt,  wodurch  man  für  diese 
Schnittpunkte  die  Ausdrücke  findet 

(34)  y  92  ^1  +  ]/ 9i  ^2     und     l/gs^^i-ySi^a- 
Andererseits  ergeben  sich  die  Schnittpunkte  der  Geraden  V  mit  der  zweiten 
Grundkurve  q  für  den  Parameterwert  g  =  oo;  man  bekommt  so  für  diese 
Punkte  die  Ausdrücke 

(35)  d^  -\-  d^     und     d^  —  d^. 

Das  Doppelverhältnis  der  beiden  aus  den  Grundkurven  p  und  q  aus- 
geschnittenen Punktpaare  (34)  und  (35)  besitzt  daher  den  Wert  (vgl.  Seite  49 
des  ersten  Bandes): 


{ [(Vö.  d,  + 1/01  d,){d,  +  d,)]  .  [(l/g,  d,  +  }/g,  d,){d,  -  d,)] 


(36) 


[(^1  +  d^)  (^9«  d^  —  ySi  d^)]    [{d^  —  d^)  (Vg^  d^  —  y^^  d^)] 


1 


1 


1 


y9i 


1      11     —1 

^92   -V%i       V^t  -Vii 

Das  Doppelverhältnis    nimmt   somit    den    Wert   —  1    an,   und  die  beiden 
Punktpaare  bilden  also  einen  harmonischen  Punktwurf,  wenn 

das  heißt,  wenn 

(37)  92  =  -  9i 

ist,  wo   die  Zahlgrößen  g^  und  g2    die  Wurzeln  der  quadratischen  Glei- 
chung (20)  bedeuten. 

Damit    also    die    beiden  Punktpaare,   welche   die   Gerade    V  aus   den 
beiden  Grundkurven  p  und  q  des  Kegelschnittbüschels  ausschneidet,  zu 
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einander  harmonisch  seien  (vgl.  Fig.  150),  müssen  die  Wurzeln  der  qua- 
dratischen Gleichung  (20)  einander  entgegengesetzt  gleich  sein,  was  nur 
für  besondere  Lagen  der  Geraden  V  ein- 
treten wird.  Und  umgekehrt  folgt  aus 
dem  Bestehen  der  Gleichung  (37)  zwischen 
den  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (20) 
für  das  Doppelverhältnis  jener  beiden 
Punktpaare  der  Wert  —  1. 

Nun  besitzt  aber  die  quadratische 
Gleichung  (20)  dann  und  nur  dann  zwei 
entgegengesetzt  gleiche  Wurzeln,  wenn  in 
ihr  der  Koeffizient  von  g  verschwindet, 
das    heißt,    wenn   für    die    Gerade    V   die 

'  Fig.  1.50. 

Gleichung  besteht 

(38)  [V-rH]=^0. 

Und    diese  Gleichung   besagt   mit  Rücksicht    auf   die  Bedeutung  von  H 

(vgl.  Seite  349),  daß  die  Gerade  V  eine  Tangente  einer  gewissen  Kurve 

zweitefT  Klasse  sein  muß. 

Die  Lage  dieser  Kurve  zweiter  Klasse  H  läßt  sich  leicht  angeben. 
Da  sie  nämlich  von  einer  jeden  Geraden  V  berührt  wird,  welche  die 
beiden  Kegelschnitte  p  und  (^  in  einem  harmonischen  Punktwurf  schneidet, 
so  wird  sie  insbesondere  auch  von  den  acht  Tangenten  berührt  werden 
müssen,  die  sich  in  den  vier  Grundpunkten  des  Büschels  p  —  gg,  das 
heißt  in  den  vier  Schnittpunkten  der  beiden  Kurven  p  und  q,  an  diese 
beiden  Kurven  legen  lassen.  Denn  jede  von  diesen  acht  Tangenten  wird 
von  dem  Kurvenpaar  p,  q  m  einem  Punktwurf  geschnitten,  von  dem  drei 
Punkte  zusammenfallen,  welcher  also  sicher  harmonisch  ist. 

Darin  liegen  die  beiden  von  Chr.  v.  Stau  dt  herrührenden^)  Sätze: 


1)  Vgl.  Chr.  V,  Staudt,  Über  die  Kurve  2.  Ordnung.  Programm,  Nürnberg  1831. 
Seite  24  f.  und  desselben  Verfassers  Geometrie  der  Lage.  Nürnberg  1847. 
Seite  169,  sowie  seine  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage,  Heft  2.  Nürnberg  1857. 
Seite  207  und  253.  Für  die  analytische  Behandlung  der  harmonischen  Kurve  zweiter 
Klasse  und  der  zu  ihr  dualistischen  Kurve  zweiter  Ordnung  siehe  außer  der  ersten 
von  den  soeben  zitierten  Arbeiten  v.  Staudts:  G.  Salmon,  Exercises  in  the  Hyper- 
determinant  Calculus,  The  Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal.  Bd.  9  (1854). 
Seite  30,  und  Salmon-Fiedler,  Analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte.  Sechste 
Auflage  (1903).  Seite  668 ff.  Vgl.  auch  M.  Noethers  Würdigung  G.  Salmons, 
Mathematische  Annalen  Bd.  61  (1905).  Seite  16.  Femer:  A.  Clebsch,  Über  sym- 
bolische Darstellung  algebraischer  Formen,  Journal  für  die  reine  und  angewandte 
Mathematik.  Bd.  59  (1861).  Seite  33.  Sodann:  S.  Gundelfinger,  Vorlesungen  aus 
de^  analytischen  Geometrie  der  Kegelschnitte,  herausgegeben  von  F.  Dingeldey. 
Leipzig  1895.    Seite  143 f.    Endlich:  F.  Dingeldey,  Kegelschnitte  und  Kegelschnitt- 
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Satz  533:  Dritter  Satz  von  Chr.  v.  Staudt:  Die  acht  Tangenten, 
die  sich  in  den  vier  Schnittpunkten  zweier  Kurven  zweiter  Ord- 
nung an  diese  Kurven  legen  lassen,  berühren  sämtlich  eine  Kurve 
zweiter  Klasse.     Femer: 

Satz  534:  Vierter  Satz  von  Chr.  v.  Staudt:  Eine  gerade  Linie 
schneidet  zwei  Kurven  zweiter  Ordnung  p  und  q  dann  und  nur 
dann  in  einem  harmonischen  Punktwurfe,  wenn  sie  die  Kurve 
zweiter  Klasse  H  berührt,  die  durch  die  acht  Schnittpunkts- 
tangenten der  beiden  Kurven  p  und  q  bestimmt  wird. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Eigenschaft  nennt  man  die  Kurve  JEZ  „die 
harmonische  Kurve  zweiter  Klasse  der  beiden  Kurven  zweiter  Ordnung  p 
und  q"]  auch  wird  sie  vielfach  als  „v.  St  au  dt  sehe  Kurve  zweiter  Klasse" 
bezeichnet.     Man  kann  daher  dem  letzten  Satze  auch  die  Fassung  geben: 

Satz  535:  Zweite  Fassung  des  vierten  Satzes  von  Chr.v  Staudt: 
Das  Schnittpunktpaar  einer  Geraden  und  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  p  ist  dann  und  nur  dann  hinsichtlich  einer  andern 
Kurve    zweiter    Ordnung    q    konjugiert,    wenn    die    Gerade    eine 

Tangente  der  harmonischen  Kurve  zweiter  Klasse 

*^  ^ 

B-  =  \j>q~\ 
der  beiden  Kurven  zweiter  Ordnung  p  und  q  ist. 

Von  Interesse  ist  es  noch,  die  harmonische  Kurve  zweiter  Klasse  zweier 
Kurven  zweiter  Ordnung  p  und  q  für  den  Fall  anzugeben,  wo  die  eine  von 
ihnen,  etwa  die  Kurve  q,  in  eine  doppeltzählende  Gerade  übergegangen  ist, 
deren  Polarsystem  mit  d  bezeichnet  werden  mag  (vgl.  Seite  244).  Es  handelt 
sich  dann  also  darum,  die  geometrische  Bedeutung  des  kombinatorischen 
Produktes 
(39)  [pd]  =  H 

zu  entwickeln.  Nach  dem  Begriff  der  harmonischen  Kurve  zweiter  Klasse 
der  beiden  Kurven  zweiter  Ordnung  p  und  d  ist  dieselbe  die  Hüllkurve 
aller  derjenigen  Geraden  F,  die  die  Kurve  zweiter  Ordnung  p  und  die 
Doppellinie  d  in  den  beiden  Punktpaaren  eines  harmonischen  Punktwurfes 
treffen.  Nun  trifft  überhaupt  eine  jede  Gerade  die  Doppellinie,  d  in  zwei 
zusammenfallenden  Punkten.  Ein  harmonischer  Punktwurf  aber,  von  dem 
zwei  Punkte  vereint  liegen,  besteht  aus  drei  zusammeaf allenden  und  einem 
beliebigen  Punkte.  Eine  Gerade  V,  die  aus  der  Kurve  zweiter  Ordnung 
p   und    der   Doppellinie    d    einen    harmonischen   Punktwurf  ausschneidet. 


Systeme,  Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften,  Bd.  III.  Teil  2.  Heft  1 
(Leipzig  1903).  Seite  92f.  und:  F.  Dingeldey,  Kegelschnittsysteme,  in  E.  Pascals 
Repertorium  der  höheren  Mathematik.  Bd.  II.  Erste  Hälfte.  Leipzig  und  Berlin 
1910.     Seite  248. 


Abschnitt  37,  Gleichung  (39)  bis  (42).     Satz  533  bis  636. 
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geht  daher  notwendig  durch  einen  Schnittpunkt  der  Kurve  j)  mit  der 
Doppellinie  d  hindurch;  und  umgekehrt  kommt  jene  Eigenschaft  auch 
einer  jeden  Geraden  V  zu,  die  einen  der  beiden  Schnittpunkte  von  p  und 
d  enthält.  Alle  derartigen  Geraden  V  aber  bilden  zusammen  die  beiden 
Strahlbüschel,  welche  die  Schnittpunkte  von  p  und  d  zu  Scheiteln  haben. 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen  (vgl.  Fig.  151): 

Satz  536:  Ist  p  ein  beliebiges  Polarsystem  zweiter  Ordnung 
und  d  das  Polarsystem  einer  Doppellinie,  so  ist  die  Kurve 
zweiter     Klasse     11=  [pd] 

nichts      anderes      als      das  s+gy 

Schnittpunktpaar  d  erKurve 
zweiter  Ordnung  p  und  der 
Doppellinie  d. 


rig.  151. 


Fig.  152. 


Die  Gleichung  des  Tangentenpaars,  das  sich  von  einem  Punkte  an  eine 
Kurve  zweiter  Klasse  legen  läßt.  Um  die  dualistisch  entsprechenden  Er- 
gebnisse abzuleiten,  frage  man  zunächst  nach  der  Punktgleichung  des 
Tangentenpaars,  das  sich  von  einem  beliebigen  Punkte  y  an  eine  Kurve 
zweiter  Klasse 

(40)  [C7.Z7P]  =  0 

legen  läßt  (vgl.  Fig;  152),  und  stelle  dazu  diese  Tangente   IJ  als  Produkt 
des   festen  Punktes  y  und  eines  veränderlichen  Punktes  z  dar,  setze  also 

(41)  U=[yzl 

Führt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (40)  ein,  so  verwandelt  sie  sich 
in  die  Gleichung 

(42)  [yz  .  yzP-\  =  0, 

in  der  y  als  konstant  anzusehen  ist. 
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Diese  in  der  Veränderlichen  z  quadratische  Gleichung  ist  dann  be- 
reits die  Gleichung  des  gewünschten  Tangentenpaars;  denn  es  genügen 
ihr  alle  diejenigen  Punkte  z,  für  welche  die  Gerade  des  Stabes  \yz\  die 
Kurve  \TJ •  C^-P]  =  0  berührt.  Die  Gleichung  (42)  stellt  daher  wirk- 
lich jenes  Tangentenpaar  dar,  aufgefaßt  als  zerfallende  Kurve 
zweiter  Ordnung.  Daß  die  durch  die  Gleichung  (42)  ausgedrückte 
Kurve  zweiter  Ordnung  zerfallen  muß,  entnimmt  man  auch  sogleich  aus 
ihrer  Form;  denn  nach  der  Formel  der  linealen  Änderung  für  Punkt- 
produkte (Gleichung  (9)  des  zweiten  Abschnitts): 

wird  auch  das  Produkt 

(43)  {y{z  +  92/)  •  y{p  -F  g?/)jP]  =  \_yz  ■  yzT], 

das  heißt,  die  quadratische  Form  [yz  •  yz  jP]  verhält  sich  invariant  gegen- 
über einer  Vermehrung  des  Punktes  z  um  ein  Vielfaches  von  y.  Wenn 
also  die  Gleichung  (42)  durch  irgend  einen  Punkt  z  befriedigt  wird,  so 
genügt  ihr  zugleich  auch  jeder  Punkt  der  Geraden  [yz],  woraus  in  der 
Tat  folgt,  daß  die  durch  sie  dargestellte  Kurve  zweiter  Ordnung  zerfällt^). 


1)  Auch  hier  lassen  sich  wieder  (vgl.  Seite  346  f.)  das  planimetrische  Pro- 
dukt [yz  •  yzP]  sowie  die  weiter  oben  (Seite  303  ff.)  benutzten  planimetrischen  Pro- 
dukte [x  ■  xp]  und  [y  ■  zp]  als  geränderte  Determinanten  darstellen,  und  dasselbe 
gilt  für  die  von  den  letzten  beiden  Produkten  nur  um  den  Faktor  a  ==  |Oii|  ver- 
schiedenen Pi-odukten  \x  •  xp]  und  [y  •  zp]  (vgl.  Seite  261  f.).  Ich  stelle  im  fol- 
genden die  in  Frage  kommenden  Formeln  zusammen  unter  Hinzufügung  der  von 
S.  Gundelfinger  für  die  betreffenden  geränderten  Determinanten  gebrauchten  ab- 
kürzenden Klammersymbole.     Es  ist 


[yz  ■  yzP]  = 


Andererseits : 


^.1 


h 

3ln 


[x  •  xp]  =  a\x  •  xp]  =  — - 


[y  ■  zp]  =  a[y  •  zp]^  — 


% 


^21        -^22 
•^31        ■^32 

äi      äs 


2t2= 

2Ix, 

2t23 


Wegen    der  Gundelfingerschen  Klammersymbole 


h 

h 

h 
0 

^3 

0 

»)  5/51, 


=  -(') 


usw.  siehe  Gundel- 


ik 


finger-Dingeldey,  Kegelschnitte,  Leipzig  1895.    Seite  45  und  146. 
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Die  beiden  Kurven  einer  Kegelschnittschar ,  die  durch  einen  gegebenen 
PtmJct  hindurchgehen.     Die  Forderung,   eine  Kurve  der  Kegelschnittschar 

(44)  [U'ÜF]-Q[U-UQ]  =  0 

solle  eine  gegebene  Gerade  E  berühren,  liefert  für  den  Parameter  g  der 
Kurve  die  lineare  Gleichung 

(45)  [E-E:P]-q[E>EQ]^0 

und  bestimmt  also  eine  Kurve  der  Schar  eindeutig.    Ihre  Gleichung  lautet 

Dagegen  gibt  es  in  einer  Kegelschnittschar  im  allgemeinen  zwei 
Kurven,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen.  Um  dies  zu 
zeigen,  stelle  man  zunächst  für  eine  beliebige  Kurve  der  Kegelschnittschar 

[U-  ü{F-qQ)]  =  0 
die  Punktgleichung  auf,  bilde  also  von  dem  Bruche 

(47)  J>-9Q=="^-9^^-    «.-9&.>«»-9J»^ 

der  die  Stab-Punkt-Zuordnung  des  zugehörigen  Polarsystems  vermittelt, 
die  adjungierte  Abbildung 

Es  wird 

(48)  [{F  -  90)^]  =  [P2]  -  2g[PÖ]  +  o,\Q^. 

Bezeichnet  man  hierin  noch  die  zu  den  Polarsystemen  J*  und  Q  der 
beiden  Grundkurven  der  Schar  adjungierten  Polarsysteme  [JP^]  und  [Q^] 
etwas  kürzer  mit  p  und  q  und  setzt  überdies  das  kombinatorische  Produkt 

(49)  ^  [PQ\  =  h, 
so  wird 

(50)  p  =  rp2T  ^  Kog],  [q8«i]>  [«i«a] 

und  nach  der  Gleichung  (70)  des  30.  Abschnitts 

(52)  Ai  =  [Pol  =  ^  { 1^"«  ^»^  ~  1^"»  ^»] }  >  ^  { [«8  ^»3  —  [«1  ^] } »  i  { [«1  ft»]  -  [g«  ^] }  . 

Man  erhält  also  für  die  zum  Polarsystem  F  —  ^Q  adjungierte  Abbildung 
[(P-9<?)2]  die  DarsteUung: 

(53)  [(P  -  9 Qf]  =  il  -  2 gÄi  -f  g«^. 

Dasselbe  Ergebnis  findet  man,  wenn  man  auf  Grund  der  Gleichung  (47) 
nach  der  Vorschrift  für  die  Bildung  des  adjungierten  Bruches  für  die 
Stab-Punkt-Abbildung  einer  Reziprozität  (vgl.  Gleichung  (73)  des  30.  Ab- 
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Schnitts)  direkt  den  extensiven  Bruch  aufstellt,  dessen  Zähler  und  Nenner 
die  multiplikativen  Kombinationen  ohne  Wiederholung  zur  zweiten  Klasse 
aus  den  Zählern  und  Nennern  des  Bruches  auf  der  rechten  Seite  von  (47) 
sind.  Man  erhält  so  für  das  kombinatorische  Quadrat  [( J*  —  g  QY]  die 
Bruchdarstellung : 
(54)  r(P—  q QY]  =  l^("^~9^ä^(^«~8^s)]^  [(q»  — 8?>8)(Qt  — 9&i)].  [(«i— 9^)(«8— 9M 

oder 

(55)  r(p  —  Q oy]  =  ^"^"s^  ~  9 {[^2 ^3]  +  K^s]}  +  Q^ihK],  ■  •  • 

^1  j  •  •  • 

Hier  sind   die  Koeffizienten  von   g  in  den   drei  Zählern  doppelt  so  groß 
wie  die  drei  Zähler  von  h  in  (52);  denn  es  wird 

Zerlegt  man  daher  den  Bruch  auf  der  rechten  Seite  von  (55)   ent- 
sprechend der  Dreiteilung  seiner  Zähler   in  eine  Vielfachensumme  dreier 
Brüche   und  berücksichtigt  zugleich  noch  die   Gleichungen  (50)  bis  (52), 
so  nimmt  die  Gleichung  (55)  genau  die  obige  Form  (53)  an: 
(53)  [(P  -  g  Qf]  =p-2Qh  +  Q'q. 

Der  in  der  Formel  (53)  neben  den  adjungierten  Brüchen  p  und  q 
der  beiden  Grundkurven  I*  und  Q  auftretende  Bruch  h  hat,  wie  die 
Gleichungen  (52)  und  (53)  zeigen,  ganz  den  Charakter  der  Brüche  p  und  q. 

Zunächst  nämlich  ist  er  wegen  (52)  wie  diese  ein  Bemprodtätshruch, 
der  Punkte  in  Stäbe  überführt. 

Zweitens  aber  ist  er  auch  invdlutorisch,  was  man  auf  Grund  der  Glei- 
chung (53)  ebenso  wie  bei  der  dualistischen  Entwickelung  beweisen  kann. 

Der  Bruch  h  stellt  daher  genau  so  wie  die  Brüche  p  und  q  die 
PunJd-Stab-Zuordnung  eines  Polarsystems  oder,  wie  wir  oben  sagten,  ein 
Polarsystem  zweiter  Ordnung  dar.  Die  Lage  seiner  Polkurve  wird  sich 
wieder  im  Laufe  der  weiteren  Untersuchung  von  selbst  ergeben  (vgl. 
Seite  365  f.).  Vor  der  Hand  aber  hat  man  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chung (49)  den  allgemeinen  Satz  bewiesen: 

Satz  537:  Das  kombinatorische  Produkt  zweier  Polarsysteme 
zweiter  Klasse  ist  ein  Polarsystem  zweiter  Ordnung. 

Die  Bedingung  dafür,  daß  ein  gegebener  Punkt  y  einer  Kurve  der 
Schar  JP — qQ  angehört,  lautet  nunmehr 

(56)  [yyiP-QQ)']  =  o 

oder  mit  Rücksicht  auf  (53) 

(57)  [y  •  y(p  —  2g/i  +  g^^)]  =  0     oder  endlich 

(58)  [y-yp]-^Q[y-yh]  +  Q^[y-yq]  =  o. 

Sind  daher  die  Wurzeln  g^   und  gg   dieser  quadratischen  Gleichung   reell 


Abschnitt  87,  Gleichung  (54)  bis  (61).     Satz  537. 
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und  von  einander  verschieden,  so  gibt  es  in  der  Schar  F  —  q(J 
zwei  Kurven  zweiter  Klasse  F  —  QiQ  und  P—^^Q,  die  durch 
den  gegebenen  Punkt  y  hindurchgehen 
(vgl.  Fig.  153^));  und  für  diese  Kurven  be- 
stehen nach  (56)  die  Gleichungen 

(59)  [y-^[(P-g,O)^]]  =  0,    r=l,  2. 

Die  Involution,  die  eine  Kegelschnittschar 
in  einem  Punkte  hervorruß.  Andererseits  er- 
gibt sich  für  das  Tangentenpaar,  das  sich  von 
demselben  Punkte  y  an  eine  beliebige  Kurve 
JP  —  QQ  der  Schar  legen  läßt,  nach  (42)  die 
Gleichung 

(60)  [i/^-2/^(P-9O)]  =  0, 

in  der  y  als  konstant,  ^  als  veränderlich  an- 
zusehen ist.  Dieses  Tangentenpaar  wird  in 
eine  einzige  Tangente  zusammenfallen,  das 
heißt,  der  Punkt  y  wird  selbst  auf  der  Kurve 
F  —  qQ  liegen,  wenn  man  für  den  Para- 
meter g  einen  der  obigen  Werte  g^,  r  =  1,  2, 
wählt.  Die  dadurch  aus  (60)  hervorgehenden 
Gleichungen 

(61)  [y^-y^{F-QrQ)]  =  o,   r      ,    , 

stellen  also  bei  konstantem  y  je  eine  doppeltzählende  Gerade  dar,  nämlich 
die  Tangente,   die  sich  im  Punkte  y  an  die  Kurve  P— g,.Q  legen  läßt. 
Dies  kann  man  auch  rein  analytisch  zeigen. 

Man  gehe  dazu  von  der  Gleichung  (83)  des  33.  Abschnitts  aus,  nach 
welcher  das  Produkt 

\_y '  yp]    [^  •  yp] 
[y '  ^p]    \ß  •  zp] 

ist,  vorausgesetzt  daß  p  ein  beliebiges  Polarsystem  zweiter  Ordnung  und 
P  das  adjungierte  Polarsystem  zweiter  Klasse  ist. 

Ist  jetzt  wiederum  p  das  zu  J?  adjungierte  Polarsystem  zweiter  Ord- 
nung, ist  also 

P  =  [P'l 
so    besteht   nach    der  Gleichung  (38)    des    31.  Abschnitts    zwischen    den 


Fig.  153. 


1,  2, 


(t) 


\yz-yzF\ 


1)  Siehe  hierzu  die  Zeichnung  einer  Kegelschnittschar  in  Chr.  Wieners  Lehr- 
buch der  darstellenden  Geometrie  Bd.  I.  Leipzig.  1884.  S.  357.  Von  ihr  bildet 
die  obige  Figur  einen  verkleinerten  Ausschnitt. 
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beiden  Polarsystemen  zweiter  Ordnung  p  und  p  die  Beziehung 


das  heißt;  es  ist 


ist.     Und  führt  man   diesen  Wert  von  p  in    die   Gleichung  (f)  ein,   so 
verwandelt  sie  sich  in: 

[y-z[P'-]\  [z'Z[F^]-\y 
oder  da  nach  Gleichung  (29)  des  31.  Abschnitts 

q2  =  5(  =  I  %,^  j     ist^  so  wird 

1     \_yy[F']\  [^-yli^']] 


p 

=  ap 

oder 

p  = 

1  - 

y  = 

im 

,  wo 

a 

=  iaal 

• 

[yz  •  yzF]  =  y. 


[y2-y2{I'-Q,Q)]  =  ^ 


ßr 


Ganz  entsprechende  Ausdrücke  erhält  man  für  die  Produkte 

[yz-yz{F-Q,Q)l    r  =  l,  2. 

In  der  Tat,  setzt  man  noch  die  Determinanten  der  Ableitzahlen  des  Bruches 
JP—  Q^Q,  r  =  1,  2,  das  heißt  die  Determinanten 

(62)  \'^a-Qr^a\  =  ^r>     r=l,2, 

so  findet  man  für  die  fraglichen  Produkte  die  Darstellung 

[y  ■  ZliP  -  9,0)2]]  ^,  .  ,^^jp  _  Q^gyj^ 
die  sich  wegen  (59)  vereinfacht  zu: 

(63)  [yz  -yz(F-  g,0)]  =  -  ^J^  •  y[(I*  -  9.0)^P,     r  =  1,  2. 
Setzt  man  daher  noch  das  Produkt 

(64)  ^^y[(F-Q^Qy]^D,,    r  =  l,2, 

bezeichnet  also  mit  D,  Stäbe  von  gewisser  Länge  aus  den  Polaren  des 
Punktes  y  hinsichtlich  der  Kurve  I*  —  Q^Q,  das  heißt  aus  den  Tangenten, 
die  sich  im  Punkte  y  an  die  beiden  durch  y  gehenden  Kurven  F  —  Q^Q 
der  Schar  legen  lassen,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  (63)  in 

(65)  [yz  ■  yz{F  -  g,0)]  =  [^DJ^     r  =  1,  2. 

Damit  aber  ist  die  quadratische  Form  auf  der  linken  Seite 
von  (61)   als  Quadrat   einer   linearen  Form    dargestellt  und  also 
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wirklich  rein  analytisch  bewiesen,  daß  jede  von  den  Gleichungen  (61)  die 
Gleichung  einer  doppeltzählenden  Geraden  ist. 

Die  Gleichungen  (65)  bieten  aber  noch  ein  besonderes  Interesse,  weil 
sie  auch  eine  entsprechende  Umformung  der  quadratischen  Form  auf  der 
linken  Seite  von  (60)  ermöglichen.  Diese  stellt,  wie  oben  gezeigt  ist, 
das  Tangentenpaar  dar,  das  sich  vom  Punkte  y  aus  an  eine  beliebige 
Kurve  JP  —  q^Q  der  Kegelschnittschar  legen  läßt.  Ihre  linke  Seite 
muß  daher  eine  Spaltung  in  zwei  linearen  Faktoren  zulassen. 
Um  zu  dieser  Zerlegung  zu  gelangen,  stelle  man  wieder  zunächst  das  be- 
liebige Polarsystem  P  —  ^Q  der  Schar  als  Vielfachensumme  der  beiden 
ausgezeichneten  Polarsysteme  F—q^Q  und  JP  —  Q^Q  dar,  deren  Polar- 
kurven durch  den  Punkt  y  hindurchgehen.  Man  erhält  ebenso  wie  bei 
der  dualistischen  Entwickelung  (vgl.  Seite  352)  für  des  Polarsystem 
P—^Q  den  Ausdruck: 

(66)  l.-30^?^(P-g.O)  +  L^(P-9,0) 

und  hieraus  wegen  (65)  für  die  quadratische  Form  auf  der  linken  Seite 
von  (60)  die  Produktdarstellung: 

<  [y2-y2{P-QQ)] 

Die  Gleichung  (60)  für  das  Tangentenpaar  nimmt  daher  bei  Weglassung 
des  Nenners  die  Gestalt  an: 

(68)  [^(yg7-l A  +  VöT^g A)][Wy97=^9 A  - I/qT^ö All  =  o. 

Und  für  die  Tangenten  selbst  ergeben  sich  somit  die  Ausdrücke 
(69)      VsT^A  +  l/ör^öA     und     ^/g^T-gD^-ygT^i)^^ 

welche  zeigen,  daß  diese  Tangenten  harmonisch  liegen  zu  den  Geraden  Dj 
und  D^,  die  im  Punkte  y  die  beiden  durch  ihn  gehenden  Kurven  P  —  Q^Q 
nnd  P  —  Q^Q  ^^^  Schar  berühren.     Es  ist  also  der  Satz  bewiesen : 

Satz  538:  Das  Tangentenpaar,  das  man  von  einem  gegebenen 
Punkte  an  eine  beliebige  Kurve  einer  Kegelschnittschar  legen 
kann,  wird  harmonisch  getrennt  durch  die  in  diesem  Punkte 
gezogenen  Tangenten  derjenigen  beiden  Kurven  der  Schar,  die 
sich  in  jenem  Punkte  schneiden. 

Diesem  Satze  kann  man  mit  Rücksicht  auf  Seite  200  auch  die  Fassung 
geben : 

Satz  539:  Die  beiden  Tangenten,  die  sich  in  einem  gegebenen 
Punkte    an    die    beiden    durch    diesen    Punkt    gehenden    Kurven 
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einer  Kegelschnittscliar  legen  lassen,  sind  einander  konjugiert 
hinsichtlich  einer  jeden  Kurve  der  Schar. 

Bei  veränderlichem  g  stellen  die  Ausdrücke  (69)  die  Gesamtheit  aller 
Tangentenpaare  dar,  die  sich  vom  Punkte  y  an  die  Kurven  der  Schar 
legen  lassen.  Und  da  die  Tangenten  eines  jeden  Paares  zu  den  Tangen- 
ten Dl  und  Dg  der  beiden  durch  y  gehenden  Kurven  der  Schar  harmo- 
nisch liegen,  so  bilden  alle  diese  Tangentenpaare  im  Punkte  y  eine  Strahl- 
involution (vgl.  Seite  166  und  195  des  ersten  Bandes).  Man  hat  also 
den  Satz: 

Satz  540:  Die  Tangentenpaare,  die  man  an  die  Kurven  einer 
Kegelschnittschar  von  einem  Punkte  ihrer  Ebene  legen  kann, 
bilden  eine  Strahlinvolution,  deren  Doppelstrahlen  diejenigen 
beiden  Tangenten  sind,  die  sich  in  jenem  Punkte  an  die  beiden 
durch  ihn  hindurchgehenden  Kurven  der  Schar  legen  lassen. 

Aus  diesem  Satze  kann  man  wieder  durch  Spezialisierung  einen  all- 
gemeinen Satz  über  ein  vollständiges  Vier  seit  ableiten.  Da  nämlich  je  vier 
Geraden  der  Ebene  als  Grundgeraden  einer  Kegelschnittschar  aufgefaßt 
werden  können,  und  dieser  Schar  als  zerfallende  Kurven  zweiter  Klasse 
zugleich  die  drei  Paare  Gegenecken  desjenigen  vollständigen  Vierseits  an- 
gehören, das  jene  vier  Geraden  zu  Seiten  hat,  so  müssen  nach  dem  Satze  540 
die  drei  Strahlpaare,  welche  die  drei  Paare  Gegenecken  eines  vollständigen 
Vierseits  von  einem  beliebigen  Punkte  seiner  Ebene  aus  projizieren,  drei 
Paare  einer  Strahlinvolution  bilden.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  541:  Die  drei  Paare  Gegenecken  eines  vollständigen  Vier- 
seits werden  von  einem  jeden  Punkte  seiner  Ebene  durch  drei 
Strahlpaare  einer  Involution  projiziert. 

Die  zu  zwei  Kurven  zweiter  Klasse  gehörende  harmonische  Kurve  zweiter 
Ordnung.  Man  erhält  aus  den  Ausdrücken  (69)  insbesondere  die  Werte 
für  die  beiden  Tangentenpaare,  die  vom  Punkte  y  an  die  beiden  Grund- 
kurven JP  und  Q  der  Schar  gezogen  werden  können,  wenn  man  in  ihnen 
dem  Parameter  g  die  Werte  0  und  oo  beilegt,  wodurch  man  für  diese 
Tangentenpaare  die  Ausdrücke  findet: 

(70)  Vg^A  +  ygTA   und   i/SA-yö^A 

für  die  Tangenten  an  die  Kurve  P  und 

(71)  Dl  +  Dg  und  Dl  -  D^ 

für  die  Tangenten  an  die  Kurve  Q.  Das  Doppelverhältnis  der  beiden 
Tangentenpaare  besitzt  daher  den  Wert  (vgl.  Seite  56  des  ersten  Bandes 
und  Seite  354): 


Abschnitt  37,  Gleichung  (70)  bis  (74).    Satz  539  bis  642.  365 

/79N  (vö,  -  vö^y 

und  wird  also  wieder  =  —  1,  wenn 

(73)  92  =  -  9i 

ist,  wo  die  Zahlgrößen  g^  und  q^  die  Wurzeln  der  quadratischen  Glei- 
chung (58)  bedeuten. 

Damit  also  die  beiden  Tangentenpaare,  die  von  dem  Punkte  y  an  die 
beiden  Grundkurven  P  und  Q  der  Kegelschnittschar  gehen,  zu  einander 
harmonisch  seien  (vgl.  Fig.  154),  müssen  die 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (58) 
einander  entgegengesetzt  gleich  sein,  was  nur 
für  besondere  Lagen  des  Punktes  y  eintreten 
wird.  Und  umgekehrt  folgt  aus  dem  Be- 
stehen der  Gleichung  (73)  zwischen  den  beiden 
Wurzeln  der  Gleichung  (58)  für  das  Doppel- 
verhältnis jener  beiden  Tangentenpaare  der 
Wei-t  -  1.  ^''-  '''■ 

Nun  besitzt  aber  die  quadratische  Gleichung  (58)  dann  und  nur  dann 
zwei  entgegengesetzt  gleiche  Wurzeln,  wenn  in  ihr  der  Koeffizient  von  g 
verschwindet,  das  heißt,  wenn  für  den  Punkt  y  die  Gleichung  besteht 

(74)  [y'yh]^o. 

Und  diese  Gleichung  besagt  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  h 
(vgl.  Seite  360),  daß  der  Punkt  y  einer  gewissen  Kurve  zweiter  Ordnung 
angehören  muß. 

Die  Lage  dieser  Kurve  zweiter  Ordnung  läßt  sich  leicht  angeben.  Da 
sie  nämlich  durch  einen  jeden  Punkt  y  hindurchgeht,  der  die  beiden  Kurven 
zweiter  Klasse  P  und  Q  durch  einen  harmonischen  Strahlwurf  projiziert, 
so  wird  sie  insbesondere  auch  die  acht  Punkte  enthalten  müssen,  in  denen 
die  vier  gemeinsamen  Tangenten  der  Schar  P  —  ^Q  die  beiden  Grund- 
kurven P  und  Q  berühren.  Denn  jeder  von  diesen  acht  Berührungspunkten 
projiziert  die  beiden  Kurven  JP  und  Q  in  einem  Strahl wurf,  von  dem 
drei  Strahlen  zusammenfallen,  der  also  sicher  harmonisch  ist. 

Man  hat  daher  die  beiden  wiederum  von  Chr.  v.  Staudt  herrühren- 
den^) Sätze: 

Satz  542:  Fünfter  Satz  von  Chr.  v. Staudt:  Die  acht  Berührungs- 
punkte der  vier  gemeinsamen  Tangenten  zweier  Kurven  zweiter 
Klasse  liegen  sämtlich  auf  einer  Kurve  zweiter  Ordnung.    Und: 


1)  Vgl.  die  Fußnote  zu  der  dualistischen  Entwickelung  auf  Seite  365. 
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Satz  543:  Sechster  Satz  von  Chr.  v.  Staudt:  Die  beiden  Tan- 
gentenpaare, die  sich  von  einem  Punkte  an  zwei  Kurven  zweiter 
Klasse  JP  und  Q  legen  lassen,  bilden  dann  und  nur  dann  einen 
harmonischen  Strahlwurf,  wenn  ihr  Ausgangspunkt  auf  der 
Kurve  zweiter  Ordnung  h  enthalten  ist,  die  durch  die  acht  Be- 
rührungspunkte der  gemeinsamen  Tangenten  von  J*  und  Q  geht. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Eigenschaft  nennt  man  die  Kurve  /i  „die 
harmonische  Kurve  zweiter  Ordnung  der  heiden  Kurven  zweiter  Klasse  JP 
und  Q";  auch  wird  sie  vielfach  als  „v.  St  au  dt  sehe  Kurve  zweiter  Ord- 
nung'' bezeichnet.  Man  kann  daher  dem  letzten  Satze  auch  die  Fassuno- 
geben: 

Satz  544:  Zweite  Fassung  des  sechsten  Satzes  von  Chr.  v.  Staudt: 
Ein  Tangentenpaar  einer  Kurve  zweiter  Klasse  JP  ist  dann  und 
nur  dann  hinsichtlich  einer  andern  Kurve  zweiter  Klasse  Q 
konjugiert,  wenn  sein  Scheitel  auf  der  harmonischen  Kurve 
zweiter  Ordnung 

h  =  [PQ\ 
der  beiden  Kurven  zweiter  Klasse  JP  und  Q  liegt. 

Von  Interesse  ist  es  wieder,  die  harmonische  Kurve  zweiter  Ordnung 
zweier  Kurven  zweiter  Klasse  JP  und  Q  für  den  Fall  anzugehen,  wo  die 
eine  von  ihnen,  etwa  die  Kurve  Q,  in  einen  doppeltzählenden  PunJct  über- 
gegangen ist,  dessen  Polarsystem  mitJt)  bezeichnet  werden  mag  (vgl.  S.  250f.). 
Es  handelt  sich  also  dann  darum,  die  geometrische  Bedeutung  des  kom- 
binatorischen Produktes 
(75)  [P2>]  =  h 

zu  entwickeln.  Nach  dem  Begriff  der  harmonischen  Kurve  zweiter  Ord- 
nung der  beiden  Kurven  zweiter  Klasse  P  und  D  ist  dieselbe  der  geo- 
metrische Ort  aller  derjenigen  Punkte  y,  welche  die  Kurve  zweiter 
Klasse  P  und  den  doppeltzählenden  Punkt  D  durch  zwei  Strahlpaare 
eines  harmonischen  Strahlwurfs  projizieren.  Nun 
wird  überhaupt  von  jedem  Punkte  aus  der  doppelt- 
zählende Punkt  JD  durch  zwei  zusammenfallende 
Strahlen  projiziert.  Ein  harmonischer  Strahlwurf 
aber,  von  dem  zwei  Strahlen  vereint  liegen,  besteht 
aus  drei  zusammenfallenden  Strahlen  und  einem  be- 
liebigen Strahl.  Ein  Punkt  y,  der  die  Kurve  zweiter 
Klasse  P  und  den  doppeltzählenden  Punkt  D  in 
einem  harmonischen  Strahl wurf  projiziert,  gehört  da- 
her notwendig  einer  der  beiden  Tangenten  an,  die 
man  vom  Punkte  D  an  die  Kurve  P  legen  kann;  und 
Fig.  155.  umgekehrt  kommt  jene  Eigenschaft  auch  einem  jeden 
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Punkte  y  zu,  der  auf  einer  dieser  beiden  Tangenten  gelegen  ist.  Alle 
derartigen  Punkte  y  aber  bilden  zusammen  eben  diese  beiden  Tangenten, 
und  es  ist  also  der  Satz  bewiesen  (vgl.  Fig.  155): 

Satz  545:  Ist  P  ein  beliebiges  Polarsystem  zweiter  Klasse 
und  i)  das  Polarsystem  eines  doppeltzählenden  Punktes,  so  ist 
die  Kurve  zweiter  Ordnung  h  ==  [jPJ>]  nichts  anderes  als  das 
Tangentenpaar,  das  sich  von  dem  doppeltzählenden  Punkte  Z> 
an  die  Kurve  zweiter  Klasse  P  legen  läßt. 


Abschnitt  38. 

Die  Polkegelschnitte  eines  Kegelschnittbüschels,   die  Polarkegel- 
schnitte  einer  Kegelschnittschar. 

Die  Polaren  eines  Punktes  hinsichtlich  der  Kurven  eines  Kegelschnitt- 
büschels. Fragt  man  nach  allen  denjenigen  Geraden  F(g),  die  durch  die 
Polarsysteme  p  —  Qq  eines  Kegelschnittbüschels  einem  beliebigen  Punkte  y 
seiner  Ebene  als  Polaren  zugewiesen  werden,  so  findet  man  für  sie  den 
Ausdruck 

(1)  ^(8)  =  y{p  -  QQ)  =  yp-  Qya, 

in  dem  die  Produkte  yp  und  yq  die  Polaren  des  Punktes  y  hinsichtlich 
der  Grundkurven  p  und  q  des  Büschels  sind. 

Bei  konstantem  g  stellt  also  die  gewonnene 
Differenz  einen  Stab  dar,  dessen  Gerade  durch  den 
Schnittpunkt 

(2)     y'  =  [yp  '  yq] 

dieser  beiden  Polaren  yp 
und  yq  hindurchgeht. 

Bei  veränderlichem  q 
dagegen  ist  sie  der  ana- 
lytische Ausdruck  für 
das  Strahlbüschel,  das 
jenen  Punkt  y'  zum 
Scheitel  hat  (vgl.  Fig. 
156);  und  da  auch  um- 
gekehrt jeder  Strahl 
des  durch  die  Geraden 
yp  und  yq  bestimm- 
ten Strahlbüschels  sich 
durch     eine     Differenz  iig  i56 
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von  der  Form 

yp  -  ^y^L 

ausdrücken  läßt,  so  entspricht  andererseits  auch  jedem  Strahle  dieses  StraJil- 
büschels  eine  bestimmte  Kurve  jenes  Kegelschnittbüschels,  nämlich  die  Kurve 

i>  -  W- 

Bevor  wir  aber  dieses  Ergebnis  in  Satzform  aussprechen,  müssen  wir 
noch  einen  Ausnahmefall  in  Betracht  ziehen.  Sobald  nämlich  zwischen 
den  beiden  Produkten  yp  und  yq  eine  Gleichung  von  der  Form 

(3)  yp  =  iyq 

besteht,  unter  t  ein  Zahlfaktor  verstanden,  reduziert  sich  der  Ausdruck  (1)  auf 

(4)  y(s)  =  y(p-m)  =  (J-Q)yQ, 

womit  gezeigt  ist,  daß  in  diesem  Falle  die  Polaren  des  Punktes  y  in  bezug 

auf  sämtliche  Kurven   des  Büschels   in   eine  und  dieselbe   Gerade  yq 

zusammenfallen.      Die    Gleichung    (3)    läßt   sich  nun   aber   in    der   Form 

schreiben: 

(5)  y{p-lq)  =  0, 

aus  der  nach  Seite  207  hervorgeht,  daß  ein  Punkt  y,  welcher  der  Glei- 
chung (3)  Genüge  leistet,  notwendig  zu  einer  Kurve  p  —  tq  des  Büschels 
p  —  Qq  apolar  sein  muß;  und  da  auch  umgekehrt  in  diesem  Falle  eine 
Gleichung  von  der  Form  (3)  besteht,  so  kann  man  sagen,  daß  unser  obiges 
Ergebnis,  nach  welchem  die  Polaren  F(g)  aus  (1)  ein  Strahlbüschel  bilden 
sollen,  dann  und  nur  dann  eine  Ausnahme  erleidet,  wenn  der  Punkt  y, 
um  dessen  Polaren  es  sich  handelt,  zu  einer  Kurve  des  Büschels  p  —  Qq 
apolar  ist.  Dies  trifft  zum  Beispiel  bei  einem  Büschel  mit  drei  reellen 
und  von  einander  verschiedenen  Hauptzahlen  (vgl.  Seite  297  ff.)  nur  für 
die  drei  Ecken  d^,  ^  =  1,  2,  3,  des  gemeinsamen  Polardreiecks  des  Büschels 
zu.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  546:  Satz  von  Poncelet^):  Alle  Geraden  F(^),  die  einem 
und  demselben  Punkte  y  durch  die  Polarsysteme  2>  —  9^  eines 
Kegelschnittbüschels  als  Polaren  zugeordnet  werden,  bilden 
ein  Strahlbüschel,  dessen  Scheitel  der  Schnittpunkt  der  beiden 
Polaren  yp  und  yq  des  Punktes  y  hinsichtlich  der  beiden  Grund- 
kurven p  und  q  des  Kegelschnittbüschels  ist;  und  umgekehrt 
entspricht    auch   jedem   Strahle    dieses    Strahlbüschels    ein  be- 


1)  Vgl.  J.  V.  Poncelet,  Traite  des  propriet^s  projectives  des  figures.  Paris, 
1822.  Nr.  388.  Siehe  auch  F.  Dingeldey,  Kegelschnitte  und  Kegelschnittsysteme, 
Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften,  Bd.  III.  Teil  2.  Heft  1  (Leipzig, 
1903).     Seite  93. 


Abschnitt  38,  Gleichung  (3)  bis  (8).     Satz  546  und  647. 
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stimmtes  Polarsystem  jenes  Kegelschnittbüschels.  Nur  in  dem 
Falle,  wo  der  Punkt  y  zu  irgend  einer  Kurve  des  Büschels 
apolar  ist,  fallen  die  Polaren  des  Punktes  y  in  bezug  auf  sämt- 
liche Kurven  des  Büschels  in  eine  einzige  Gerade  zusammen. 

Die  beiden  Strahlbüschel,  die  durch  die  Kurven  eines  Kegelschnittbüschels 
zwei  verschiedenen  Punkten  y  und  z  seiner  Ebene  zugewiesen  werden,  sind 
projektiv.  Die  von  ihnen  erzeugte  Kurve  zweiter  Ordnung.  Ist  neben  dem 
Punkte  y  des  Satzes  von  Poncelet  noch  ein  zweiter  Punkt  z  gegeben, 
so  bekommt  man  für  seine  Polaren  TF(g)  hinsichtlich  der  Kurven  des 
Büschels  p  —  gg  die  Darstellung: 
(6)  W(^)^z(^-%q)  =  zp-^zq, 

das  heißt,  man  erhält  ein  zu  dem  Strahlbüschel  (1)  projeUives  Strahlbüschel 
mit  dem  Scheitel 

z'=[zp'zq], 
und  es  gilt  also  der  Satz: 

Satz  547;  Ordnet  man  durch  die  Polarsysteme  eines  Kegel- 
schnittbüschels zwei  verschiedenen  Punkten  seiner  Ebene  die 
Strahlen  zweier  Strahlbüschel  als  Polaren  zu  und  läßt  dabei 
immer  zwei  solche  Strahlen  der  beiden  Strahlbüschel  einander 
entsprechen,  die  den  beiden  Punkten  durch  dasselbe  Polar- 
system des  Kegelschnittbüschels  zugewiesen  werden,  so  sind 
die  beiden  Strahlbüschel  projektiv  auf  einander  bezogen. 

Die  beiden  projektiven  Strahlbüschel  (1)  und  (6)  erzeugen  nun  aber 
nach  Satz  50  eine  Kurve  zweiter  Ordnung,  deren  Gleichung  nach  Seite  70 
des  ersten  Bandes  lautet: 

W  ■  yp]   r^'  •  y^l 

[x  ■  zp]     \_x'  •  zq\ 

vorausgesetzt,  daß  x'  den  laufenden  Punkt  der  Kurve  bezeichnet.  Man 
kann  diese  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  die  erste  Grundgleichung  des  Polar- 
systems (Gleichung  (61)  des  31.  Abschnitts)  auch  in  der  Form  schreiben: 

[y  •  ^'p\   [y '  ^'qI 

[z  •  x'p]    \ß  '  xq'\ 

die  es  ermöglicht,  auf  die  linke  Seite  den  ersten  Multiplikationssatz  der 
zweifaktorigen  planimetrischen  Produkte   (Satz  25)   anzuwenden;  man  er- 
hält so  die  neue  Gleichung 
(8)  [yz  ■  x'p  x'q\  =  0. 

Diese  Form  der  Gleichung  zeigt,  daß  die  von  den  beiden  projektiven 
Strablbüscheln  erzeugte  Kurve  zweiter  Ordnung  von  der  Lage  der  beiden 
Punkte  y  und  z   auf  der  Geraden  des  Stabes  [yz^  unabhängig  ist.     Denn 


a) 


=  0, 


=  0, 


Gr»Bm»nn:  Projektive  Geometrie  d.  Ebene.    II. 
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ersetzt  man  die  Punkte  y  und  z  durch  irgend  zwei  andere  Punkte,  v  und 
w,  so  tritt  an  die  Stelle  der  Gleichung  (8)  die  Gleichung 

(9)  \yw  •  x'p  x'q\  =  0. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  aber  ist  wegen 

[vw]  =  t[y0] 
nur  um  einen  konstanten  (nicht  verschwindenden)  Zahlfaktor  von  der 
linken  Seite  der  Gleichung  (8)  verschieden.  Die  Gleichung  (9)  stellt  da- 
her dieselbe  Kurve  zweiter  Ordnung  dar  wie  die  Gleichung  (8),  woraus 
in  der  Tat  folgt,  daß  die  Kurve  zweiter  Ordnung  (8),  nicht  nur  speziell 
dem  PunMpaar  y,  z  sondern  der  ganzen  Geraden  des  Stabes  [yz'\  zugewiesen 
wird.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  548:  Die  beiden  projektiven  Strahlbüschel,  die  durch 
die  Polarsysteme  eines  Kegelschnittbüschels  zwei  beliebig  ge- 
gebenen Punkten  seiner  Ebene  zugewiesen  werden,  erzeugen  eine 
Kurve  zweiter  Ordnung,  die  zugleich  auch  jedem  andern  Punkt- 
paar entspricht,  das  der  Verbindungslinie  der  beiden  gegebenen 
Punkte  angehört;  man  sagt  daher  auch,  jene  Kurve  zweiter  Ord- 
nung sei  durch  das  Kegelschnittbüschel  dieser  Geraden  zu- 
geordnet. 

Begriff  des  Polkegelschnitts  einer  Geraden  hinsichtlich  eines  Kegelschnitt- 
büschels. Um  diese  Beziehung  zwischen  der  Geraden  des  Stabes  [yz]  und 
der  Kurve  (8)  noch  schärfer  zum  Ausdruck  zu  bringen,  setze  man  noch 

(10)  [yz]  =  ü 

und  schreibe,  indem  man  zugleich  die  drei  Faktoren  des  planimetrischen 
Produktes  der  linken  Seite  von  (8)  in  anderer  Weise  zusammenfaßt,  die 
Gleichung  (8)  in  der  Form: 

(11)  [U'xp-x'q]  =  0. 

Aus  dieser  Gleichungsform  liest  man  unmittelbar  eine  wichtige  Eigen- . 
Schaft  ab,  die  der  von  ihr  dargestellten,  durch  das  Kegelschnittbüschel 
P  —  QQ  der  Geraden  ü  zugeordneten  Kurve  zwei- 
ter Ordnung  zukommt  (vgl.  Fig.  157).  Sie  zeigt 
nämlich,  daß  die  Polaren  x'p  und  x'q  eines  be- 
liebigen Punktes  x'  der  Kurve  (11)  genommen  hin- 
sichtlich der  Grundkurven  p  und  q  des  zugehören- 
den Kegelschnittbüschels  sich  auf  der  Geraden  U 
schneiden.  Ihr  Schnittpunkt  heiße  X]  dann  gehen 
nach  dem  Satze  von  Poncelet  (Satz  546)  auch 
Fig.  157.  die  Polaren  jenes  Punktes  x'  hinsichtlich  sämtlicher 


Abschnitt  38,  Gleichung  (9)  bis  (11).     Satz  648  bis  550.  371 

Kurven    des  Büschels    durch    den  Punkt   x  hindurch,  und  man  hat  den 
Satz: 

Satz  549:  Konstruiert  man  zu  irgend  einem  Punkte  x  der- 
jenigen Kurve  zweiter  Ordnung,  die  durch  ein  Kegelschnitt- 
büschel einer  Geraden  ?7  zugeordnet  ist,  die  Polaren  hinsichtlich 
der  Kurven  dieses  Büschels,  so  schneiden  sie  sich  sämtlich  in 
einem  Punkte  x  der  Geraden   TJ. 

Man  kann  aber  aus  der  Tatsache,  daß  das  Kegelschnittbüschel  jedem 
Punkte  x  der  Kurve  (11)  ein  Strahlbüschel  zuweist,  dessen  Scheitel  x  auf 
der  Geraden  TJ  liegt,  noch  eine  andere  Folgerung  ziehen;  denn  bei  dieser 
Zuordnung  entspricht  ja  auch  umgekehrt  jedem  Strahle  eines  solchen 
Strahlbüschels  eine  bestimmte  Kurve  jenes  Kegelschnittbüschels  i>  —  g^, 
und  zwar  in  dem  Sinne,  daß  sie  dem  Punkte  x  jenen  Strahl  als  Polare 
in  bezug  auf  diese  bestimmte  Kurve  des  Büschels  zuordnet  (vgl.  die  Ent- 
wickelung  auf  Seite  367  f.).  Insbesondere  wird  daher  auch  die  Gerade  TJ 
selbst,  die  nach  dem  Satze  549  jenem  Strahlbüschel  angehört,  die  Polare 
des  Punktes  x  hinsichtlich  einer  gewissen  Kurve  p  —  ^q  des  Kegelschnitt- 
büschels p  —  Qq  sein  müssen,  oder  anders  ausgedrückt,  jeder  Punkt  x  der 
Kurve  (11)  wird  der  Pol  der  Geraden  ü  in  bezug  auf  eine  gewisse  Kurve 
p  —  ^q  des  Kegelschnittbüschels  p  —  Qq  sein.  Man  kann  daher  diese 
Kurve  (11)  auch  auffassen  als  geometrischen  Ort  derjenigen  Punkte  x\ 
die  der  festen  Geraden  U  durch  die  Kurven  des  Kegelschnitt büschelsjp  —  ggr 
als  Pole  zugewiesen  werden.  Aus  diesem  Grunde  nennt  man  die  Kurve 
zweiter  Ordnung  (11)  „den  Polkegelschnitt  der  Geraden  f/ hinsicht- 
lich des  Kegelschnittbüschels  p  —  Qq"  und  umgekehrt  die  Gerade  U 
„die  Polare  des  Polkegelschnitts  in  bezug  auf  das  Kegelschnitt- 
büschel p  —  Qq".     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  550:  Die  Pole  x'  einer  gegebenen  Geraden  U  in  bezug 
auf  die  Kurven  eines  Kegelschnittbüschels  p  —  Qq  liegen  auf 
einer  Kurve  zweiterOrdnung,  die  derPolkegelschnitt  der  Geraden 
U  hiüsichtlich  des  Kegelschnittbüschels  p  —  Qq  heißt;  seine 
Gleichung  lautet: 
(11)  [U-xp'Xq']  =  0. 

Dieser  zunächst  auf  einem  Umwege  gewonnene  Satz  läßt  sich  übrigens 
nachträglich  sehr  leicht  ganz  direkt  beweisen.  Fragt  man  nämlich  nach 
denjenigen  Punkten  x ,  die  der  Geraden  eines  gegebenen  Stabes  U  hin- 
sichtlich der  einzelnen  Kurven  p  —  Qq  eines  Kegelschnittbüschels  als  Pole 
zugeordnet  werden,  deren  Polaren  x'(p  —  Qq)  hinsichtlich  dieser  Kurven 
daher  umgekehrt  mit  dem  Stabe  U  bis  auf  einen  Zahlfaktor  übereinstimmen, 
so  findet  man  die  Gleichung 
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^U  =  x'{p  —  Qq)     oder 

(12)  §U^xp-Q  xq, 

in  der  die  Buclistabeii  §  und  g  zwei  Zahlgrößen  bedeuten.  Eliminiert 
man  diese  Zahlgrößen  durch  planimetrisclie  Multiplikation  der  Gleichung 
(12)  mit  den  Stäben  U  und  xq,  so  erhält  mun  gerade  wieder  die  obige 
in  x    quadratische  Gleichung 

(11)  [ü-x'p'Xq^^-O, 

womit  dann  der  obige  Satz  von  neuem  bewiesen  ist.  Die  oben  einge- 
führten Bezeichnungen  für  die  Kurve  (11)  und  die  ihr  zugeordnete  Gerade 
U  ermöglichen  ferner  eine  neue  Fassung  des  Satzes  549.  Dabei  berück- 
sichtige man  noch,  daß  nach  diesem  Satze  der  Punkt  x  der  Geraden  U 
den  Polaren  des  Punktes  x'  hinsichtlich  sämtlicher  Kurven  des  Kegel- 
schnittbüschels p  —  Qq  angehört,  und  daß  man  daher  nach  Seite  191  von 
den  Punkten  x  und  x'  auch  sagen  kann,  sie  seien  hinsichtlich  aller  Kurven 
p  —  Qq  des  Büschels  konjugiert.  Man  erhält  somit  für  den  Satz  549  die 
folgende  neue  Form: 

Satz  551:  Zweite  Fassung  von  Satz  549:  Die  Punkte  x,  die 
den  Punkten  x'  eines  Polkegelschnitts  hinsichtlich  zweier  (und 
damit  hinsichtlich  aller)  Kurven  des  zugehörigen  Kegelschnitt- 
büschels konjugiert  sind,  liegen  auf  der  Polare  des  Polkegel- 
schnitts in  bezug  auf  das  Kegelschnittbüschel. 

Konstruktion  einzelner  Punkte  des  PolJcegelschnitts.  Man  kann  von  dem 
Polkegelschnitt  einer  Geraden  ü  hinsichtlich  eines  Kegelschnittbüschels 
eine  ganze  Reihe  von  Punkten  ohne  weiteres  angeben: 

Erstens  gehören  ihm  die  drei  Ecken  d^  des  gemeinsamen  Polardreiecks 
des  Kegelschnittbüscliels  an;  denn  für  diese  gelten  nach  Seite  293  die  Glei- 
chungen: 

d,p  =  n^d.q,       t^\,2,  3, 

in  der  die  n,  drei  Zahlgrößen  bedeuten.  Für  einen  solchen  Punkt  x  =  d^ 
aber  verschwindet  in  der  Tat  das  Produkt  auf  der  linken  Seite  von  (11), 
weil  zwei  von  seinen  drei  Faktoren  bis  auf  einen  Zahlfaktor  einander  gleich 
sind  (vgl.  Fig.  158). 

Zweitens  aber  liegen  auf  dem  Kegelschnitt  diejenigen  sechs  Punkte 

a,   h,    c,   d,    e,    f, 
die  auf  den  sechs  Seiten 

A,  B,  C,  D,  E,  F 

des  Grundvierecks  des  Kegelschnittbüschels  dadurch  gewonnen  werden,  daß 
man  immer  zu  dem  Schnittpunkte  einer  dieser  sechs  Seiten  mit  der  Ge- 


Abschnitt  38,  Gleichung  12.     Satz  551. 
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raden  U  den  vierten  harmonischen  Punkt  aufsucht  in  bezug  auf  die  beiden 
auf  dieser  Seite  liegenden  Grundpunkte  des  Büschels.  Auf  einer  jeden 
Seite  des  Grundvierecks  ist  nämlich  schon  ein  Punkt  des  Polkegelschnitts 
bekannt  in  der  auf  ihr  liegenden  Ecke  d^  des  gemeinsamen  Polardreiecks 
des  Büschels.  Die  Lage  dieses  Punktes  d^  aber  ist  von  der  Wahl  des 
Stabes  U  ganz  unabhängig.  Man  wird  also  im  allgemeinen  noch  einen 
andern  Schnittpunkt  des  Polkegelschnitts  mit  jenen  Seiten  des  Grund- 
vierecks erhalten,  wenn  man  berücksichtigt,  daß  jeder  Punkt  des  Polkegel- 
schnitts als  Pol  der  Geraden  U  hinsichtlich  einer  gewissen,  aber  freilich 
unbekannten  Kurve  des 

Büschels     durch    diese  i  . 

Kurve  von  der  Geraden 
U  harmonisch  getrennt 
sein  muß.  Da  aber  eine 
jede  Kurve  des  Kegel- 
schnittbüschels durch 
die  vier  Grundpunkte 
des  Büschels  hindurch- 
geht, und  jede  Seite  des 
Grundvierecks  zwei 
Grundpunkte  enthält, 
so  muß  der  auf  einer 
solchen  Seite  liegende 
Pol  der  Geraden  U 
von  ihr  gerade  durch 
jene  beiden  Grundpunkte 
harmonisch  getrennt 
werden.  Man  gewinnt 
also  durch  sechsmalige 
Konstruktion  eines  vier- 
ten harmonischen  Punk- 
tes sechs  weitere  Punkte 
a,  b,  c,  d,  e,  f  des  Polkegelschnitts. 

Mit  Rücksicht  darauf,  daß  sich  die  bisher  angegebenen  neun  Punkte 
des  Polkegelschnitts  verhältnismäßig  leicht  auffinden  lassen,  sobald  das 
Grundviereck  des  Büschels  gegeben  ist,  nennt  man  ihn  auch  wohl  „den 
Kegelschnitt  der  neun  Punkte".  Indes  kann  man  ohne  Schwierigkeit 
auch  noch  weitere  Punkte  des  Polkegelschnitts  angeben,  namentlich  auch 
solche,  bei  deren  Konstruktion  das  Grundviereck  des  Büschels  nicht  zu 
Hülfe  gezogen  wird.  Dies  ist  insbesondere  für  den  Fall  von  Wichtigkeit, 
wo  nicht  mehr  alle  vier  Grundpunkte  des  Büschels  reell  sind. 
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Drittens  nämlich  gehören  der  Kurve  des  Polkegelschnitts  die  beiden, 
Doppelpunkte  o^  und  o^  derjenigen  Involution  an,  die  die  Gerade  ü  aus  dem 
Kegelschnittbüschel  ausschneidet;  denn  diese  Punkte  sind  nach  dem  Satze 
von  Desargues-Sturm  (Satz  531)  die  Berührungspunkte  der  beiden  die 
Gerade  U  berührenden  Kurven  des  Büschels,  oder  was  dasselbe  ist,  die 
Pole  der  Geraden  U  hinsichtlich  dieser  beiden  Kurven. 

Viertens  liegen  auf  dem  Polkegelschnitt  selbstverständlich  auch  die 
Pole  TIP  und  UQ  der  Geraden  ü  hinsichtlich  der  beiden  Grundkurven  p 
und  q  des  Büschels.  Dabei  sind  unter  JP  und  Q  wie  bisher  die  zu  p 
und  q  adjungierten  Brüche  zu  verstehen.     Man  kann  aber 

fünftens  noch  beliebig  viele  weitere  Punkte  des  Polkegelschnitts  finden, 
wenn  man  die  in  dem  Satze  549  ausgesprochene  Tatsache  benutzt,  daß 
die  Polaren  x'p  und  xq  eines  jeden  Punktes  x  des  Polkegelschnitts  ge- 
nommen hinsichtlich  der  beiden  Grundkurven  p  und  q  des  Büschels  sich 
in  einem  Punkte  der  Polare  U  des  Polkegelschnitts  treffen.  Bezeichnet 
man  diesen  Punkt  der  Geraden  U  wie  oben  mit  x,  so  läßt  sich  die  Glei- 
chung (11)  durch  die  drei  Gleichungen  ersetzen: 

(13)  [xU]  =  0, 

(14)  [x  •  xp]  =  0     und     [x  •  xq]  =  0, 

von  denen  übrigens  die  beiden  letzten  Gleichungen  zufolge  der  ersten 
Grundgleichung  des  Polarsystems  (Gleichung  (61)  des  31.  Abschnitts)  gleich- 
bedeutend sind  mit  den  Gleichungen: 

(15)  [x'  •  xp\  =  0     und     [x'  ■  xq]  =  0. 

Unter  den  so  gewonnenen  fünf  Gleichungen  besagt  die  Gleichung  (13), 
daß  der  Punkt  x  auf  der  Geraden  des  Stabes  JJ  liegt,  während  die  Glei- 
chungen (14)  und  die  gleichwertigen  Gleichungen  (15)  zeigen,  daß  die 
Punkte  X  und  x  hinsichtlich  der  beiden  Grundkurven  p  und  q  des  Kegel- 
schnittbüschels p  —  Qq  einander  konjugiert  sind.  Und  da  auch  umgekehrt 
aus  den  Gleichungen  (13)  und  (14)  oder  (15)  die  Gleichung  (11)  des  Pol- 
kegelschnitts folgt,  so  hat  man  den  folgenden  Satz,  der  ein  Gegenstück 
zu  Satz  551  bildet: 

Satz  552:  Der  Polkegelschnitt  einer  Geraden  U  hinsichtlich 
eines  Kegelschnittbüschels  ist  zugleich  der  geometrische  Ort 
derjenigen  Punkte  x',  die  den  einzelnen  Punkten  x  der  Geraden 
U  hinsichtlich  der  beiden  Grundkurven  des  Büschels  konju- 
giert sind. 

Dieser  Satz  liefert  in  der  Tat  beliebig  viele  weitere  Punkte  x'  des  Pol- 
kegelschnitts der  Geraden  TJ'^  denn  man  braucht  nur  zu  einem  beliebig  ge- 
wählten Punkte  X  der  Geraden  U  die  Polaren  xp  und  xq  hinsichtlich 
der  beiden  Grundkurven  p  und  q  des  Büschels  zu  konstruieren,  so  ist  ihr 
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Schnittpunkt  x'   zum  Punkte  x   hinsichtlich    dieser    beiden  Kurven   kon- 
jugiert,   also    ein    Punkt    des    Polkegelschnitts.      Da  übrigens   die   Glei- 
chungen (15)  auch  die  Gleichungen 
(16)  [^'•a;(i?-gig)]  =  0    und    \x' •  x{']^  -  ^^q)\  ^  ^ 

nach  sich  ziehen,  in  denen  g^  und  Qg  zwei  ganz  beliebige  Zahlgrößen  sind, 
und  auch  umgekehrt,  falls  g^  =4=  g2  i^^j  ^^^  ^'^^  Gleichungen  (16)  die  Glei- 
chungen (15)  folgen,  so  kann  man  bei  der  angegebenen  Konstruktion  an- 
statt  der  Polaren  des  Punktes  x  Jiinsichtlich  der  beiden  GrundJcurven  auch 
seine  Polaren  Jiinsichtlich  irgend  zweier  anderen  Kurven  des  Büschels 
verwenden.  Dies  ist  deshalb  von  Vorteil,  weil  als  solche  Kurven  auch 
zwei  zerfallende  Kurven  des  Büschels  dienen  können,  die  Konstruktion 
also  auch  ausführbar  bleibt,  wenn  das  Kegelschnittbüschel  nur  durch  sein 
GrundvierecJc  gegeben  sein  sollte,  ohne  daß  irgendeine  nicht  zerfallende 
Kurve  des  Büschels  gezeichnet  vorliegt.  Denn  man  kann  in  diesem  Falle 
immer  noch  zu  einem  beliebig  gewählten  Punkte  x  der  Geraden  U  die 
Polaren  hinsichtlich  zweier  in  dem  Büschel  enthaltenen  Geradenpaare 
p  —  ^iQ  und  p  —  ^2Q  konstruieren,  indem  man  den  Punkt  x  mit  den 
Scheiteln  d^  und  d^  dieser  beiden  Geradenpaare  verbindet  und  zu  jedem 
von  den  beiden  Verbindungsstrahlen  den  Strahl  bestimmt,  der  von  ihm 
durch  die  beiden  Geraden  des  zugehörigen  Geradenpaars  harmonisch  ge- 
trennt wird.  Die  beiden  so  erhaltenen  Strahlen  sind  dann  die  Polaren 
des  Punktes 'a;  hinsichtlich  der  beiden  Geradenpaare  p  —  ^^q  und  p  —  %q, 
und  ihr  Schnittpunkt  ist  der  zum  Punkte  x  hinsichtlich  dieser  beiden 
Geradenpaare  konjugierte  Punkt  x'  des  Polkegelschnitts. 

Damit  hat  man  für  den  Polkegelschnitt  14  Punkte  gewonnen,  näm- 
lich die  Punkte 

d^,  d^,  d^',    a,  b,  c,  d,  e,  f;    o^,  Og;    UF,  UQ;    x, 

und  man  kann,  wie  schon  oben  bemerkt  wurde,  beliebig  viele  weitere 
Punkte  konstruieren,  wenn  man  den  Punkt  x,  dem  der  Punkt  x'  hinsicht- 
lich der  Kurven  der  Schar  konjugiert  war,  seine  Lage  auf  der  Geraden  T] 
verändern  läßt.  Zwei  solche  weiteren  Punkte  waren  die  auf  Seite  367 
und  369  eingeführten,  zu  den  Punkten  y  und  z  konjugierten  Punkte  y 
und  z . 

Zerfallende  PoTkegelschnitte  eines  Kegelschnittbüschels.  Geht  die  Polare  U 
des  Polkegelschnitts  eines  Kegelschnittbüschels  durch  eine  Ecke  des  gemein- 
samen Polardreiecks  des  Büschels  hindurch,  so  zerfäUt  der  Polkegelschnitt 
in  ein  Geradenpaar. 

In  der  Tat,  enthält  jene  Polare  U  etwa  die  Ecke  d^  des  gemeinsamen 
Polardreiecks,  so  liegen  nach  dem  Satze  370  die  Pole   UJP  und   UQ  der 
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Geraden  ü  hinsichtlicli  der  Polarsysteme  P  und  Q  auf  der  gemeinsamen 
Polare  des  Punktes  d^  in  bezug  auf  die  Polarsysteme  p  und  q,  das  heißt 
auf  der  dem  Punkte  do.  gegenüberliegenden  Seite  d^d^  des  gemeinsamen 
Polardreiecks.  In  diese  Seite  fallen  also  bereits  vier  Punkte  des  Polkegel- 
schnitts  der  Geraden  U,  nämlich  die  Punkte  d^,  d^,  UF  und  ÜQ,  woraus 

schon    folgt,    daß    der 
^C  Polkegelschnitt    in    ein 

^^    ^^^  Linienpaar  zerfällt,  dem 

^  IfP  die   Gerade  d^d^  ange- 

hört (vgl.  die  Fig.  159, 
in  der  die  Polare  U  des 
Polkegelschnitts  wenig- 
stens noch  von  den  Sei- 
ten des  gemeinsamen 
PolardreiecJcs  verschie- 
den angenommen  ist). 
Außerdem  aber  sind 
auf  der  Seite  dj^  d^  auch 
noch  die  Punkte  e  und  f 
des  Polkegelschnitts 
enthalten,  die  auf  den 
beiden  durch  d^  gehen- 
den Seiten  E  und  F  des 
Grundvierecks  des  Bü- 
schels gelegen  sind  und 
durch  die  auf  ihnen  enthaltenen  Ecken  des  Vierecks  von  der  Geraden  U 
oder,  was  dasselbe  ist,  von  dem  Punkte  d^,  harmonisch  getrennt  werden. 
Die  zweite  Gerade  des  Linienpaars,  das  den  Polkegelschnitt  darstellt, 
erhält  man,  wenn  man  irgendeine  von  den  vier  andern  Seiten  des  Grund- 
vierecks, etwa  die  Seite  A,  mit  der  Geraden  U  schneidet  und  zu  dem 
Schnittpunkt  [A  TT]  in  bezug  auf  die  beiden  auf  A  enthaltenen  Ecken  des 
Grundvierecks  den  vierten  harmonischen  Punkt  a  aufsucht.  Die  Verbin- 
dungslinie dieses  Punktes  a  mit  der  Ecke  d^  des  gemeinsamen  Polar- 
dreiecks ist  dann  die  gesuchte  zweite  Gerade  des  Linienpaars,  in  das  der 
Polkegelschnitt  zerfäUt.  Sie  enthält  auch  die  drei  Punkte  &,  c,  d,  die 
auf  den  Seiten  B,  C,  D  des  Grundvierecks  durch  die  auf  ihnen  enthaltenen 
Ecken  des  Vierecks  beziehlich  von  den  Punkten  [Bü],  [CU],  [-DCT]  har- 
monisch getrennt  werden. 

Übrigens  kann  man  die  zweite  Gerade  des  Linienpaars  noch  etwas 
kürzer  als  diejenige  Gerade  charakterisieren,  die  von  der  Polare  ü  des  Pol- 
kegelschnitts  durch  die  beiden  Seiten  des  Grundvierecks  harmonisch  ge- 


Fig.  159. 
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trennt  wird,  die  sich  im  Punkte  d^  schneiden,  oder  wenn  man  will,  har- 
monisch getrennt  wird,  durch  das  in  dem  Kegelschnittbüschel  enthaltene 
Geradenpaar,  das  den  Punkt  d^  zum  Doppelpunkt  hat. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  553:  Geht  die  Polare  U  des  Polkegelschnitts  eines  Kegel- 
schnittbüschels durch  eine  Ecke  des  gemeinsamen  Polardreiecks 
des  Büschels  hindurch,  so  zerfällt  ihr  Polkegelschnitt  in  ein 
Linienpaar;  und  zwar  ist  seine  eine  Gerade  die  dieser  Ecke 
gegenüberliegende  Seite  des  gemeinsamen  Polardreiecks,  und 
seine  andere  Gerade  wird  von  der  Geraden  U  durch  das  Linien- 
paar harmonisch  getrennt,  das  dem  Büschel  angehört  und  jene 
Ecke  zum  Doppelpunkt  hat. 

Das  gewonnene  Ergebnis 
vereinfacht  sich  noch  etwas, 
wenn  die  Polare  des  Polkegel- 
schnitts nicht  nur  durch  eine 
Ecke  des  gemeinsamen  Polar- 
dreiecks  des  KegelschniUhüschels 
hindurchgeht,  sondern  mit  einer 
Seite  desselben  zusammenfällt. 
Ist  dies  die  Seite  Dg  (vgl. 
Fig.  160),  so  besteht  der  Pol- 
kegelschnitt aus  dem  Geraden- 
paar D^yD^.  Denn  dem  Punkte 
d^  der  Geraden  D^  ist  ein  jeder 
Punkt  der  Geraden  D^  in  bezug 
auf  aUe  Kurven  des  Büschels 
konjugiert,  und  dem  Punkte  d^ 
der  Geraden  D^  ein  jeder  Punkt 
der  Geraden  D^.  Jedem  andern 
Punkte  der  Geraden  Dg  endlich  ^8-  leo. 

entspricht  stets  der  Doppelpunkt  d^  des  Linienpaars  D^,  D^,  und  man  hat 
den  Satz: 

Satz  554:  Fällt  die  Polare  des  Polkegelschnitts  eines  Kegel- 
schnittbüschels mit  einer  Seite  des  gemeinsamen  Polardreiecks 
des  Büschels  zusammen,  so  zerfällt  der  Polkegelschnitt  in  das 
Linienpaar  der  beiden  andern  Seiten  dieses  Polardreiecks. 


Die  Steinersche  Ahhildung  in  bezug  auf  ein  Kegelschnittbüschel.  Die 
fünf  Gleichungen  (13),  (14)  und  (15)  bieten  insofern  noch  ein  weiteres 
Literesse,  als  sie  zusammen  mit  der  aus  ihnen  folgenden  Gleichung  (11) 
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die  Grundeigenschaften  einer  wichtigen  Punkt-Punkt- Abbildung  der  Ebene 
ausdrücken.    Ordnet  man  nämlicb  entsprechend  den  Gleichungen 

(13)  [x  •  x'p]  =  0     und     [x  •  x'q]  =  0 
und  den  gleichwertigen  Gleichungen 

(14)  W-^p]==0     und     [x-xq]=0 

allgemein  einem  jeden  Punkte  x  der  Ebene  denjenigen  Punkt  x  zu,  der 
dem  Punkte  x  hinsichtlich  der  Kurven  p  und  q  und  also  auch  hinsicht- 
lich sämtlicher  Kurven  des  Kegelschnittbüschels  konjugiert  ist,  so  erhält 
man  zwischen  den  Punkten  der  Ebene  eine  involutorische  und  im  allge- 
meinen eineindeutige  Abbildung,  die  wir,  wie  es  mehr  und  mehr  üblich  ge- 
worden ist,  als  „die  Steinersche  Abbildung  in  bezug  auf  das  Kegel- 
schnittbüschel p  —  Qq"  bezeichnen  woUen^). 

Zunächst  ist  die  Abbildung  involutorisch.  Da  nämlich  der  Bild- 
punkt x'  eines  beliebigen  Originalpunktes  x  auf  den  Polaren  xp  und  xq 
des  Punktes  x  in  bezug  auf  die  Kui-ven  p  und  q  des  Büschels  gelegen 
ist,  so  liegt  nach  der  zweiten  Grundeigenschaft  des  Polarsystems  (Satz  394) 
auch  umgekehrt  der  Originalpunkt  x  auf  den  Polaren  x'p  und  x'q  des 
Bildpunktes  x'  hinsichtlich  der  Kurven  p  und  q,  das  heißt,  er  ist  zugleich 
der  Bildpunkt  seines  eigenen  Bildpunktes  x',  oder  was  dasselbe  ist,  die 
zweimalige  Anwendung  der  St  ein  er  sehen  Abbildung  in  bezug  auf  ein 
Kegelschnittbüschel  führt  einen  jeden  Punkt  x  der  Ebene  wieder  in  sich 
zurück.    Die  Abbildung  ist  also  wirklieh  involutorisch. 

Die  Abbildung  ist  aber  im  allgemeinen  auch  eineindeutig.  In  der  Tat, 
sieht  man  bei  den  OriginalpunTcten  von  den  Ecken  d^^d^,  d^  des  gemeinsamen 
Polardreiecks  des  Kegelschnittbüsehels  ab,  denen  ja  jedesmal  ein  ganz  be- 
liebiger Punkt  der  Gegenseite  zugeordnet  ist,  so  wird  durch  die  Glei- 
chungen (14)   einem  jeden  Originalpunkte  x  der  Ebene  ein  und  nur  ein 


1)  Vgl.  J.Steiner,  Aufgaben  und  Lehrsätze,  erstere  aufzulösen,  letztere  zu  be- 
weisen. Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  3  (1828),  Seite  212, 
25.  Lehrsatz.  Gesammelte  Werke  herausgegeben  von  Weierstraß  Bd.I,  Seite  179 f., 
16.  Lehrsatz.  (Vgl. ferner  J.  Steiner' s  Vorlesungen  über  synthetische  Geometrie.  Zweiter 
Teil:  Die  Theorie  der  Kegelschnitte  gestützt  auf  projective  Eigenschaften.  Bearbeitet 
von  H.  Schröter.  Dritte  Auflage  durchgesehen  von  R.  Sturm.  Leipzig  1898.  Seite  286. 
Freilich  ist  zu  bemerken,  daß  der  Begriff  und  die  Grundeigenschaften  der  be- 
trachteten Abbildung  schon  vor  Steiner  von  Poncelet  entwickelt  sind.  Vgl.  J.  V.  P o n - 
celet.  Traite  des  proprietes  projectives  des  figures.  Paris  1822.  Nr.  79 ff.  und  370ff. 
Siehe  ferner:  A.  Clebsch,  Zum  Gedächtnis  an  Julius  Plücker.  Abhandlungen  der 
Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen.  Bd.  16.  1872.  (Gelesen 
am  2.  Dez.  1871).  Seite  11  und  15  f.  Endlich:  E.  Kötter,  Die  Entwickelung  der  syn- 
thetischen Geometrie  von  Monge  bis  auf  Staudt  (1847).  Jahresbericht  der  deutschen 
Mathematikervereinigung  Bd.  5.  Heft  2  (1898  und  1901).  Seite  126,  138  f.  und  268. 
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Bildpunkt  x    zugewiesen,  nämlich  der  Schnittpnnkt  x    der  beiden  Polaren 
xp  und  xq^  des  Punktes  x  hinsichtlich  der  Kurven  p  und  q. 

Schließt  man  andererseits  hei  den  Originaljnmkten  die  Punkte  auf  den 
Seiten  des  gemeinsamen  Polardreiecks  des  Kegelschnitthüschels  aus,  so  ent- 
spricht auch  umgekehrt  einem  jeden  Bildpunkte  x  ein  und  nur  ein  Original- 
punkt X,  nämlich  der  Schnittpunkt  der  Polaren  x'p  und  x'q  des  Punktes 
X   hinsichtlich  der  Kurven  p  und  q. 

Die  Grundpunkte  des  Kegelschnittbüschels  sind  zugleich  die  Doppel- 
punkte der  Steinerschen  Abbildung  in  bezug  auf  das  Büschel. 
Denn  ist  x  ein  solcher  Grundpunkt,  das  heißt  ein  gemeinsamer  Punkt  der 
Kurven  p  und  q,  so  geht  durch  ihn  sowohl  seine  Polare  xp  in  bezug 
auf  p  wie  auch  seine  Polare  xq  in  bezug  auf  q  hindurch.   Der  Bildpunkt 

x'  =  \xp  •  xq\ 
des  Punktes  x  fällt  also  mit  dem  Originalpunkte  x  zusammen. 

Und  umgekehrt  kann  außer  jenen  Grundpunkten  des  Büschels  kein 
anderer  Punkt  der  Ebene  ein  Dqppelpunkt  der  Steinerschen  Abbildung 
sein.  Denn  durch  einen  jeden  Doppelpunkt  x  der  Abbildung  muß  sowohl 
seine  Polare  xp  hinsichtlich  p  wie  auch  seine  Polare  xq  hinsichtlich  q 
hindurchgehen,  er  muß  also  sowohl  der  Kurve  p  wie  der  Kurve  q  ange- 
hören, das  heißt  mit  einem  Grundpunkte  des  Büschels  zusammenfallen. 

Zu  den  bisher  betrachteten  Abbildungen,  der  KoUineation  und  Rezi- 
prozität, tritt  nun  aber  die  St  ein  er  sehe  Abbildung  in  bezug  auf  ein  Kegel- 
schnittbüschel dadurch  in  einen  scharfen  Gegensatz,  daß  sie  nicht  mehr 
wie  diese  Abbildungen  linear  ist.  Denn  den  Punkten  x  einer  Geraden  U 
entsprechen  ja,  wie  oben  gezeigt  ist,  die  Punkte  x'  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung,  nämlich  des  Polkegelschnitts  (11)  der  Geraden  U  hinsichtlich  des 
„Grundhüschels  p  —  o^q  der  Abbildung"  (vgl.  die  obige  Fig.  158).  Man  sagt 
daher,  die  Steinersche  Abbildung  in  bezug  auf  ein  Kegelschnittbüschel 
sei  eine  quadratische  Abbildung. 

Außerdem  werden  durch  die  Steinersche  Abbildung  in  bezug  auf 
ein  Kegelschnittbüschel  den  Geraden  U  eines  Strahlbüschels 

ü  =  r+tw 

die  Kurven  eines  Kegelschnittbüschels  zugewiesen,  nämlich  die  Kurven  des- 
jenigen Kegelschnittbüschels,  dessen  Gleichung  lautet; 

(17)  [V'x'p-x'q]  +  t[W-xp'Xq]  =  0, 
das  also  durch  die  beiden  Polkegelschnitte 

(18)  [V'x'p-xq]^0     und     [W'Xp-x'q]  =  0 

der  Geraden  V  und  W  in  bezug  auf  das  Grundbüschel  p  —  Qq  bestimmt 
wird. 
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Von  diesem  Kegelschnittbüschei  (17)  kann  man  leicht  die  vier  Grmid- 
punkte  angeben.  Denn  erstens  gehört  den  beiden  Kegelschnitten  (18)  dieses 
Büschels  derjenige  Punkt  s'  an,  der  dem  Scheitel 

des  Strahlbüschels  V  -\-lW  durch  die  betrachtete  Steiner  sehe  Abbildung 
zugewiesen  wird,  das  heißt  der  Punkt 

s  =  [sp'Sq\. 

Zweitens  aber  zählen  zu  den  Grundpunkten  des  Büschels  (17)  die  allen 
Polkegelschnitten  des  Grundbüschels  p  —  gg  angehörenden  Ecken  d^,  d^,  d^ 
des  gemeinsamen  Polardreiecks  des  Grundbüschels. 

Da  diese  drei  Ecken  d^,  d^,  d^  überhaupt  den  Bildkurven  aller  Original- 
geraden der  Ebene  angehören,  so  nennt  man  sie„dieFundamentalpunkte 
der  Steinerschen  Abbildung"^). 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  555:  Durch  die  Steinersche  Abbildung  in  bezug  auf  ein 
Kegelschnittbüschei  j)  —  gg^  wird  einem  jeden  Strahlbüschel  mit 
dem  Scheitel  s  ein  Kegelschnittbüschei  zugeordnet,  und  zwar 
dasjenige  Kegelschnittbüschei,  dessen  Grundpunkte  durch   den 

Punkt 

s'=  [sp-sq] 

und  durch  die  Ecken  öf^,  (?2?  <^3  des  gemeinsamen  Polardreiecks 
des  Grundbüschels  jp  —  g^  gebildet  werden.  Diese  drei  Ecken 
heißen  die  Fundamentalpunkte  der  Steinerschen  Abbildung. 


(19) 


Der  MittelpunMskegelschnitt  eines  Kegelschnittbüschels.  Eine  besondere 
Betrachtung  verdient  noch  derjenige  PoTkegelschnitt  eines  Kegelschnittbüschels, 
welcher  der  unendlich  fernen  Geraden  J  zugeiviesen  wird,  dessen  Gleichung 
also  lautet: 

\J-  xp  •  x'q\  =  0. 

Er  ist  dem  Obigen  zufolge  der  geometrische  Ort  für 
die  Pole  der  unendlich  fernen  Geraden  J  hinsichtlich 
der  Kurven  des  Kegelschnittbüschels  p  —  QQ,  das 
heißt  der  geometrische  Ort  für  die  Mittelpunkte  seiner 
Kurven,  und  wird  der  „Mittelpunktskegelschnitt 
des  Büschels  p  —  Qq"  genannt.  Man  hat  also  den 
Kg.  161.  Satz  (vgl.  Fig.  161): 


1)  Vgl,  Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie,  Bd.  I.  Erste  Auf- 
lage (1876).    Seite  476  f. 


Abschnitt  38,  Gleichung  (19)  bis  (21).     Satz  565  bis  557. 
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Satz  556:  Die  Mittelpunkte  aller  Kurven  eines  Kegelschnitt- 
büschels  liegen  auf  einer  Kurve  zweiter  Ordnung,  dem  Mittel- 
punktskegelschnitte  des  Büschels. 

Von  den  neun  einen  Polkegelschnitt  charakterisierenden  Punkten  ge- 
winnen beim  Mittelpunktskegelschnitt  sechs  Punkte  eine  besonders  einfache 
Bedeutung.  Die  ersten  drei  Punkte  sind  nämlich,  wie  bei  jedem  Polkegel- 
schnitt, die  Nebenecken  des  dem  Büschel  eingeschriebenen  Vierecks;  die 
andern  sechs  Punkte  aber  werden  die  Mitten  der  sechs  Seiten  dieses  Vier- 
ecks. Und  da  man  jedes  beliebige  Viereck  zum  Grundviereck  eines  Kegel- 
schnittbüschels machen  kann,  so  hat  man  nebenbei  den  folgenden  allge- 
meinen Satz  über  ein  vollständiges  Viereck  bewiesen: 

Satz  557:  Die  drei  Nebenecken  eines  vollständigen  Vierecks 
und  seine  sechs  Seitenmitten  liegen  auf  einer  und  derselben 
Kurve  zweiter  Ordnung. 


Die  Pole  einer  Geraden  hinsichtlich  der  Kurven  einer  Kegelschnittschar. 
Fragt  man  nach  denjenigen  Punkten  y. ,,  die  durch  die  Polarsysteme  JP—^Q 
einer  Kegelschnittschar  einer  beliebig  gegebenen  Geraden  V  ihrer  Ebene  als 
Pole  zugewiesen  werden,  so  findet  man  für  sie  den  Ausdruck: 

(20)  y^^^  =  F( J>  -  g  0)  =  FJ>  -  g  VQ, 

in  dem  die  Produkte  FJP  und  VQ  die  Pole  des  Stabes  V  hinsichtlich  der 
Grundkurven  JP  und  (^  der  Schar  sind. 

Bei  konstantem  g  stellt  also  die  gewonnene  Differenz  einen  Punkt  dar, 
welcher  der  Verbindungslinie 

(21)  V'=[VP-VQ\ 
dieser  beiden  Pole  VF  und  VQ  angehört. 

Bei  veränderlichem  g  dagegen  ist 
sie  der  analytische  Ausdruck  für  die 
geradlinige  Punktreihe,  die  die  Gerade 
jenes  Stabes  V  zum  Träger  hat  (vgl. 
Fig.  162);  und  da  auch  umgekehrt  jeder 
Punkt  der  durch  die  Punkte  VP  und  VQ 
bestimmten  Punktreihe  sich  durch  eine 
Differenz  von  der  Form 

VP-'i^VQ 
darstellen  läßt,    so  entspricht   andererseits 
auch  jedem  Punkte  dieser  Punktreihe  eine 
bestimmte  Kurve  jener  Kegelschnittschar,  nämlich  die  Kurve 
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Bevor  wir  aber  dieses  Ergebnis  in  Satzform  aussprechen,  müssen  wir 
noch  einen  Ausnahmefall  in  Betracht  ziehen.  Sobald  nämlich  zwischen 
den  beiden  Produkten   VJ*  und  VQ  eine  Gleichung  Ton  der  Form 

(22)  rjp=tvQ 

besteht,  reduziert  sich  der  Ausdruck  (20)  auf 

(23)  y^^^  =  r(JP-QQ)  =  ii-Q)VQ, 

womit  gezeigt  ist,  daß  in  diesem  Falle  die  Pole  der  Geraden  V  in  hezug 
auf  sämtliche  Kurven  der  Schar  in  einen  und  denselben  Pun^t  VQ 
zusammenfallen.  Die  Gleichung  (22)  läßt  sich  nun  aber  in  der  Form 
schreiben: 

(24)  F(P-!ö)  =  0 

aus  der  nach  Seite  222  hervorgeht,  daß  eine  Gerade  V,  die  der  Gleichung 
(22)  Genüge  leistet,  notwendig  zu  einer  Kurve  JP—  tQ  der  Schar 
JP  —  qQ  apolar  sein  muß;  und  da  auch  umgekehrt  in  diesem  Falle  eine 
Gleichung  von  der  Form  (22)  besteht,  so  kann  man  sagen,  daß  unser 
obiges  Ergebnis,  nach  welchem  die  Pole  y, ,  aus  (20)  eine  geradlinige 
Punktreihe  bilden  sollen,  dann  und  nur  dann  eine  Ausnahme  erleidet, 
wenn  die  Gerade  V,  um  deren  Pole  es  sich  handelt,  zu  einer  Kurve  der 
Schar  F  —  qQ  apolar  ist.  Dies  trifft  zum  Beispiel  bei  einer  Schar  mit 
drei  reellen  und  von  einander  verschiedenen  Hauptzahlen  (vgl.  Seite  330  f.) 
nur  für  die  drei  Seiten  Gp  j  =  1,  2,  3  des  gemeinsamen  Poldreiseits  der 
Schar  zu.  Man  hat  also  das  folgende  dualistische  Gegenstück  zu  dem 
Satze  von  Poncelet  (vgl.  Seite  368 f.): 

Satz  558:  Alle  Punkte  y..,  die  einer  und  derselben  Geraden 
F  durch  die  Polarsysteme  JP—qQ  einer  Kegelschnittschar  als 
Pole  zugeordnet  werden,  bilden  eine  geradlinige  Punktreihe, 
deren  Träger  die  Verbindungslinie  der  beiden  Pole  VJP  und 
VQ  der  Geraden  V  hinsichtlich  der  beiden  Grundkurven  JP 
und  Q  der  Kegelschnittschar  ist;  und  umgekehrt  entspricht 
auch  jedem  Punkte  dieser  Punktreihe  ein  bestimmtes  Polar- 
system jener  Kegelschnittschar.  Nur  in  dem  Falle,  wo  die 
Gerade  V  zu  irgend  einer  Kurve  der  Schar  apolar  ist,  fallen 
die  Pole  der  Geraden  V  in  bezug  auf  sämtliche  Kurven  der 
Schar  in  einen  einzigen  Punkt  zusammen. 

Die  MittelpunMsgerade  einer  Kegelschnittschar.  Verlegt  man  ins- 
besondere die  beliebige  Gerade  V  in  die  unendlich  ferne  Gerade  J  und 
bezeichnet  die  Pole  der  unendlich  fernen  Geraden  hinsichtlich  der  Kurven 
der  Schar  JP—qQ,  das  heißt  die  Mittelpunkte  dieser  Kurven,  mit  m,., 
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so  erhält  man  für  diese  Mittelpunkte  die  Darstellung  (vgl.  die  Glei- 
chung (23)) 

(25)  m^^)  =  /(J>  _  g Q)  =  J-p _  ^JQ , 

Diese  Mittelpunkte  bilden  somit  eine  geradlinige  Punktreihe,  welche 
die  Gerade 

(26)  M-^IJJP-JQ] 

zum  Träger  hat.  Diese  Gerade  heißt  die  ,,Mittelpunktsgerade  der 
Kegelschnittschar  F  —  qQ". 

Nur  in  dem  Falle,  wo  die  beiden  Grundkurven  JP  und  Q  der  Schar 
konzentrisch  sind,  wo  also 

(27)  JP=UQ 

ist,  fallen  die  Mittelpunkte  m,  aller  Kurven  der  Schar  nach  der  Gleichung 
(25)  in  einen  Punkt  zusammen,  das  heißt,  es  ist  dann  die  ganze  Schar 
konzentrisch,  und  ganz  dieselbe  Beziehung  gilt,  wenn  überhaupt  zwei 
Kurven  der  Schar  konzentrisch  sind.    Man  hat  daher  die  folgenden  Sätze: 

Satz  559:  Fallen  bei  einer  Kegelschnittschar  die  Mittel- 
punkte irgend  zweier  Kurven  der  Schar  in  einen  Punkt  zu- 
sammen, so  ist  die  ganze  Schar  konzentrisch.     Und 

Satz  560:  Die  Mittelpunkte  aller  Kurven  einer  Schar  nicht 
konzentrischer  Kegelschnitte  liegen  auf  einer  Geraden,  welche 
die  Mittelpunkts- 
gerade der  Schar 
heißt  (vgl.  Fig.  163). 

Wendet  man  die- 
sen Satz  speziell  auf 
die  Mittelpunkte  der 
drei  in  der  Schar  ent- 
haltenen Punktpaare 
an,  die  die  drei  Paare 
Gegenecken  des  Grund- 
vierseits  der  Schar 
bilden  (vgl.  Satz  57),  und  berücksichtigt,  daß  man  jedes  beliebige  Vier-^ 
seit  zum  Grundvierseit  einer  Kegelschnittschar  machen  kann,  so  hat  man 
nebenbei  den  folgenden  allgemeinen  Satz  über  ein  vollständiges  Vierseit  be- 
wiesen : 

Satz  561:  Bei  einem  vollständigen  Vierseit  liegen  die  Mitten 
der  drei  Punktpaare,  welche  durch  die  drei  Paare  Gegenecken 
des  Vierseits  gebildet  werden,  in  einer  Geraden. 

Die  beiden  Punktreihen,  die  durch  die  Kurven  einer  Kegelschnittschar 
zwei  verschiedenen  Geraden  V  und  W  ihrer  Ebene  zugewiesen  werden,  sind 


.§^— 


Fig.  163. 
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projektiv.     Die   von   ihnen   erzeugte  Kurve   zweiter  Klasse.     Ist  neben  der 
Geraden  V  des  Satzes  558  noch  eine  zweite  Gerade  W  gegeben,  so   be- 
kommt man  für  ihre  Pole  z,.  hinsichtlich  der  Kurven  der  Schar  P—^Q 
die  Darstellung: 
(28)  z^^^  =  Tf  (P  -  9  0)  =  TFJ>  -  9  WQ, 

das  heißt,  man  erhält  eine  zu  der  Punktreihe  (20)  projektive  Punktreihe 
mit  dem  Träger 

und  es  gilt  also  der  Satz: 

Satz  562:  Ordnet  man  durch  die  Polarsysteme  einer  Kegel- 
schnittschar zwei  verschiedenen  Geraden  ihrer  Ebene  die  Punkte 
zweier  Punktreihen  als  Pole  zu  und  läßt  dabei  immer  zwei 
solche  Punkte  der  beiden  Punktreihen  einander  entsprechen, 
die  den  beiden  Geraden  durch  dasselbe  Polarsystem  der  Schar 
zugewiesen  werden,  so  sind  die  beiden  Punktreihen  projektiv 
auf  einander  bezogen. 

Die  beiden  projektiven  Punktreihen  (20)  und  (28)  erzeugen  nun 
aber  nach  Satz  52  eine  Kurve  zweiter  Klasse,  deren  Gleichung  nach 
Seite  74  des  ersten  Bandes  lautet: 


(29) 


0, 


=  0, 


\_ü'-  VF]  [D".  VQ] 
\U'-WP'\  \TJ'-WQ\ 

vorausgesetzt,  daß  V  die  Hüllgerade  der  Kurve  bezeichnet.  Man  kann 
diese  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  die  zweite  Grundgleichung  des  Polar- 
systems (Gleichung  (118)  des  31.  Abschnitts)  auch  in  der  Form  schreiben: 

F-  U'PI  [  F.  Ü'Q\ 
W-U'P-]   [W-V'Q\ 

die  es  ermöglicht,  auf  die  linke  Seite  den  zweiten  Multiplikationssatz  der 
zweifaktorigen  planimetrischen  Produkte  (Satz  26)  anzuwenden;  man  er- 
hält so  die  neue  Gleichung: 

(30)  [V W-U'P  U'Q]  =  0, 

oder  wenn  man  noch 

(31)  [rw]  =  x 

setzt  und  zugleich  die  drei  Faktoren  des  planimetrischen  Produktes  auf 
der  linken  Seite  von  (30)  in  anderer  Weise  zusammenfaßt: 

(32)  [X'U'P-U'Q]  =  0. 

Diese  Gleichung  zeigt,  daß  die  von  den  beiden  projektiven  Punktreihen 
erzeugte  Kurve  zweiter  Klasse  von  der  Lage  der  Geraden  F  und  W  in 
dem  Strahlbüschel  mit  dem  Scheitel  x  unabhängig  ist,  und  somit  nicht 
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speziell    dem    Geradenpaar    V,    W,    sondern    dem    Schnittpunkte    x   dieser 
beiden  Geraden  zugewiesen  wird.     Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  563:  Die  beiden  projektiven  Punktreihen,  die  durch 
die  Polarsysteme  einer  Kegelschnittschar  zwei  beliebig  ge- 
gebenen Geraden  ihrer  Ebene  zugeordet  werden,  erzeugen  eine 
Kurve  zweiter  Klasse,  die  zugleich  auch  jedem  andern  Geraden- 
paar entspricht,  dessen  Scheitel  mit  dem  Scheitel  des  gegebenen 
Paars  zusammenfällt.  Man  sagt  daher  auch,  jene  Kurve  zweiter 
Klasse  sei  durch  die  Kegelschnittschar  diesem  Punkte  zugeordnet. 


Begriff  des  PolarJcegehchniUs  eines  Punktes  hinsichtlich  einer  Kegel- 
schnittschar. Aus  der  Glei- 
chung (32)  liest  man  zugleich 
noch  eine  wichtige  Eigen- 
schaft der  durch  sie  darge- 
stellten Kurve  zweiter  Klasse 
ab  (vgl.  Fig.  164).  Denn  sie 
besagt,  daß  die  Pole  TJ' P 
und  IJ'Q  einer  beliebigen 
Hüllgeraden  U'  der  Kurve 
(32)  genommen  hinsichtlich 
der  beiden  Grundkurven  J? 
und  Q  der  Schar  mit  dem 
Punkte  X  in  einer  geraden 
Linie  liegen.  Diese  Gerade 
heiße  ?7;  dann  liegen  nach 
dem  Satze  558  auch  die  Pole 
jener  Geraden  ü'  hinsichtlich 
sämtlicher  Kurven  der  Schar 
auf  der  Geraden  U,  und  man 
hat  den  Satz: 

Satz  564:  Konstruiert 
man  zu  irgend  einerHüll- 
geraden  U'  derjenigen 
Kurve  zweiter  Klasse,  die 
durch  eine  Kegelschnitt- 
schar einem  Punkte  x  zugeordnet  ist,  die  Pole  hinsichtlich  der 
Kurven  dieser  Schar,  so  liegen  sie  sämtlich  auf  einer  den 
Punkt  X  enthaltenden  Geraden   ü. 

Man  kann  aber  aus   der  Tatsache,    daß    die    Kegelschnittschar  jeder 
Hüllgeraden    U'   der    Kurve    (32)    eine    geradlinige    Punktreihe    zuweist, 

Graflmann:    Projektive  Geometrie  d.  Ebene.    II.  25 
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deren  Träger  U  durch  den  Punkt  x  hindurchgeht,  noch  eine  andere 
Folgerung  ziehen-,  denn  bei  dieser  Zuordnung  entspricht  ja  auch  um- 
gekehrt jedem  Punkte  einer  solchen  Punktreihe  eine  bestimmte  Kurve 
jener  Kegelschnittschar  F—qQ,  und  zwar  in  dem  Sinne,  daß  sie  der 
Geraden  ü'  jenen  Punkt  als  Pol  in  bezug  auf  diese  bestimmte  Kurve  der 
Schar  zuordnet  (vgl.  die  Entwickelung  auf  Seite  381).  Insbesondere 
wird  daher  auch  der  Punkt  x  selbst,  der  nach  dem  Satze  564  jener 
Punktreihe  angehört,  der  Pol  der  Geraden  U'  hinsichtlich  einer  gewissen 
Kurve  P  —^Q  der  Kegelschnittschar  I*—  qQ  sein  müssen,  oder  anders 
ausgedrückt,  jede  Hüllgerade  U'  der  Kurve  (32)  wird  die  Polare  des 
Punktes  x  in  bezug  auf  eine  gewisse  Kurve  P—\)Q  der  Kegelschnitt- 
schar JP  —  g  Q  sein.  Man  kann  daher  die  Kurve  (32)  auch  als  das  Hüll- 
gebilde derjenigen  Geraden  U'  auffassen,  die  dem  festen  Punkte  x  durch 
die  Kurven  der  Kegelschnittschar  JP  —  g  Q  als  Polaren  zugewiesen 
werden.  Aus  diesem  Grunde  nennt  man  die  durch  die  Gleichung  (32) 
dargestellte  Kurve  zweiter  Klasse  „den  Polarkegelschnitt  des  Punktes 
X  hinsichtlich  der  Kegelschnittschar  JP—qQ"  und  umgekehrt  den 
Punkt  X  „den  Pol  des  Polarkegelschnitts  in  bezug  auf  die  Kegel- 
schnittschar F — QQ"-     Man  hat  daher  den  Satz: 

Satz  565:  Die  Polaren  U'  eines  gegebenen  Punktes  x  in  be- 
zug auf  die  Kurven  einer  Kegelschnittschar  JP — qQ  umhüllen 
eine  Kurve  zweiter  Klasse,  die  der  Polarkegelschnitt  des 
Punktes  x  hinsichtlich  der  Kegelschnittschar  J* — gQ  heißtj 
seine  Gleichung  lautet: 

(32)  [x-U'JP-ü'Q]  =  0. 

Dieser  Satz  läßt  sich  nun  aber  ebenso  wie  der  dualistisch  ent- 
sprechende Satz  550  wieder  weit  kürzer  ableiten,  wenn  man  direkt  nach 
denjenigen  Geraden  ZJ'  fragt,  die  einem  gegebenen  Punkte  x  hinsichtlich 
der  einzelnen  Kurven  F—  qQ  einer  Kegelschnittschar  als  Polaren  zuge- 
ordnet werden,  deren  Pole  U'(F—qQ)  hinsichtlich  dieser  Kurven  daher 
umgekehrt  mit  dem  Punkte  x  bis  auf  einen  Zahlfaktor  übereinstimmen. 
In  der  Tat  findet  man  für  diese  Geraden   Ü'  die  Gleichung 

l^=C/'(P-9<?), 
wo  §  eine  Zahlgröße  ist,  oder 

(33)  §ä;=  ü"JP-g  Ü'Q. 

Eliminiert  man  aus  dieser  extensiven  Gleichung  die  Zahlgrößen  §   und  g 
durch  plani  metrische  Multiplikation  mit  den  Punkten  x  und  U'Q,  so  er- 
hält man  wieder  die  obige  in   ü'  quadratische  Gleichung 
(32)  [x-  Ü'JP-  ü'Q]-0 

und  hat  somit  wirklich  den  Satz  565  von  neuem  bewiesen. 
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Die  oben  eingeführten  Bezeichnungen  für  die  Kurve  (32)  und  den 
ihr  zugeordneten  Punkt  x  ermöglichen  ferner  eine  neue  Fassung  des 
Satzes  564.  Dabei  berücksichtige  man  noch,  daß  nach  diesem  Satze 
die  Gerade  TJ  des  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  x  die  Pole  der  Ge- 
raden ü'  hinsichtlich  sämtlicher  Kurven  der  Kegelschnittschar  J*  —  g  Q 
enthält,  und  daß  man  daher  nach  Seite  200  f.  von  den  Geraden  U  und  V 
auch  sagen  kann,  sie  seien  hinsichtlich  aller  Kurven  P  —  g  Q  der  Schar 
konjugiert.     Man  erhält  somit  für  den  Satz  564  die  folgende  neue  Form: 

Satz  566:  Zweite  Fassung  von  Satz  564:  Die  Geraden  Ü7,  die 
den  Hüllgeraden  U'  eines  Polarkegelschnitts  hinsichtlich  zweier 
(und  damit  hinsichtlich  aller)  Kurven  der  zugehörigen  Kegel- 
schnittschar konjugiert  sind,  gehen  durch  den  Pol  des  Polar- 
kegelschnitts in  bezug  auf  die  Kegelschnittschar. 

KonstruMion  einzelner  Hüllgeraden  des  Folarkegelschnitts.  Man  kann 
von  dem  Polarkegelschnitt  eines  Punktes  x  hinsichtlich  einer  Kegelschnitt- 
schar eine  ganze  Reihe  von  Hüllgeraden  ohne  weiteres  angeben: 

Erstens  nämlich  sind  die  drei  Seiten  G^  des  gemeinsamen  Poldrei- 
seits  der  Kegelschnittschar  Tangenten  des  Polarkegelschnitts ;  denn  für 
diese  gelten  nach  Seite  327  die  Gleichungen 

G,P^x,G,Q,    j=l,  2,  3, 

in  der  die  r^  drei  Zahlgrößen  bedeuten.  Für  eine  solche  Gerade  U' =  G^ 
verschwindet  aber  in  der  Tat  das  Produkt  auf  der  linken  Seite  von  (32), 
weil  zwei  von  seinen  drei  Faktoren  bis  auf  einen  Zahlfaktor  einander 
gleich  sind  (vgl.  die  obige  Figur  164). 

Zweitens  aber  gehören  zu  den  HüUgeraden  des  Polarkegelschnitts  die- 
jenigen sechs  Geraden 

A,  B,  C,  D,  E,  F, 
die  durch  die  sechs  Ecken 

a,    b,    c,    d,    e,    f 

des  Grundvierseits  der  Kegelschnittschar  hindurchgehen  und  dadurch  ge- 
wonnen wprden,  daß  man  immer  zu  jeder  von  den  sechs  Verbindungslinien 

ax,     hx,  .  . . 

dieser  sechs  Ecken  mit  dem  Punkte  x  den  vierten  harmonischen  Strahl 
aufsucht  in  bezug  auf  die  beiden  in  dieser  Ecke  zusammenlaufenden  Seiten 
des  Grundvierseits  der  Schar.  Für  eine  jede  von  den  sechs  Ecken  des 
Grundvierseits  ist  nämlich  schon  eine  von  den  beiden  durch  sie  hindurch- 
gehenden Tangenten  des  Polarkegelschnitts  bekannt  in  der  diese  Ecke  ent- 
haltenden Seite  Gj  des  gemeinsamen  Polardreiseits  der  Schar.  Die  Lage 
dieser  Geraden  Gj  aber  ist  von  der  Wahl  des  PunJdes  x  ganz  unabhängig. 

25* 
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Man  wird  also  im  allgemeinen  noch  eine  zweite  von  jener  Ecke  ausgehende 
Tangente  des  Polarkegelschnitts  erhalten,  wenn  man  berücksichtigt,  daß 
jede  von  den  Tangenten  des  Polarkegelschnitts  als  Polare  des  Punktes  x 
hinsichtlich  einer  gewissen,  aber  freilich  unbekannten  Kurve  der  Schar 
von  diesem  Punkte  x  harmonisch  getrennt  sein  muß.  Da  aber  eine  jede 
Kurve  der  Kegelschnittschar  die  vier  Seiten  ihres  Grundvierseits  zu  Tan- 
genten hat,  und  durch  jede  Ecke  dieses  Grundvierseits  zwei  von  jenen 
vier  Seiten  hindurchgehen,  so  muß  die  von  einer  solchen  Ecke  ausgehende 
Polare  des  Punktes  x  von  ihm  gerade  durch  jene  beiden  Seiten  des  Grund- 
vierseits harmonisch  getrennt  werden  (vgl.  die  Figuren  85  a  und  85  b  auf 
Seite  198).  Man  gewinnt  also  durch  sechsmalige  Konstruktion  eines 
vierten  harmonischen  Strahls  sechs  weitere  Tangenten  Ä,  B,  C,  D,  E,  F 
des  Polarkegelschnitts. 

Mit  Rücksicht  darauf,  daß  sich  die  bisher  gewonnenen  neun  Tangenten 
des  Polarkegelschnitts  verhältnismäßig  leicht  auffinden  lassen,  sobald  das 
Grundvierseit  der  Schar  gegeben  ist,  wollen  wir  den  Polarkegelschnitt 
eines  Punktes  x  hinsichtlich  einer  Kegelsßhnittschar  „den  Kegelschnitt 
der  neun  Geraden"  nennen.  Indes  kann  man  ohne  Schwierigkeit  auch 
noch  weitere  Tangenten  des  Polarkegelschnitts  angeben,  namentlich  auch 
solche,  bei  deren  Konstruktion  das  Grundvierseit  der  Schar  nicht  zu  Hülfe 
gezogen  wird.  Dies  ist  insbesondere  für  den  Fall  von  Wichtigkeit,  wo 
nicht  mehr  alle  vier  gemeinsame  Tangenten  der  Schar  reell  sind. 

Drittens  nämlich  gehören  zu  den  Hüllgeraden  des  Polarkegelschnitts 
auch  die  beiden  Doppelstrahlen  0^  und  0^  derjenigen  Strahlinvolution,  welche 
die  Kegelschnittschar  im  Punkte  x  hervorruft.  Denn  diese  sind  ja  nach 
dem  Satze  540  die  Tangenten  der  beiden  durch  den  Punkt  x  hindurch- 
gehenden Kurven  der  Schar,  und  der  Punkt  x  ist  ihr  Berührungspunkt; 
sie  sind  also  die  Polaren  des  Punktes  x  hinsichtlich  dieser  beiden  Kurven 
der  Schar  ^). 

1)  In  der  Figur  164  sind  jene  beiden  Doppelstrahlen  0^  und  Oj  in  folgender 
Weise  gewonnen:  Zunächst  sind  die  beiden  Tangentenpaare,  die  sich  vom  Punkte  x 
an  die  Gnindkurven  P  und  Q  der  Schar  legen  lassen,  und  welche  zwei  Paare  der 
oben  beschriebenen  Strahlinvolution  bilden,  mit  einer  nicht  durch  x  gehenden,  sonst 
aber  beliebigen  Geraden  L  geschnitten.  Dadurch  entstehen  auf  L  zwei  Punktpaare, 
die  als  Bestimmungöstücke  der  auf  L  liegenden  zu  jener  Strahlinvolution  Perspek- 
tiven Punktinvolution  aufgefaßt  werden  können. 

Weiter  sind  von  dieser  Punktinvolution  die  Doppelpunkte  o^  nnd  Oj  mittelst 
zweier  sich  schneidenden  Hülfskreise  konstruiert,  die  durch  je  eins  von  jenen  beiden 
Punktpaaren  hindurchgehen.  Die  gemeinsame  Sekante  beider  Kreise  schneidet  dann 
aus  der  Geraden  L  den  Mittelpunkt  m  jener  Involution  aus,  und  die  Länge  einer 
Tangente  mt  vom  Punkte  m  an  einen  der  beiden  Kreise  gezogen  stellt  zugleich  den 
Abstand  der  gesuchten  Doppelpunkte  Oj  und  Oj  der  Punktinvolution  von  deren  Mittel- 
punkt m  dar. 
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Viertens  wird  der  Polarkegelschnitt  selbstverständlich  auch  vmi  den 
Polaren  xp  und  xq  des  Punktes  x  hinsichtlich  der  beiden  Grundkurven 
JP  und  Q  der  Schar  berührt.  Dabei  sind  unter  p  und  q  wie  bisher  die 
zu  P  und  Q  adjungierten  Brüche  zu  verstehen.     Man  kann  aber 

fünftens  noch  beliebig  viele  weitere  Hüllgeraden  des  Polarkegel- 
schnitts konstruieren,  wenn  man  die  in  dem  Satze  564  ausgesprochene 
Tatsache  benutzt,  daß  die  Pole  IJ'F  und  Ü'Q  einer  beliebigen  Hüllgeraden 
TJ'  des  Polarkegelschnitts  genommen  hinsichtlich  der  beiden  Grundkurven 
P  und  Q  der  Schar  mit  dem  Pole  x  des  Polarkegelschnitts  in  einer  Ge- 
raden liegen.  Bezeichnet  man  diese  durch  den  Punkt  x  gehende  Gerade 
wie  oben  mit  U,  so  läßt  sich  die  Gleichung  (32)  durch  die  drei  Glei- 
chungen ersetzen: 

(34)  [ZJa;]  =  0 

(35)  [Z7-0"P]  =  0     und     {U-U'Q]=-Q, 

von  denen  übrigens  die  beiden  letzten  Gleichungen  zufolge  der  zweiten 
Grundgleichung  des  Polarsystems  (Gleichung  (118)  des  31.  Abschnitts) 
gleichbedeutend  sind  mit  den  Gleichungen: 

(36)  [U'  •  Ü7P]  =  0    und     [U' -  UQ]  =  0. 

Unter  den  so  gewonnenen  fünf  Gleichungen  besagt  die  Gleichung  (34), 
daß  die  Gerade  des  Stabes  U  durch  den  Punkt  x  hindurchgeht,  während 
die  Gleichungen  (35)  und  die  gleichwertigen  Gleichungen  (36)  zeigen, 
daß  die  Geraden  U  und  ü'  hinsichtlich  der  beiden  Grundkurven  _P  und  Q 
der  Kegelschnittschar  P—  qQ  einander  konjugiert  sind.  Und  da  auch 
umgekehrt  aus  den  Gleichungen  (34)  und  (35)  oder  (36)  die  Gleichung  (32) 
des  Polarkegelschnitts  folgt,  so  hat  man  den  folgenden  Satz,  der  ein 
Gegenstück  zu  Satz  566  bildet: 

Satz  567:  Der  Polarkegelschnitt  eines  Punktes  x  hinsichtlich 
einer  Kegelschnittschar  ist  zugleich  das  Hüllgebilde  derjenigen 
Geraden  ü',  die  den  einzelnen  Geraden  ü  des  Strahlbüschels 
mit  dem  Scheitel  x  hinsichtlich  der  beiden  Grundkurven  der 
Schar  konjugiert  sind. 

Dieser  Satz  liefert  in  der  Tat  heliehig  viele  weitere  Hüllgeraden  des 
zum  Punkte  x  gehörenden  Polarkegelschnitts;  denn  man  braucht  nur  zu 
einer  beliebig  gewählten  Geraden  ü  des  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  x 
die  Pole  UP  und  UQ  hinsichtlich  der  beiden  Grundkurven  P  und  Q  der 
Schar   zu  konstruieren,   so   ist   ihre  Verbindungslinie    ü'   zur  Geraden    U 

Projiziert  man  endlich  diese  Doppelpunkte  Oj  und  Oj  vom  Scheitel  x  der  ur- 
sprünglich betrachteten  Strahlinvolution  aus  durch  die  Strahlen  xo^  und  xo, ,  so 
bilden  sie  die  gewünschten  Doppelstrahlen  0,  und  Oj  dieser  Strahlinvolution. 
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(37; 


hinsichtlich  dieser  beiden  Kurven  konjugiert  und  also  eine  Hüllgerade  des 
Polarkegelschnitts. 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  dann  zum  Beispiel  auch  von  den 
beiden  ursprünglich  zur  Festlegung  des  Punktes  x  benutzten  Geraden  V 
und  W  die  konjugierten  Geraden  V  und  W  hinsichtlich  der  beiden 
Grundkurven  J?  und  Q  der  Schar  konstruieren  entsprechend  den  Gleichungen 

I  F'  =  [7J>  •  VQ] 

Damit  hat  man  für  den  Polarkegelschnitt  16  Hüllgeraden  gewonnen, 
nämlich  die  Geraden  (vgl.  die  obige  Figur  164): 

G„  G„  Ö3;    Ä,  B,  C,  D,  E,  F;     0„  0^;    xp,  xq-,     U',  V,  W, 

deren  Zahl  man  noch  beliebig  vermehren  kann,  da  ja  die  konjugierte  Ge- 
rade eines  jeden  Strahls  des  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  x^  genommen 
hinsichtlich  irgend  zweier  Kurven  der  Schar,  eine  Hüllgerade  des  Polar- 
kegelschnitts bildet. 

Da  übrigens  die  obigen  Gleichungen  (36)  auch  die  Gleichungen 

(38)  iü'-U{P-^,Q)-\  =  0    und     [ f/' •  C/^(P -  g^ <?)]  =  0 

nach  sich  ziehen,  in  denen 
g^  und  gg  zwei  ganz  beliebige 
Zahlgrößen  sind,  und  auch 
umgekehrt,  falls  g^  4=  Qg  ^^^j 
aus  den  Gleichungen  (38)  die 
Gleichungen  (36)  folgen,  so 
kann  man  bei  der  oben  ange- 
gebenen Konstruktion  der  Ge- 
raden TJ'  statt  der  Pole  der 
Geraden  U  hinsichtlich  der 
beiden  Grundkurven  JP  und  Q 
auch  ihre  Pole  hinsichtlich 
irgend  zweier  anderen 
Kurven  der  Schar  verwenden. 
Dies  ist  deshalb  von  Vorteil, 
weil  als  solche  Kurven  auch 
zwei  zerfallende  Kurven  der 
Schar  dienen  können,  die 
Konstruktion  also  auch  ausführbar  bleibt,  wenn  die  Kegelschnittschar  nur 
durch  ihr  Grundvierseit  gegeben  sein  sollte,  ohne  daß  irgend  eine  nicht 
zerfallende  Kurve  der  Schar  gezeichnet  vorliegt  (vgl.  Fig.  165).  Denn  man 
kann   in   diesem  Falle  immer  noch  zu   einer   beliebig  gewählten  Geraden 


Abschnitt  38,  Gleichungen  (37)  und  (38). 
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ü  des  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  x  die  Pole  hinsichtlich  zweier 
in  der  Schar  enthaltenen  Punktpaare  P—\)^Q  und  F—i)^Q  konstruieren, 
indem  man  die  Gerade  U  mit  den  Trägern  G^  und  G^  dieser  Punktpaare 
schneidet  und  zu  jedem  von  den  beiden  Schnittpunkten  den  Punkt  be- 
stimmt, der  von  ihm  durch  die  beiden  Punkte  des  zugehörigen  Punkt- 
paars a,  h,  beziehlich  c,  d  harmonisch  getrennt  wird.  Die  beiden  so  er- 
haltenen Punkte  sind  dann  die  Pole  der  Geraden  U  hinsichtlich  der  beiden 
Punktpaare,  und  ihre  Verbindungslinie  ist  die  zur  Geraden  U  hinsichtlich 
der  Punktpaare  F  —  ^^Q  und  JP  —  ^^Q  konjugierte  Hüllgerade  ü'  des 
Polarkegelschnitts . 


Zerfallende  Polarkegelschnitte  einer  Kegelschnittschar.  Liegt  der  Pol  x 
des  Polarkegelschnitts  einer  Kegelschnittschar  auf  einer  Seite  des  ge- 
meinsamen Poldreiseits  der  Schar,  so  zerfällt  der  Polarkegelschnitt  in 
ein  Punktpaar. 

In  der  Tat,  liegt  jener  Pol  x  etwa  auf  der  Seite  G^  des  gemein- 
samen Poldreiseits,  so  gehen  nach  dem  Satze  370  die  Polaren  xp  und 
xq  des  Punktes  x  hinsichtlich  der  Polarsysteme  p  und  q  durch  den  ge- 
meinsamen Pol  der  Geraden 
Og  in  bezug  auf  die  Polar- 
systeme J*  und  Q,  das  heißt 
durch  die  der  Seite  G^  gegen- 
überliegende Ecke  ^3  des  ge- 
meinsamen Poldreiseits  hin- 
durch. In  dieser  Ecke  g^ 
treffen  sich  also  bereits  vier 
HüUgeraden  des  Polarkegel- 
schnitts des  Punktes  x,  näm- 
lich die  Geraden  G^,  G^,  xp 
und  xq,  woraus  schon  folgt, 
daß  der  Polarkegelschnitt  in 
ein  Punktpaar  zerfällt,  dem  jene  Ecke  g^  angehört  (vgl.  die  Figur  166, 
in  welcher  der  Pol  x  des  Polarkegelschnitts  wenigstens  noch  vo7i  den 
EcJcen  des  gemeinsamen  Polardreiseits  verschieden  angenommen  ist).  Außer- 
dem aber  gehen  durch  die  Ecke  g^  auch  noch  diejenigen  HüUgeraden  E 
und  F  des  Polarkegelschnitts,  die  beziehlich  von  den  beiden  auf  G^  liegen- 
den Ecken  e  und  f  des  Grundvierseits  der  Schar  ausgehen  und  durch  die 
in  ihnen  zusammenlaufenden  Seiten  des  Vierseits  von  dem  Punkte  x  oder, 
was  dasselbe  ist,  von  der  Geraden  G^,  harmonisch  getrennt  werden. 

Den  ziceiten  Punkt  des  PunJctpaars,  das  den  Polarkegelschnitt  daz'steUt, 
erhält  man,  wenn  man  irgend  eine  von  den  vier  andern  Ecken  des  Grundvier- 


Fig.  166. 
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seits,  etwa  die  Ecke  a,  mit  dem  Punkte  x  verbindet  und  zu  der  Verbindungs- 
linie \ax\  in  bezug  auf  die  beiden  von  a  ausgehenden  Seiten  des  Grund vier- 
seits  den  vierten  harmonischen  Strahl  aufsucht.  Dann  schneidet  dieser  die 
Seite  G^3  des  gemeinsamen  Poldreiseits  in  dem  gesuchten  zweiten  Punkte 
des  Punktpaars,  in  das  der  Polkegelschnitt  zerfällt.  Durch  ihn  gehen 
auch  die  drei  Geraden  B,  C,  D,  die  in  den  Ecken  b,  c,  d  des  Grund- 
vierseits  durch  die  von  ihnen  ausgehenden  Seiten  des  Vierseits  beziehlich 
von  den  Strahlen  [bx],  [ex],  [dx]  harmonisch  getrennt  werden. 

Übrigens  kann  man  den  zweiten  Punkt  des  Punktpaars  noch  etwas 
kürzer  als  denjenigen  Punkt  charakterisieren,  der  von  dem  Pole  x  des 
Polarkegelschnitts  durch  die  beiden  Ecken  des  Grundvierseits  harmonisch 
getrennt  wird,  die  auf  der  Geraden  Gg  enthalten  sind,  oder  wenn  man 
will,  harmonisch  getrennt  wird  durch  das  in  der  Kegelschnittschar  ent- 
haltene Punktpaar,  das  die  Gerade  G^  zum  Träger  hat. 
Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  568:  Liegt  der  Pol  x  des  Polarkegelschnitts  einer  Kegel- 
schnittschar auf  einer  Seite  des  gemeinsamen  Poldreiseits  der 
Schar,  so  zerfällt  sein  Polarkegelschnitt  in  ein  Punktpaar; 
und  zwar  ist  sein  einer  Punkt  die  dieser  Seite  gegenüber- 
liegende Ecke  des  gemeinsamen  Poldreiseits,  und  sein  anderer 
Punkt  wird  von  dem  Punkte  x  durch  das  Punktpaar  harmonisch 
getrennt,  das  der  Schar  angehört  und  jene  Seite  zum  Träger  hat. 
Das  gewonnene  Ergebnis  vereinfacht  sich  noch  etwas,  wenn  der  Pol 
des  Polarkegelschnitts  nicht  nur  auf  einer  Seite  des  gemeinsamen  Poldrei- 
seits der  Kegelschnittschar  liegt, 
sondern  mit  einer  Ecke  desselben 
zusammenfällt.  Ist  dies  die 
Ecke  ^3  (vgl.  Fig.  167),  so  be- 
steht der  Polarkegelschnitt  aus 
dem  Punktpaar  g^,  g^.  Denn 
der  Geraden  Gj^  des  Strahl- 
büschels mit  dem  Scheitel  g^ 
ist  eine  jede  Gerade  des  Strahl- 
büschels mit  dem  Scheitel  g^ 
in  bezug  auf  alle  Kurven  der 
Schar  konjugiert,  und  der  Ge- 
raden G^  des  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  g^  eine  jede  Gerade  des 
Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  g^.  Jeder  andern  Geraden  des  Strahl- 
büschels mit  dem  Scheitel  g^  endlich  entspricht  stets  der  Träger  G^  des 
Punktpaars  g^,  g^,  und  man  hat  den  Satz: 


Fig.  167. 
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Satz  569:  Fällt  der  Pol  des  Polarkegelschnitts  einer  Kegel- 
schnittschar mit  einer  Ecke  des  gemeinsamen  Poldreiseits  der 
Schar  zusammen,  so  zerfällt  der  Polarkegelschnitt  in  das  Punkt- 
paar der  beiden  andern  Ecken  dieses  Poldreiseits. 

Die  Steinersche  Abbildung  in  bezug  auf  eine  Kegelscimittschar.  Die 
fünf  Gleichungen  (34),  (35)  und  (36)  bieten  in  so  fem  noch  ein  beson- 
deres Interesse,  als  sie  zusammen  mit  der  aus  ihnen  folgenden  Glei- 
chung (32)  die  Grundeigenschaften  einer  wichtigen  Stab-Stab-Abbildung 
der  Ebene  ausdrücken.    Ordnet  man  nämlich  entsprechend  den  Gleichungen 

(35)  \ü'ü'P]  =  0    und    [U-U'Q]  =  (d 
und  den  gleichwertigen  Gleichungen 

(36)  [U' '  UP]  =  0     und     [V  •  ÜQ]  =  0 

allgemein  einer  jeden  Geraden  ü  der  Ebene  diejenige  Gerade  ü'  zu,  die 
der  Greaden  U  hinsichtlich  der  beiden  Kurven  J*  und  Q,  also  auch  hin- 
sichtlich sämtlicher  Kurven  der  Kegelschnittschar  F—  qQ  konjugiert  ist,  so 
erhält  man  zwischen  den  Geraden  der  Ebene  eine  involutorische  und  im 
allgemeinen  eineitideutige  Abbildung,  die  wir  „die  Steinersche  Abbil- 
dung in  bezug  auf  die  Kegelschnittschar  JP  —  O^Q"  nennen  wollen. 

Zunächst  ist  die  Abbildung  involutorisch.  Da  nämlich  die  Bild- 
gerade ü'  einer  beliebigen  Originalgeraden  U  durch  die  Pole  UF  und 
UQ  der  Geraden  ü  in  bezug  auf  die  Kurven  J*  und  Q  der  Schar  geht, 
so  geht  nach  der  zweiten  Grundeigenschaft  des  Polarsystems  (Satz  410) 
auch  umgekehrt  die  Originalgerade  U  durch  die  Pole  U'JP  und  U'Q 
der  Bildgeraden  U'  hinsichtlich  der  Kurven  J*  und  Q,  das  heißt,  sie  ist 
zugleich  die  Bildgerade  ihrer  eigenen  Bildgeraden  ü',  oder  was  dasselbe 
ist,  die  zweimalige  Anwendung  der  Steiner  sehen  Abbildung  in  bezug 
auf  eine  Kegelschnittschar  führt  eine  jede  Gerade  ü  der  Ebene  wieder 
in  sich  zurück.     Die  Abbildung  ist  also  wirklich  involutorisch. 

Die  Abbildung  ist  aber  im  allgemeinen  auch  eineindeutig.  In  der 
Tat  sieht  man  bei  den  Originalgeraden  von  den  Seiten  G^,  G^,  G^  des  ge- 
meinsamen Poldreiseits  der  Kegelschnittschar  ab,  denen  jedesmal  eine  ganz 
beliebige  durch  die  Gegenecke  gehende  Gerade  zugeordnet  ist,  so  wird  durch 
die  Gleichungen  (36)  einer  jeden  Originalgeraden  U  der  Ebene  eine  und  nur 
eine  Bildgerade  U'  zugewiesen,  nämlich  die  Verbindungslinie  U'  der  beiden 
Pole   UI*  und   UQ  der  Geraden   U  hinsichtlich  der  Kurven  J*  und  Q. 

Schließt  man  andererseits  bei  den  Originalgeraden  die  Geraden  aus,  die 
durch  die  EcJcen  des  gemeinsamen  Poldreiseits  hindurchgehen,  so  entspricht 
auch  umgekehrt  einer  jeden  Bildgeraden   ü'  eine  und  nur  eine  Original- 
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gerade    U,   nämlich   die  Verbindungslinie  der   Pole    C/'JP  und   TJ' Q   der 
Geraden   U'  hinsichtlich  der  Kurven  JP  und  Q. 

Die  Grundgeraden  der  Kegelschnittschar  sind  zugleich  die  Doppel- 
linien der  Steinerschen  Abbildung  in  bezug  auf  die  Schar.  Denn 
ist  U  eine  solche  Grundgerade,  das  heißt  eine  gemeinsame  Tangente  der 
Kurven  J*  und  Q,  so  enthält  sie  sowohl  ihren  Pol  UF  in  bezug  auf  JP 
wie  auch  ihren  Pol   UQ  in  bezug  auf  Q.     Die  Bildgerade 

ü'^iüF-TJQ] 

der  Geraden   U  fällt  also  mit  der  Originalgeraden   ü  zusammen. 

Und  umgekehrt  kann  außer  jenen  Grundgeraden  der  Schar  keine 
andere  Gerade  eine  Doppelgerade  der  Steinerschen  Abbildung  sein.  Denn 
eine  jede  Doppelgerade  U  der  Abbildung  muß  sowohl  ihren  Pol  UJP  hin- 
sichtlich JP  wie  auch  ihren  Pol  ÜQ  hinsichtlich  Q  enthalten,  sie  muß 
daher  sowohl  eine  Hüllgerade  der  Kurve  P  wie  eine  Hüllgerade  der 
Kurve  Q  sein,  also  mit  einer  gemeinsamen  Tangente  beider  Kurven,  das 
heißt  mit  einer  Grundgeraden  der  Schar,  zusammenfallen. 

Die  Abbildung  ist  ferner  wiederum  quadratisch,  da  wie  oben  ge- 
zeigt ist,  den  Geraden  TJ  eines  Strahlbüschels  mit  dem  Scheitel  x  die 
Hüllgeraden  TJ'  einer  Kurve  zweiter  Klasse  entsprechen,  nämlich  des 
Polarkegelschnitts  des  Punktes  x  hinsichtlich  der  „GrundscJiar  I*  —  qQ 
der  Äbhildung'^  (vgl.  die  obige  Fig.  164). 

Außerdem  werden  durch  die  Steinersche  Abbildung  in  bezug  auf  eine 
Kegelschnittschar  den  Punkten  x  einer  Punktreihe 

X  =  y  ^  tz 

die  Kurven  einer  Kegelschnittschar  zugewiesen,  nämlich  die  Kurven  der- 
jenigen Kegelschnittschar,  deren  Gleichung  lautet: 

(39)  [1/ .  U'JP-  U'Q]  +  l[2  ■  Ü'F-  Ü'Q]  =  0, 
die  also  durch  die  beiden  Polarkegelschnitte 

(40)  [y'U'F-ü'Q]^0    und     [z  ■  U' JP  ■  U'Q]  =  0 

der  Punkte  y  und  z  hinsichtlich  der  Grundschar  bestimmt  wird. 

Von  dieser  Kegelschnittschar  (39)  kann  man  leicht  die  vier  Grund- 
geraden angeben:  Denn  erstens  gehört  den  beiden  Kegelschnitten  (40) 
dieser  Schar  diejenige  Gerade  T'  an,  die  dem  Träger 

T==[yz] 

der  Punktreihe   y  -f-ls   durch   die   betrachtete   Steinersche   Abbildung  zu- 
gewiesen wird,  das  heißt  die  Gerade 

T'  =  [TJP-TQ\. 


Abschnitt  88,  Gleichung  (89)  und  (40).     Satz  570  395 

Ziceitens  aber  zählen  zu  den  Grundgeradeu  der  Schar  (39)  die  Seiten 
G^,  G^,  G^  des  gemeinsamen  Poldreiseits  der  Grundschar;  denn  diese 
sind  ja  Tangeuten  für  alle  Polarkegelschnitte  der  Grundschar. 

Da  diese  drei  Geraden  G^,  G^,  G^  überhaupt  den  Bildkurven  aller 
Originalpunlie  der  Ebene  als  Hidlgeraden  angehören,  so  mögen  sie  „die 
Fundamentalgeraden  der  Steinerschen  Abbildung  in  bezug  auf 
die  Kegelschnittschar  P  —  %Q^'  genannt  werden. 

Man  hat  also  den  Satz: 

Satz  570:  Durch  die  Steinersche  Abbildung  in  bezug  auf 
eine  Kegelschnittschar  JP  — gQ  wird  einer  jeden  geradlinigen 
Punktreihe  mit  dem  Träger  T  eine  Kegelschnittschar  zuge- 
ordnet, deren  Grundgeraden  durch  die  Gerade 

T'  =  [TJP-TQ] 

und  durch  die  Seiten  G^,  G^,  G^  des  gemeinsamen  Poldreiseits 
der  Grundschar  P — o^Q  gebildet  werden.  Diese  drei  Seiten 
heißen  die  Fundamentalgeraden  der  betrachteten  Steinerschen 
Abbildung. 
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(Die  Zahlen  beziehen  sich  auf  die  Seiten). 


Abbildungsbruch  einer  Punkt-Punkt- 
KoUineation  50  ff.  —  Wann  sind  zwei 
solche  A.  einander  gleich?  51  f. 

Abbildungsfaktor  einer  Punkt-Punkt- 
KoUineation  50,  seine  Darstellung  durch 
einen  extensiven  Bruch  50  f. 

Abstände  eines  Punktes  x  von  den  Seiten 
des  Fundamentaldreiecks  8,  ihre  Bezeich- 
nung 8,  ihr  Vorzeichen  8  f.,  ihre  Beziehung 
zu  den  Dreieckskoordinaten  des  Punktes 
X  9, 11  f.  —  A.  des  Einheitspunktes  e  von 
den  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  9, 
ihre  Bezeichnung  9,  absolut  genommen  9, 
ihre  Beziehung  zu  den  Höhen  des  Fun- 
damentaldreiecks und  den  Massen  der 
Grundpunkte  und  des  Einheitspunktes  12. 
—  A.  eines  Stabes  von  den  3  Ecken  des 
Fundamentaldreiecks  15,  ihre  Bezeich- 
nung 15,  ihr  Vorzeichen  15. 

Achse  einer  Parabel  277. 

Adjungierte  KoUineation,  die  zu  einer 
Punkt-Punkt-KoUineation  I  a.  KoUinea- 
tion fi  55  ff.,  ihre  Darstellung  als  kom- 
binatorisches Quadrat  von  f  60  f.  —  Die 
zu  einer  Stab-Stab-Kollineation  fi  a.  KoUi- 
neation t  72  f.,  ihre  Darstellung  als  kom- 
binatorisches Quadrat  von  ft  72.  —  Die 
zur  a.  Abbildung  Ä  einer  Punkt-Punkt- 
KoUineafcion  f  a.  Abbildung  f  74  f.,  ihre 
Beziehung  zur  KoUineation  t  Ih.  —  A. 
Abbildungen  entartender  KoUineationen 
78  f.  —  A.  Reziprozität,  die  zu  einer 
Punkt-Stab-Abbildung  r  einer  Rezipro- 
zität a.  Stab-Punkt- Abbildung  R  146  ff., 
ihre  Darstellung  als  kombinatorisches 
Quadrat  von  r  152.  —  Die  zu  einer  Stab- 
Punkt-Reziprozität  _B  a.  Reziprozität  r 
166  ff.,  ihre  Darstellung  als  kombinato- 
risches Quadrat  von  It  156.  —  Die  zur 
a.  Abbildung  R  einer  Punkt-Stab-Rezi- 
prozität r  a.  Abbildung  r  158  f.,  ihre 
Beziehung  zur  Reziprozität  r  158  f. 


Affinität  83.  —  Beziehungen  zwischen 
den  Massen  der  Grundpunkte  des  ersten 
und  zweiten  Systems,  wenn  eine  KoUi- 
neation eine  A,  sein  soll,  83.  —  Per- 
spektive A.  101  ff.  —  Perspektive  A.  mit 
der  Charakteristik  • —  1:  Schiefe  oder 
senkrechte  Spiegelung  an  einer  Geraden 
103.  —  Affinitätsachse  (Spurlinie)  einer 
Perspektiven  A.  101  ff.  —  Affinitätsrich- 
tung einer  Perspektiven  A.  101  f. 

Antipolare  eines  Punktes  hinsichtlich 
eines  Polarsystems  zweiter  Ordnung  292. 

Apolar  207  ff.,  213,  215,  222  ff.,  226. 

Asymptoten  einer  Hyperbel  270  ff.  — 
Die  Abschnitte,  die  eine  Tangente  einer 
Hyperbel  von  den  A.  abschneidet,  272  ff., 
274  f.  —  Die  Abschnitte,  die  eine  be- 
liebige Gerade  von  den  Asymptoten  einer 
Hyperbel  abschneidet,  273  f. 

Asymptotengleichung  einer  Hyperbel 
als  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  und 
zweiter  Klasse  270  ff. 

Auflösbarkeit  einer  Gleichung  von  der 
Form  xr  =  U  nach  x  164,  einer  Glei- 
chung von  der  Form  UR  =  x  nach  U 
164  f. 

Brennpunkt  einer  Parabel  277  f. 

Büschel  von  Polarsystemen  294ff.  —  B. 
von  Kurven  zweiter  Ordnung  294  ff.,  seine 
Grundkurven  295,  seine  Grundpunkte 296, 
seine  Hauptpunkte  296,  seine  Hauptzahlen 
296  f.,  seine  Hauptgleichung  297. 

Cartesische  Koordinaten  28  ff.,  schief- 
winklige und  rechtwinklige  C.  K.  28  ff. 
—  Übergang  von  den  Dreieckskoordi- 
naten eines  Punktes  zu  den  C.  K.  dieses 
Punktes  28  ff.  —  Besondere  Wahl  der 
Ecken  des  Fundamentaldreiecks  und  des 
Einheitspunktes,  die  zu  den  C.  K.  führt 
28  ff.  —  Beziehung  zwischen  den  so  ge- 
wonnenen spezieUen  Dreieckskoordinaten 
und  den  C.  K.  eines  Punktes  32  ff.  — 
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Beziehung  zwischen  den  zugehörigen  spe- 
ziellen üreieckskoordinaten  eines  Stabes 
und  den  Hess  eschen  Linienkoordinaten 
seiner  Geraden  34flF. 
Cartesisches  Koordinatensystem  33. 

—  Abszissenachse  des  C.  K.  33.  —  Ordi- 
natenachse  des  C.  K.  33.  —  Winkel 
zwischen  den  positiven  Seiten  der  Achsen 
des  C.  K.  30  ff.,  seine  Bezeichnung  30. 

—  Rechtwinkliges  CK.  37. 
Deckung  als  Spezialfall  einer  KoUineation 

107. 

Diskriminante  der  quadratischen  Glei- 
chung für  die  Parameter  der  beiden 
Schnittpunkte  einer  Kurve  zweiter  Ord- 
nung mit  einer  Geraden  251  f.  —  D.  der 
quadratischen  Gleichung  für  die  Para- 
meter der  beiden  Tangenten,  die  sich 
von  einem  Punkte  an  eine  Kurve  zweiter 
Klasse  legen  lassen,  260  ff. 

Doppelelemente  einer  KoUineation  85 ff. 

Doppellinien  einer  Stab-Stab-Kollinea- 
tion  88  ff.  —  Die  Abbildung  innerhalb 
einer  D.  einer  KoUineation  93  f. 

Doppelliniengleichung  einer  Stab- 
Stab -KoUineation  88. 

Doppelpunkte  einer  Punkt-Punkt-Kolli- 
neation  85. 

Doppelpunktsgleichung  einer  Punkt- 
Punkt-Kollineation  85,  ihre  geometrische 
Deutung  91  ff. 

Doppelverhältnis  eines  Punktwurfes  für 
den  FaU  komplexer  Punkte  188. 

Doppelverhältniskoordinaten  eines 
Punktes  11.  —  D.  einer  Geraden  21. 

Dreieckseigenschaft  einer  KoUineation 
in  eingeschriebener  Dreieckslage  114  f., 
in  umschriebener  Dreieckslage  124  f.  — 
D.  zweier  KoUineationen  f  und  I,  die  der 
Gleichung  [f  II]  =  0  Genüge  leisten,  133f. 

—  D.  dreier  KoUineationen  f,  I,  nt,  die 
der  Gleichung  [f  I  m]  =  0  genügen,  140  f. 

Dreieckskoordinaten  eines  Punktes  x 
in  bezug  auf  die  Punkte  «j,  e,,  e,  als 
Grundpunkte  und  den  Punkt  e  als  Ein- 
heitspunkt 7,  ihre  mechanische  Deutung 
7  f.,  ihre  geometrische  Deutung  8  ff.,  ihre 
Deutung  als  Doppelverhältniskoordinaten 
oder  Wurf  koordinaten  10  f.,  ihr  Zusam- 
menhang mit  den  Zurückleitungen  des 
Punktes  auf  die  Ecken  des  Fundamental- 
dreiecks unter  Ausschluß  der  Gegenseiten 
13.  —  Konstruktion  eines  Punktes  x  aus 
seinen  D.  14.    —    Gleichung   einer  Ge- 


raden in  D.  25.  —  D.  eines  Stabes  U 
in  bezug  auf  ein  Fundamentaldreieck 
«j  Cj  Cj  und  einen  Punkt  e  als  Einheits- 
punkt 14  f.,  ihre  Einführung  als  Ableit- 
zahlen des  Stabes  U  in  seiner  linearen 
Darstellung  durch  die  3  Grundstäbe  14  f, 
ihre  geometrische  Deutung  15,  18  ff.,  ihr 
Zusammenhang  mit  den  Zurückleitungen 
des  Stabes  auf  die  Seiten  des  Funda- 
mentaldreiecks unter  Ausschluß  der  Ge- 
genecken 21  ff.,  ihre  mechanische  Deu- 
tung 22  ff.  —  D.  des  unendlich  fernen 
Stabes  24. 

Dreieckslage,  eingeschriebene,  114  ff., 
Erklärung  des  Begriffs  115.  —  Umschrie- 
bene D.  124  ff.,  Erklärung  des  Begriffs 
125. 

Dualität  zwischen  den  Grundpimkten  und 
Grundstäben  4. 

Durchmesser  eines  Polarsystems  254  ff., 
265,  280  f.,  D.  der  Polkurve  eines  Polar- 
systems 265,  D.  der  Polarkurve  eines  Po- 
larsystems 265.  —  D.  einer  Parabel  275, 
Scheitel  eines  Parabeldurchmessers  275; 
Scheiteltangente  eines  Parabeld.  275. 

Eigentlicher  Mittelpunkt  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  275. 

—  Eig.  Polarsystem:  Ein  Polarsystem, 
das  entweder  nicht  entartet  oder  doch 
höchstens  zweifach  entartet,  316. 

Eineindeutige  Abbildung  378  f. 

Einfaches  Sechseck  128 f.  —  Pascalsche 
Gerade  eines  gewissen  e.  S.  132. 

Einheitspunkt  1.  —  Masse  des  E.  2.  — 
Der  mit  dem  E.  zusammenfaUende  ein- 
fache Punkt  2. 

Einheitsstab  15,  seine  Beziehung  zum 
Einheitspunkt  15  ff. 

Ellipse  253,  reelle  und  imaginäre  E.  253ff., 
inbesondere  256.  —  Das  Vorzeichen  des 
Produktes  a[g-gp]  bei  einer  reeUen  und 
imaginären  E.  254  ff.,  279.  —  Die  zu 
einer  imaginären  E.  gehörige  reelle  E. 
291.  —  Das  Vorzeichen  des  Produktes 
a[x-xp]   bei    einer    imaginären  E.  262. 

—  Das  Polarsystem  einer  imaginären  E. 
als  Folge  des  Polarsystems  der  zuge- 
hörigen reeUen  E.  und  einer  Spiegelung 
an  deren  Mittelpunkt  291  f. 

Elliptische  Punktinvolution  247  f.  — 
E.  Strahlinvolution  239  f. 

Entartende  Kegelschnittbäschel 
310  ff.  —  Bedingungen  für  das  Entarten 
eines  K.  310  f.  —  Ein  K.,  dessen  Grund- 
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kurven  2  doppeltzählende  Geraden  sind, 
311  ff.,  es  ist  identisch  mit  derjenigen 
hyperbolischen  Strahlinvolution,  deren 
Doppelstrahlen  jene  Geraden  sind,  313  ff. 

—  Unter  welcher  Bedingung  entartet  ein 
K.,  dessen  Grundkurven  aus  einer  doppelt- 
zählenden Geraden  und  einem  Linien - 
paar  bestehen?  319  f.,  oder  aus  2  Linien- 
paaren? 320  f. 

Entartende  Kegelschnittscharen 
337  ff,  —  Bedingungen  für  das  Entarten 
einer  K.  337.  —  Eine  K.,  deren  Grund- 
kurven 2  doppeltzählende  Punkte  sind, 
337  f.,  sie  ist  identisch  mit  derjenigen 
hyperbolischen  Punktinvolution,  deren 
Doppelpunkte  jene  Punkte  sind,  338.  — 
Unter  welcher  Bedingung  entartet  eine 
K.,  deren  Grundkurven  aus  einem  doppelt- 
zählenden Punkt  und  einem  Punktpaar 
bestehen?  338 f.,  oder  aus  2  Punktpaaren? 
339  f. 

EntartendeKollineationen  64ff.,  77ff. 

—  E.  Punkt-Punkt-K.  64  ff.,  ihr  Potenz- 
wert verschwindet  64  f.  —  3  Fälle  65.  — 
Einfach  e.  Punkt-Punkt-K.  65  ff.,  91  f., 
ihre  Hauptgerade  66  f.,  92,  ihre  beiden 
Hauptpunkte  67,  92,  ihr  Nullpunkt  67  f., 
92,  ihre  3  Doppelpunkte  67  f.,  zwei  von 
ihnen  sind  die  beiden  Hauptpunkte,  der 
dritte  ist  der  Nullpunkt  der  Kollineation 
67  f.  —  Bruchdarstellung  einer  einfach 
e.  Punkt-Punkt-K.,  bei  der  ein  Nenner 
der  Nullpunkt  ist,  68.  —  Zweifach  e. 
Punkt-Punkt-K.  68  f.,  ihrHauptpunkt68f., 
ihre  Nullpunktreihe  69.  —  Bruchdar- 
stellung einer  zweifach  e.  Punkt-Punkt-K. 
mit  zwei  Nullpunkten  als  Nennern  69. 

—  Dreifach  e.  oder  uneigentliche  Punkt- 
Punkt-K.  69.  —  E.  Stab-Stab-K.  77  ff., 
ihr  Potenzwert  verschwindet  77.  — 
Einfach  e.  Stab-Stab-K.  77  ff.,  ihr  Haupt- 
punkt 78,  ihre  beiden  Hauptlinien  78, 
ihre  Nulllinie  78,  ihre  Doppellinien  78. 

—  Bruchdarstellung  einer  einfach  e.  Stab- 
Stab-K.,  bei  der  ein  Nenner  durch  einen 
Stab  der  Nulllinie  gebildet  wird,  77.  — 
Zweifach  e.  Stab-Stab-K.  78,  ihre  Haupt- 
linie 78,  ihr  Nullstrahlbüschel  78.  — 
Bruchdarstellung  einer  zweifach  e.  Stab- 
Stab-K.  mit  2  Stäben  aus  den  Strahlen 
des  Nullstrahlbüschels   als  Nennern   78. 

—  Dreifach  e.  oder  uneigentliche  Stab- 
Stab-K.  78.  —  Adjungierte  Abbildungen 
entartender  K.  78  f. 


Entartende  Polarsysteme  205 ff.  — Die 
3  Fälle  des  Entartens  eines  P.  zweiter 
Ordnung  205,  neue  Form  des  Kriteriums 
für  die  3  Fälle  219  f.  —  Das  einfach  e. 
P.  zweiter  Ordnung  206  ff.,  219,  313  ff., 
sein  Nullpunkt  207,  er  gehört  der  Pol- 
kurve an  207  f.,  er  liegt  auf  den  Geraden 
der  3  Zählerstäbe  208,  und  überhaupt 
auf  der  Polare  eines  jeden  Punktes  der 
Ebene  208.  —  Die  Polkurve  eines  ein- 
fach e.  P.  zweiter  Ordnung:  Linienpaar, 
dessen  Doppelpunkt  der  Nullpunkt  ist, 
208  ff.,  reelles  Linienpaar  242  ff.  —  Pol 
und  Polare  in  bezug  auf  ein  einfach  e. 
P.  zweiter  Ordnung  208,  211.  —  Invo- 
lution, die  ein  einfach  e.  P.  zweiter  Ord- 
nung auf  den  Geraden  seiner  Ebene  und 
in  seinem  Nullpunkte  hervorruft,  211  f., 
die  letztere  hat  das  Linienpaar  der  Pol- 
kurve zu  Doppelstrahlen  211.  —  Die  ad- 
jungierte Abbildung  eines  einfach  e.  P. 
zweiter  Ordnung:  Ein  ziceifach  e.  P. 
zweiter  Klasse  212  ff.,  seine  Polarkurve 
ist  ein  doppeltzählendes  Strahlbüschel, 
das  den  Nullpunkt  des  P.  zweiter  Ord- 
nung zum  Scheitel  hat,  213  f.  —  Das 
zweifach   e.  P.   zweiter  Ordnung  214  ff., 

219  f.,  244,  311  ff.,  seine  Nullpunktreihe 
214  f.,  ihr  Träger  stellt  doppeltzählend 
die  Polkurve  dar  215  ff.  —  Die  Polkurve 
eines  zweifach  e.  P.  zweiter  Ordnung: 
Doppeltzählende  Gerade  217  f.,  244.  — 
Wann  haben  2  zweifach  e.  P.  zweiter 
Ordnung  dieselbe  doppeltzählende  Ge- 
rade zur  Polkurve?  218.  —  Die  adjun- 
gierte Abbildung  eines  zweifach  e.  P. 
zweiter  Ordnung:  Ein  uneigentliches  P. 
zweiter  Klasse  218.  —  Das  dreifach  e.  P. 
zweiter  Ordnung:. Uneigentliches  P.  zwei- 
ter Ordnung  218  f.,  220,  230.  —  Die  3  Fälle 
des   Entartens    eines   P.   zweiter   Klasse 

220  f.,  neue  Form  des  Kriteriums  für  die 
3  Fälle  230  f.  —  Das  einfach  e.  P.  zweiter 
Klasse  221  ff.,  231,  seine  Nulllinie,  sie 
gehört  der  Polarkurve  an  222,  sie  geht 
durch  die  3  Zählerpunkte  222,  und  über- 
haupt durch  die  Pole  sämtlicher  Stäbe 
der  Ebene  222.  —  Die  Polarkurve  eines 
einfach  e.  P.  zweiter  Klasse:  Punktpaar, 
dessen  Träger  die  Nulllinie  ist,  2*23  ff.  — 
Pol  und  Polare  in  bezug  auf  ein  einfach 
e.  P.  zweiter  Klasse  222.,  224  f.  —  In- 
volution, die  ein  einfach  e.  P.  zweiter 
Klasse  in  den  Punkten  seiner  Ebene  und 
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auf  seiner  NulUinie  hervorruft,  225,  die 
letztere  hat  das  Punktpaar  der  Polarkurve 
zu  Doppelpunkten  226.  — Die  adjungierte 
Abbildung  eines  einfach  e.  P.  zweiter 
Klasse:  Ein  zweifach  e.  P.  zweiter  Ord- 
nung 226  f.,  seine  Polkurve  ist  der  doppelt- 
zählende Träger  des  Punktpaars,  das  die 
Polarkurve  des  P.  zweiter  Klasse  bildet, 
226.  —  Das  zweifach  e.  P.  zweiter  Klasse 
226  tr.,  231, 250  f,  das  Strahlbüschel  seiner 
Nulllinien  227.  —  Die  Polarkurve  eines 
zweifach  e.  P.  zweiter  Klasse:  Doppelt- 
zählender Punkt  229,  250f.  —  Wann  haben 
2  zweifach  e.  P.  zweiter  Klasse  denselben 
doppeltzählenden  Punkt  zur  Polarkurve? 
230.  —  Die  adjungierte  Abbildung  eines 
zweifach  e.  P.  zweiter  Klasse:  Ein  un- 
eigentliches P.  zweiter  Ordnung  230.  — 
Das  dreifach  e.  P.  zweiter  Klasse:  Un- 
eigentliches P.  zweiter  Klasse  218,  230, 
231. 
Entartende  Reziprozitäten   164,  161. 

—  E.  Punkt-Stab-R.  154,  e.  Stab-Punkt-R. 
161. 

Extensive  Bruch,  der,  für  die  Punkt- 
Punkt- Abbildung  einer KoUineation  50  ff., 
für  die  Stab- Stab- Abbildung  einer  KoUi- 
neation 55  ff.,  für  die  Punkt-Stab-Ab- 
bildung einer  Reziprozität  143  f.,  für  die 
Stab-Punkt- Abbildung  einer  Reziprozität 
146,  154  f.  —  Der  e.  Br.  für  das  Polar- 
system einer  Kurve  zweiter  Ordnung, 
falls  die  3  Nenner  die  Ecken  eines  Po- 
lardreiecks bilden,  237  f  —  Der  e.  Br. 
für  das  Polarsystem  einer  doppeltzählen- 
den Geraden  244.  —  Der  e.  Br.  für  das 
Polarsystem  einer  Kurve  zweiter  Klasse, 
falls  die  3  Nenner  durch  3  Stäbe  aus  den 
Seiten  eines  Poldreiseits  gebildet  werden, 
246.  —  Der  e.  Br.  für  das  Polarsystem 
eines    doppeltzählenden    Punktes   250  f. 

Extensive  Gleichung,  die, für  dieHaupt- 
punkte  eines  Kegelschnittbüschels  297  f. 

—  Die  e.  Gl.  für  die  Hauptgeraden  einer 
Kegelschnittschar  329  f. 

Feldeinheit  5  f.,  ihre  Darstellung  durch 
die  Strecken  zweier  Seiten  des  Funda- 
mentaldreiecks 6,  durch  die  Seitenstäbe 
des  Fundamentaldreiecks  6  f.,  durch  die 
Grundstäbe  6,  ihre  Beziehung  zur  unend- 
lich fernen  Geraden  6. 

Fluchtlinie  einer  KoUineation  84,  einer 
Perspektiven  KoUineation  98  ff. 

Fluchtpunkt  einer  Reziprozität  168  f 


Folgeprodukt  291  f 

Fundamentaldreieck  1.  —  Gmnd- 
punkte  des  F.  1.  —  Grundstäbe  des  F. 
5,  15.  —  Seitenstäbe  des  F.  4f,  6 f. 

Geränderte  Determinanten  346f,  358. 

Gleichung  einer  Geraden  in  Dreiecksko- 
ordinaten 25.  —  Gl.  eines  Punktes  in 
Linienkoordinaten  25  f.  —  Gl.  für  das 
Vereintliegen  eines  Punktes  und  einer 
Geraden  26.  —  Die  allgemeine  Gl.  zweiten 
Grades  zwischen  den  Dreieckskoordinaten 
eines  Punktes :  Sie  stellt  eine  Kurve  zweiter 
Ordnung  dar  234  f ,  geometrische  Bedeu- 
tung des  Verschwindens  ihrer  einzelnen 
Koeffizienten  236  f ,  geometrische  Bedeu- 
tung des  Verschwindens  aller  3  Koeffi- 
zienten o,-;{.»  »4=^  237  f  —  Die  Gl.  einer 
Kurve  zweiter  Ordnung  in  bezug  auf  ein 
Polardreieck  als  Fundamenta,ldreieck 
237  f.,  bei  einer  reellen  Kurve  zweiter 
Ordnung  haben  die  Koeffizienten  der  Gl. 
nicht  alle  dasselbe  Vorzeichen  238.  — 
Die  auf  ein  Polardreieck  bezogene  Gl. 
eines  Linienpaars  238  f ,  wann  ist  das 
Linienpaar  reeU,  wann  konjugiert  kom- 
plex? 239,  neue  Gleichungsform  des 
Linienpaars  242  ff.  —  Die  Gl.  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung,  wenn  eine  Seite  des 
Fundamentaldreiecks  die  Polare  ihrer 
Gegenecke  ist,  240  ff.  —  Die  Gl.  einer 
Kurve  zweiter  Ordnung  in  bezug  auf  ein 
Tangentialdreieck  als  Fundamentaldrei- 
eck 241  f.  —  Die  Gl.  einer  doppeltzählen- 
den Geraden  244.  —  Die  aUgemeine  Gl. 
zweiten  Grades  zwischen  den  Dreiecks - 
koordinaten  eines  Stabes:  Sie  stellt  eine 
Kurve  zweiter  Klasse  dar  235  f.,  geo- 
metrische Bedeutung  des  Verschwindens 
einzelner  Koeffizienten  244  f.  -r  Die  Gl. 
einer  Kurve  zweiter  Klasse  in  bezug  auf 
ein  Poldreiseit  als  Fundamentaldreiseit 
245  f.  —  Die  auf  ein  Poldreiseit  bezogene 
Gl.  eines  Punktpaars  246  f ,  wann  ist  das 
Punktpaar  reell,  wann  konjugiert  kom- 
plex? 246  f.  —  Die  Gl.  einer  Kurve  zweiter 
Klasse,  wenn  eine  Ecke  des  Fundamental- 
dreiecks der  Pol  ihrer  Gegenseite  ist,  248  f 
—  Die  auf  ein  Tangentialdreieck  be- 
zogene Gl.  einer  Kurve  zweiter  Klasse 
248  f  —  Die  Gl.  eines  doppeltzählenden 

I      Punktes  250.  —  Die  aUgemeine  Gl.  zweiten 

'      Grades    in    schiefwinkligen    oder  recht- 
winkligen   Cartesischen    Punktkoordi- 

I      naten:  Sie  stellt  eine  Kurve  zweiter  Ord- 
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nung  dar  264  f.  —  Die  allgemeine  Gl. 
zweiten  Grades  in  schiefwinkligen  oder 
rechtwinkligen  Hess  eschen  Linienko- 
ordinaten: Sie  stellt  eine  Kurve  zweiter 
Klasse  dar  264  f.  —  Gl.  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  in  bezug  auf  2  konju- 
gierte Durchmesser  266  fF,,  insbesondere 
269,   einer  Kurve   zweiter  Klasse  269  f. 

—  Die  Gl.  eines  Linienpaars  und  eines 
Punktpaars  in  bezug  auf  2  konju- 
gierte Durchmesser  269  f.  —  Asympto- 
tengl.  einer  Hyperbel  als  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  270  ff. 

—  Die  Gl.  einer  Parabel  in  bezug  auf 
einen  Durchmesser  und  seine  Scheitel- 
tangente 275  ff.  —  Die  Gl.  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  auf  die  Hauptachsen  be- 
zogen 288  ff.  —  Gl.  einer  Ellipse  und  Hy- 
perbel auf  die  Hauptachsen  bezogen  289  f. 

Grundgeraden  einer  Kegelschnittschar 
(einer  Schar  von  Kurven  zweiter  Klasse) 
328  ff.  —  Darstellung  der  4  Gr.  einer 
Kegelschnittschar  als  Vielfachensummen 
von   Stäben  der  .3  Hauptgeraden   336  f. 

Grundturven  eines  Kegelschnittbüschels 
(eines  Büschels  von  Kurven  zweiter  Ord- 
nung) 295.  —  Gr.  einer  Kegelschnittschar 
(einer  Schar  von  Kurven  2.  Klasse)  328. 

Gr  und  punkte  des  Fundamentaldreiecks  1, 
ihr  planimetrisches  Produkt  2.  —  Die 
mit  den  Gr.  zusammenfallenden  einfachen 
Punkte  1.  —  Das  planimetrische  Produkt 
der  zu  den  Gr.  gehörenden  einfachen 
Punkte  2  ff .  —  Massen  der  Gr.  als  reell 
vorausgesetzt  1,  ihr  Vorzeichen  in  den  7 
Räumen,  die  durch  die  Seiten  des  Funda- 
mentaldreiecks   bestimmt    werden,    2  ff. 

—  Gr.  eines  Kegelschnittbüschels  (eines 
Büschels  von  Kurven  zweiter  Ordnung) 
296.  —  Darstellung  der  4  Gr.  eines 
Kegelschnittbüschels  als  Vielfachensum- 
men der  8  Hauptpunkte  308  f. 

Grundstäbe    des    Fundamentaldreiecks 

5,  15. 
Halbachsen  einer  reellen  Ellipse  289  ff". 

—  H.  einer  imaginären  Ellipse  290  f., 
ihr  Längenfaktor  291.  —  H.  einer  Hy- 
perbel 289  ff.,  Längenfaktor  der  imagi- 
nären Halbachse  einer  Hyperbel  290. 

Harmonische  Beziehungen  am  vollstän- 
digen Viereck  und  Vierseit  37.  —  H. 
Punktwürfe  auf  den  3  Nebenseiten  eines 
vollständigen  Vierecks  37  ff.  -  H.  Punkt- 
würfe auf  den  6  Hauptseiten  eines  voll- 


ständigen Vierecks  39  f.  —  Lineale  Kon- 
struktion des  vierten  h.  Punktes  46  f.  — 
H.  Strahl  würfe  in  den  3  Nebenecken 
eines  vollständigen  Vierseits  42  ff.  —  H. 
Strahlwürfe  in  den  6  Hauptecken  eines 
vollständigen  Vierseits  44  f.  —  H.  Be- 
ziehungen bei  Pol  und  Polare  in  bezug 
auf  ein  Dreieck  15  ff.,  47  f.  —  H.  Be- 
ziehungen bei  Pol  und  Polare  hinsicht- 
lich eines  Polarsystems  186  ff.,  198  ff.  — 
Die  zu  2  Kurven  zweiter  Ordnung  h. 
Kurve  zweiter  Klasse  354  ff.,  für  den  Fall, 
wo  die  eine  von  den  beiden  Kurven 
zweiter  Ordnung  eine  doppeltzählende 
Gerade  ist,  356  f.  —  Die  zu  2  Kurven 
zweiter  Klasse  gehörende  h.  Kurve  zweiter 
Ordnung  364  ff.,  für  den  Fall,  wo  die 
eine  von  den  beiden  Kurven  zweiter  Klasse 
in  einen  doppeltzählenden  Punkt  über- 
gegangen ist,  366  ff. 

Harmonikale  (Polare)  eines  Punktes  in 
bezug  auf  ein  Dreieck  15  ff.,  17,  lineale 
Konstruktion  derselben  47  f.,  ihre  Lage 
für  den  Fall,  wo  der  Punkt  auf  eine  Seite 
des  Dreiecks  fällt,  17,  für  den  Fall,  wo 
er  in  einer  Ecke  des  Dreiecks  liegt,  17. 

Harmonikalpunkt(Pol)  einer  Geraden  in 
bezug  auf  ein  Dreieck  17,  80,  für  den 
Fall,  wo  die  Gerade  durch  eine  Ecke 
des  Dreiecks  hindurchgeht,  17  f.,  für  den 
Fall,  wo  sie  mit  einer  Seite  des  Dreiecks 
zusammenfällt,  18. 

Hauptachsen  eines  Polarsystems  267, 
284  ff. 

Hauptachsengleichung  einer  reellen 
Ellipse  289,  einer  imaginären  Ellipse 
290.  —  H.  einer  die  j-Achse  schneiden- 
den Hyperbel  289,  einer  die  l)-Achse 
schneidenden  Hyperbel  289  f. 

Hauptgeraden  einer  Kegelschnitt- 
schar (einer  Schar  von  Kurven  zweiter 
Klasse)  328  ff.  —  Bestimmung  der  zu 
einer  reellen  Hauptzahl  einer  K.  gehören- 
den H.  330. 

Hauptgleichung  einer  Punkt-Punkt- 
Kollineation  85  f.  —  H.  einer  Stab-Stab- 
KoUineation  88  f.  —  H.  eines  Kegelschnitt- 
büschels (eines  Büschels  von  Kurven 
zweiter  Ordnung)  297.  —  Unter  welcher 
Bedingung  besitzt  die  H.  eines  Kegel- 
schnittbüschels eine  einfache  Wurzel, 
eine  Doppelwurzel  oder  eine  dreifache 
Wurzel?  321  f.,  der  Fall  einer  Doppel- 
wurzel:   2   ünterfälle    322  ff.,    der   Fall 
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einer  dreifachen  Wurzel:  2  Unterfälle 
324  ff.  —  H.  einer  Kegelschnittschar  (einer 
Schar  von  Kurven  zweiter  Klasse)  329  f. 
—  Unter  welcher  Bedingung  besitzt  die 
H.  einer  Kegelschnittschar  eine  einfache 
Wurzel,  eine  Doppelwurzel  oder  eine 
dreifache  Wurzel?  340  f.,  der  Fall  einer 
Doppelwurzel:  2  Unterfälle  341  ff.,  der 
Fall  einer  dreifachen  Wurzel:  2  Unter- 
fälle 343  ff. 

Hauptpunkte  eines  Kegelschnitt- 
büschels (eines  Büschels  von  Kurven 
zweiter  Ordnung)  296  ff.  —  Bestimmung 
des  zu  einer  reellen  Hauptzahl  eines  K. 
gehörenden  Hauptpunktes  298.  — ■  Die 
3  H.  e.  K.  für  den  Fall,  daß  2  Hauptzahlen 
des  K.   konjugiert  komplex  sind,    309  f. 

Hauptunterdeterminanten  einer  sym- 
metrischen Determinante  dritten  Grades 
256  ff.,  Hülfssätze  über  sie  256  f.,  ihre 
Verwertung  zur  Schei düng  zwi s chen  einem 
reellen  und  einem  konjugiert  komplexen 
Linienpaar  257  ff. 

Hauptzahlen  eines  Kegelschnitt- 
büschels (eines  Büschels  von  Kurven 
zweiter  Ordnung)  296  f.  —  Die  H.  e.  K. 
sind  reell  und  voneinander  verschieden 
297  ff.,  die  zugehörigen  Hauptpunkte 
bilden  ein  gemeinsames  Polardreieck 
aller  Kurven  des  K.  297  ff. 

Hauptzahlen  einer  Kegelschnitt- 
schar (einer  Schar  von  Kurven  zweiter 
Klasse)  329  ff.  —  Die  H.  e.  K.  sind  reell 
und  voneinander  verschieden  330  ff.,  die 
zugehörigen  Hauptgeraden  bilden  ein  ge- 
meinsames Poldreiseit  aller  Kurven  der 
K.  330  ff. 

Hauptzahlen  einer  Punkt-Punkt- 
Kollineation  f  85.  —  Zu  jeder  reellen 
H.  e.  P.-P.-K,  gehört  ein  reeller  Doppel- 
punkt 86.  —  Alle  3  H.  e.  P.-P.-K.  sind 
voneinander  verschieden  86  ff.,  sie  sind 
überdies  reell  86  ff. :  Die  K.  besitzt  3  ge- 
trennte, nicht  in  einer  Geraden  liegende 
Doppelpunkte  86  f.  —  Normalform  des 
extensiven  Bruches  e.  P.-P.-K.  mit  3  un- 
gleichen reellen  H.  87  f.  —  2  H.  sind 
konjugiert  komplex  oder  entgegengesetzt 
rein  imaginär  94,  die  Abbildung  auf  der 
zugehörigen  Doppellinie  ist  eine  positiv 
zirkuläre  Abbildung  94.  —  2  H.  e.  P-.P.-K. 
sind  einander  gleich  94  ff.  —  Normal- 
form des  extensiven  Bruches  e.  P.-P.-K. 
mit  2  gleichen  H.  96.   —   Alle  3  H.  e. 

GraBmann:  Projektive  Geometrie  der  Ebene. 


P.-P.-K.  sind  einander  gleich  105  ff.  — 
Normalform  des  extensiven  Bruches  e. 
P.-P.-K.  mit  3  gleichen  Hauptzahlen  107. 

Hauptzahlen  einer  Stab-Stab-Kolli- 
neation  ft  88  ff.,  für  den  Fall,  wo  Ä 
die  adjungierte  Abbildung  einer  Punkt- 
Punkt  -  KoUineation  f  ist,  89,  ihre  Be- 
ziehung zu  den  H.  dieser  Punkt-Punkt- 
KoUineation  89  f.  —  Zu  jeder  reellen  H. 
e.  St.-St.-K.  gehört  eine  reelle  Doppel- 
linie 90. 

Höhen  des  Fundamentaldreiecks  12,  ihre 
Bezeichnung  12,  ihr  Vorzeichen  12.  — 
Die  Beziehung  zwischen  ihren  Vorzeichen 
und  denen  der  Massen  der  Grundpunkte 
und  des  Einheitspunktes  12. 

Hyperbel  253,  289  ff. 

Hyperbolische  Punktinvolntion  249 f.  — 
H.  Strahlinvolution  243. 

Identität,  als  Spezialfall  einer  KoUinea- 
tion 107. 

Invarianz  des  Doppelverhältnisses 
bei  kollinearer  Abbildung  53  f.,  73,  bei 
reziproker  Abbildung  145. 

Inverse  Abbildung  einer  KoUineation 
und  Reziprozität  79  f.  und  162  ff.  —  Not- 
wendigkeit, bei  ihrer  Bildung  entartende 
Abbildungen  auszuschließen,  79  f.,  162  f. 

Involution  siehe  Punktinvolution  und 
Strahlinvolution. 

Involutionsdreiseit  zweier  Punkttripel 
133  f. 

Involutionsgerade  zweier  projektiven 
Punktreihen  132. 

Involutionskurve  zweier  Punkttripel 
130  ff. 

Involutionsviereck  zweier  Punktqua- 
drupel 135  ff. 

Involutorische  Perspektive  KoUineation : 
Spiegelung  an  einem  Punkt  und  einer 
Geraden  100  f.,  Lage  ihrer  Fluchtlinie 
101,  ihre  Charakteristik  ist  gleich  —  1 
100 f.  —  L  Perspektive  Affinität:  Schiefe 
und  senkrechte  Spiegelung  an  einer  Ge- 
raden 103,  ihre  Charakteristik  ist  gleich — 1 
103.  —  I.  Perspektive  Ähnlichkeit:  Spie- 
gelung an  einem  Punkte  104,  ihre  Cha- 
rakteristik ist  gleich  —  1  104.  —  Das 
Polarsystem,  eine  i.  Reziprozität,  172, 192. 
—  Jede  Vielfachensumme  von  i.  Rezi- 
prozitäten ist  wieder  eine  i.  Reziprozität 
293  f.  —  I.  quadratische  Abbildung  378. 

Kegelschnitt  der  9  Punkte  373.  —  K. 
der  9  Geraden  388. 

26 
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Kegelschnittbüschel  293  ff.  —  Begriff 
eines  K.  293  ff.,  insbesondere  294  f.  — 
Grundkurven  eines  K.  295,  seine  Grund- 
punkte 296  ff.,  seine  Hauptpunkte  296  ff., 
seine  Hauptzahlen  296 f.,  seine  Hauptglei- 
chung 29  7.  —  Entartende  K.  310  ff.  —  Unter 
welcher  Bedingung  besitzt  die  Haupt- 
gleichung eines  K.  eine  einfache  Wurzel, 
eine  Doppelwurzel  oder  eine  dreifache 
Wurzel?  321  f.,  der  Fall  einer  Doppel- 
wurzel: 2  ünterfälle  322  ff.,  der  Fall  einer 
dreifachen  Wurzel :  2  Unterfälle  324  ff.  — 
Die  Beziehung  einer  Geraden  zu  einem 
K.  347  ff.  —  Die  beiden  Kurven  eines  K., 
die  eine  gegebene  Gerade  berühren,  347  ff'. 
—  Die  Punktinvolution,  die  ein  K.  auf 
einer  Geraden  hervorruft,  350  ff.  —  Die 
Polaren  eines  Punktes  hinsichtlich  der 
Kurven  eines  K.  bilden  ein  Strahlbüschel 
367  ff.,  Ausnahmefall  368  f.,  2  solche 
Strahlbüschel,  die  2  verschiedenen  Punk- 
ten zugewiesen  werden,  sind  projektiv 
369,  die  von  ihnen  erzeugte  Kurve  zwei- 
ter Ordnung:  Polkegelschnitt  der  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Punkte  hinsicht- 
lich des  K.  369  f. 

Kegelschnittschar  327  ff,  —  Begriff" 
einer  K.  327  f.  —  Grundkurven  einer 
K.  328,  ihre  Grundgeraden  328  ff.,  ihre 
Hauptgeraden  328  ff.,  ihre  Hauptzahlen 
328  ff.,  ihre  Hauptgleichung  329  f.  — 
Unter  welcher  Bedingung  besitzt  die 
Hauptgleichung  einer  K.  eine  einfache 
Wurzel,  eine  Doppelwurzel  oder  eine 
dreifache  Wurzel?  340  f.,  der  FaU  einer 
Doppelwurzel:  2  Unterfälle  341  ff.,  der 
FaU  einer  dreifachen  Wurzel:  2  Unter- 
fälle 343  ff.  —  Die  Beziehung  eines 
Punktes  zu  einer  K.  359  ff.  —  Die  beiden 
Kurven  einer  K.,  die  durch  einen  gege- 
benen Punkt  hindurchgehen,  359  ff.  — 
Die  Strahlinvolution,  die  eine  K.  in  einem 

_  Punkte  hervorruft,  361  ff.  —  Die  Pole 
einer  Geraden  hinsichtlich  der  Kurven 
einer  K.  bilden  eine  Punktreihe  381  f., 
Ausnahmefall  382,  2  solche  Punktreihen, 
die  2  verschiedenen  Geraden  zugewiesen 
werden,  sind  projektiv  383  f.,  die  von 
ihnen  erzeugte  Kurve  zweiter  Klasse: 
Polarkegelschnitt  des  Schnittpunktes  der 
beiden  Geraden  hinsichtlich  der  K.  384  ff. 

Klammersymbole,  Gundelfingersche 
347,  358. 

Kollinear  52,  k.  Abbildung  52  f.   —   K. 


Bild  einer  Punktreihe  54,  eines  Strahl- 
büschels 73,  einer  Kurve  zweiter  Ord- 
nung 73  f.,  einer  Kurve  zweiter  Klasse  73 f. 

Kollineation  49  ff.  —  Fundamentalsatz 
der  K.  54,  Dualistisches  zum  Fundamen- 
talsatz 80  ff.  —  Allgemeine  Eigenschaften 
der  K.  49  ff.  —  Punkt-Punkt- Abbildung 
einer  K.  49  ff.,  der  extensive  Bruch  für 
die  Punkt- Punkt- Abbildung  einer  K.  50  ff., 
ihre  Grundeigen  Schäften  52  f.  —  Invari- 
anz des  Doppelverhältnisses  bei  koUine- 
arer  Abbildung  53  f.  —  Beziehungen 
einer  K.  zur  unendlich  fernen  Geraden 
82  ff.  —  Stab-Stab-Abbildung  einer  K. 
55  ff.,  ihre  Grundeigenschaften  73.  —  Die 
zu  der  Punkt-Punkt- Abbildung  einer  K. 
adjungierte  Stab-Stab-Abbildung  55  ff.  — 
Entartende  Punkt-Punkt-K.  64  ff.  —  Die 
inverse  Abbildung  einer  K.  79  f.  —  Flucht- 
linie einer  K.  84,  Fluchtlinie  des  zweiten 
Systems  einer  K.  84.  —  Verschwindungs- 
linie  einer  K.  84,  Fluchtlinie  des  ersten 
Systems  einer  K.  84.  —  K.  in  einge- 
schriebener Dreieckslage  114  ff.,  Erklä- 
rung des  Begriffs  115.  —  K.  in  um- 
schriebener Dreieckslage  124  ff.,  Erklä- 
rung des  Begriffs  125.  —  Dreieckseigen- 
schaft einer  K.  in  eingeschriebener  Drei- 
eckslage 114  f.,  in  umschriebener  Drei- 
eckslage 124  f.  —  Linienzugseigenschaft 
einer  K.  in  eingeschriebener  Dreiecks- 
lage 115  ff.,  in  umschriebener  Dreiecks- 
lage 125  f.  —  Viereckseigenschaft  einer 
K.  in  eingeschriebener  Dreieckslage  120  ff., 
in  umschriebener  Dreieckslage  126  f.  — 
Sechseckseigenschaft  zweier  K.  f  und  I, 
die  der  Gleichung  [f  I  1]  =  0  Genüge 
leisten,  128  f.,  ihre  Dreieckseigenschaft 
133  f.,  ihre  Viereckseigenschaft  137  ff.  — 
Sechseckseigenschaft  dreier  K.  I,  I,  llt,  die 
der  Gleichung  [f  I  itt]  =  0  Genüge  leisten, 
139  f.,  ihre  Dreieckseigenschaft  140  f., 
ihre  Viereckseigenschaft  141  f.  —  Die 
K.  als  Folge  zweier  Reziprozitäten  161  f. 

Kollineationsachse  (Spurlinie)  einer 
Perspektiven  K.  97  ff. 

Kollineationsbruch  öOff.,  der  zu  einem 
K.,  welcher  Punkte  in  Punkte  überführt, 
adjungierte  K.  55 ff. 

K  ollin  eations  Zentrum  (Mittelpunkt) 
einer  Perspektiven  Kollineation  9  7  ff.  — 
Liegt  das  K.  im  Unendlichen,  so  wird 
die  Perspektive  Kollineation  zur  Perspek- 
tiven Affinität  101. 
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Kombinatorisches  Produkt  der  Punkt- 
Punkt- Abbildungen  t  und  r  zweier  KoUi- 
neationen  57  ff.,  Vertauschbarkeit  seiner 
Faktoren  59  f.,  seine  Darstellbarkeit  durch 
einen  extensiven  Bruch  59  f.  —  K.  Pr. 
von  der  Form  [1/2  •  fl]  57 ff.,  seine  KoUi- 
neationsfaktoren  sind  vertauschbar,  seine 
Punktfaktoren  nur  mit  Zeichenwechsel 
58.  —  K.  Pr.  der  Punkt -Punkt- Abbil- 
dungen f ,  I,  m  dreier  Kollineationen  61  ff., 
63,  Vertauschbarkeit  seiner  Faktoren  63, 
seine  Beziehung  zu  einer  kubischen 
Determinante  aus  27  Elementen  63,  sein 
Verschwinden  111  ff.,  für  den  Fall,  daß 
an  die  Stelle  der  Kollineationen  I  und 
Hl  die  identische  Punkt-Punkt-Kollinea- 
tion  1  tritt,  113  ff.,  für  den  Fall,  daß  an 
die  Stelle  der  Kollineationen  l  und  m 
die  Kollineationen  f  und  1  treten,  123  ff., 
für  den  Fall,  daß  an  die  Stelle  der  Kolli- 
neation  m  die  identische  Punkt-Punkt- 
KoUineation  1  tritt,  127  ff.  —  Das  k.  Pr. 
von  der  Form  [xyz-tlm]  61  ff.,  seine 
Kollineationsfaktoren  sind  vertauschbar 
63,  seine  Punktfaktoren  nur  mit  Zeichen- 
wechsel 61.  —  Das  k.  Pr.  der  Stab-Stab- 
Abbildungen  zweier  Kollineationen  70 ff., 
Vertauschbarkeit  seiner  Faktoren  71,  seine 
Darstellbarkeit  durch  einen  extensiven 
Bruch  71  f  — •  Das  k.  Pr.  von  der  Form 
[FTF-ftß]  71  f.,  seine  Kollineationsfak- 
toren sind  vertauschbar,  seine  Stabfak- 
toren nur  mit  Zeichenwechsel  71.  —  Das 
k.  Pr.  der  Stab-Stab-Abbildungen  dreier 
Kollineationen  7  5  f.,  Vertauschbarkeit 
seiner  Faktoren  76.  —  Das  k.  Pr.  von 
der  Form  \UVW'Stam]  75 f.  —  Das 
k.  Pr.  der  Punkt -Stab -Abbildungen  r 
und  s  zweier  Reziprozitäten  149 ff.,  Ver- 
tauschbarkeit seiner  Faktoren  151,  seine 
Darstellung  durch  einen  extensiven  Bruch 
160  f.  —  Das  k.  Pr.  von  der  Form 
\yz-r8]  149 ff.,  seine  Reziprozitätsfak- 
toren sind  vertauschbar  150,  seine  Punkt- 
faktoren nur  mit  Zeichenwechsel  149  f  — 
Das.  k.  Pr.  der  Punkt-Stab-Abbildungen 
r,  «,  t  dreier  Reziprozitäten  162  f,  Ver- 
tauschbarkeit seiner  Faktoren  163.  — 
Das  k.  Pr.  von  der  Form  [xyz-rst] 
152  f.  —  Das  k.  Pr.  der  Stab-Punkt- Ab- 
bildungen R  und  S  zweier  Reziprozi- 
täten 154  ff.,  Vertauschbarkeit  seiner  Fak- 
toren 165  f,  seine  Darstellung  durch  einen 
extensiven    Bruch    165  f.  —  Das  k.   Pr. 


von  der  Form  [VW ■  RS]  166,  seine 
Reziprozitätsfaktoren  sind  vertauschbar, 
seine  Stabfaktoren  nur  mit  Zeichenwech- 
sel 155.  —  Das  k.  Pr.  der  Stab-Punkt- 
Abbildungen  jR,  S,  T  dreier  Reziprozi- 
täten 159  f.,  Vertauschbarkeit  seiner  Fak- 
toren 160,  —  Das  k.  Pr.  von  der  Form 
[UrW-RST]  159f.  —  Das  k.  Pr. 
zweier  Polarsysteme  zweiter  Ordnung: 
Ein  Polarsystem  zweiter  Klasse  348  f.  — 
Das  k.  Pr.  zweier  Polarsysteme  zweiter 
Klasse:  Ein  Polarsystem  zweiter  Ord- 
nung 359  f.  —  Das  k.  Pr.  zweier  zwei- 
fach entartenden  Polarsysteme  zweiter 
Ordnung,  insbesondere  sein  Verschwin- 
den 312  f. 

Kombinatorisches  Quadrat  einer 
Punkt-Punkt-Kollineation  60 f.,  es  stellt 
die  adjungierte  Kollineation  dar  60 f.  — 
Das  k.  Qu.  einer  Stab -Stab -Kollineation 
72,  es  stellt  die  adjungierte  Kollineation 
dar  72.  —  Das  k.  Qu.  einer  Punkt-Stab- 
Reziprozität  152,  einer  Stab-Punkt-Rezi- 
prozität 156,  es  stellt  in  beiden  Fällen 
die  adjungierte  Reziprozität  dar  152,  156. 

Konjugierte  Geraden  hinsichtlich  eines 
Polarsystems  200  f.  —  K.  Hyperbeln  290. 
—  K.  Punkte  hinsichtlich  eines  Polar- 
systems 191.  —  K.  Durchmesser  einer 
Kurve  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse 
267  ff.,  insbesondere  269,  zueinander  senk- 
rechte k.  Durchmesser  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  und  zweiter  Klasse  267.  — 
Gleichung  einer  Kurve  zweiter  Ordnung 
in  bezug  auf  2  k.  Durchmesser  266 ff., 
insbesondere  269. 

Kreispunktpaar  Vorrede  IV. 

Kubische  Determinante,  ihre  Bezie- 
hung zu  dem  kombinatorischen  Produkt 
der  Punkt  -  Punkt  -  Abbildungen  dreier 
Kollineationen  63. 

Kurve  zweiter  Klasse,  ihr  kollineares 
Bild,  7 3 f.,  ihr  reziprokes  Bild  145.  — 
Die  Tangenten  von  einem  Punkte  an  eine 
K.  2.  Kl.  gezogen  195ff.,  259 ff.,  Bedin- 
gung ihrer  Reellität  259  ff.  —  Diskrimi- 
nante  der  quadratischen  Gleichung  für 
die  Parameter  der  beiden  Tangenten, 
die  sich  von  einem  Punkte  an  eine  K. 
2.  Kl.  legen  lassen,  260  ff.  —  Kriterium 
dafür,  ob  ein  Punkt  außerhalb,  auf  oder 
innerhalb  einer  K.  2.  Kl.  liegt,  260 ff. 

Kurve  zweiter  Ordnung,  ihr  kolline- 
ares Bild,  73 f.,  ihr  reziprokes  Bild  167.  — 
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Die  Schnittpunkte  einer  K.  2.  0.  mit 
einer  Geraden  184  ff.,  251  ff.,  Bedingung 
ihrer  Reellität  251  ff.  —  Diskriminante 
der  quadratischen  Gleichung  für  die  Pa- 
rameter der  beiden  Schnittpunkte  einer 
K.  2.  0.  mit  einer  Geraden  251  f.  —  Die 
Schnittpunkte  einer  K.  2.  0.  mit  der  un- 
endlich fernen  Geraden  253.  —  Kriterium 
dafür,  ob  ein  Punkt  außerhalb,  auf  oder 
innerhalb  einer  nicht  zerfallenden  K. 
2.  0.  liegt,  262  f 

Länge  des  Einheitsstabes  26f ,  ihr  Vor- 
zeichen 27,  die  Beziehung  dieses  Vor- 
zeichens zu  demjenigen  der  Masse  des 
Einheitspunktes  27.  —  L.  eines  beliebi- 
gen Stabes  und  ihr  Zusammenhang  mit 
den  Dreieckskoordinaten  des  Stabes,  der 
Masse  des  Einheitspunktes  und  dem  Ab- 
stände zwischen  dem  Stabe  und  dem 
Einheitspunkte  2  7  f.  —  Längen  der  Seiten 
des  Fundamentaldreiecks  8,  ihre  Be- 
zeichnung 8,  ihr  Vorzeichen  8. 

Längenfaktor  der  imaginären  Halbachse 
einer  Hyperbel  290.  —  Längenfaktoren 
der  imaginären  Halbachsen  einer  ima- 
ginären Ellipse  291. 

Längen  zahl  eines  Stabes  15. 

Linienkoordinaten  15,  ihre  geometri- 
sche Deutung  15,  18  ff.,  ihre  mechanische 
Deutung  2  2  ff. 

Linienpaar  als  Polkurve  eines  einfach 
entartenden  Polarsystems  zweiter  Ord- 
nung 208  ff.  —  Kriterium  dafür,  ob  ein 
L.  aus  2  verschiedenen  reellen  oder  aus 
2  konjugiert  komplexen  Geraden  besteht, 
257  ff.  —  Wann  haben  2  L.  denselben 
Träger?  231  f.  —  Die  auf  ein  Polardrei- 
eck bezogene  Gleichung  eines  L.  238  f, 
wann  stellt  die  Gleichung  ein  reelles, 
wann  ein  konjugiert  komplexes  L.  dar? 
239.  —  Neue  Gleichungsform  eines  L. 
242 ff.  —  Gleichung  eines  L.  in  Carte- 
8  i  sehen  Koordinaten  bezogen  auf  2  kon- 
jugierte Durchmesser  269  f,  —  Das  Polar- 
system desjenigen  imaginären  L. ,  das 
einer  rechtwinkligen  Projektivität  zuge- 
hört, 285.  —  Die  3  L.,  die  einem  Kegel- 
schnittbüschel mit  drei  reellen  ein  Dreieck 
bildenden  Hauptpunkten  enthalten  sind, 
301  ff.,  Darstellung  ihrer  Polarsysteme 
durch  3  Brüche  mit  je  einem  verschwin- 
denden Zähler  305,  lineare  Beziehung 
zwischen  diesen  3  Brüchen  305,  des- 
gleichen zwischen  den  zugehörigen  qua- 


dratischen Formen  305  f.  —  Darstellung 
der  quadratischen  Formen  der  3  L.  in 
Punktkoordinaten  306.  —  Darstellung 
der  einzelnen  Geraden  der  3  L.  durch 
lineare  Gleichungen  in  Punktkoordinaten 

306  f.  —  Ausdrücke  für  6  Stäbe  aus  den 
Geraden  der  3  L,  307  f.  —  Die  Doppel- 
punkte der  3.  L.  eines  Kegelschnitt- 
büschels sind  seine  3  Hauptpunkte,  das 
heißt  die  Ecken  des  gemeinsamen  Polar- 
dreiecks des  Büschels,  296f ,  301,  307f.  — 
Die  Linien  eines  jeden  L.  eines  Kegel- 
schnittbüschels werden  durch  die  von 
seinem  Doppelpunkte  ausgehenden  Seiten 
dieses  Polardreiecks  harmonisch  getrennt 

307  f.  —  Die  Gleichung  des  Tangenten- 
paars, das  sich  von  einem  Punkte  an 
eine  Kurve  zweiter  Ordnung  legen  läßt, 
357  f. 

Massen  der  Grundpunkte  des  Fundamen- 
taldreiecks 1,  als  reell  vorausgesetzt  1, 
ihr  Vorzeichen  in  den  7  Räumen,  die 
durch  die  Seiten  des  Fundamentaldrei- 
ecks bestimmt  werden,  2  ff.  —  Masse  des 
Einheitspunktes  2.  —  M.  eines  Punktes  x 
dargestellt  durch  seine  Dreieckskoordi- 
naten und  die  M.  der  3  Grundpunkte 
7 f.,  dargestellt  als  äußeres  Produkt  des 
Punktes  x  und  der  Feldeinheit  8,  ihr 
Zusammenhang  mit  den  Dreieckskoordi- 
naten des  Punktes,  der  Länge  des  Ein- 
heitsstabes und  dem  Abstände  zwischen 
dem  Punkte  und  dem  Einheitsstabe  28. 

Mittelpunkt (Kollineationszentrum)  einer 
Perspektiven  Kollineation  97  ff.  —  Liegt 
der  M.  im  Unendlichen,  so  wird  die 
Perspektive  Kollineation  zur  Perspektiven 
Affinität  101.  —  M.  eines  Polarsystems 
254,  265,  278,  280 f.,  288,  er  halbiert 
jede  durch  ihn  hindurchgehende  Sehne 
der  Polkurve  266,  278,  er  ist  von  je 
2  parallelen  Tangenten  der  Polarkurve 
gleichweit  entfernt  266,  279  f.  —  M.  der 
Polkurve  eines  Polarsystems  265.  —  M. 
der  Polarkurve  eines  Polarsystems  265. 

Mittelpunkts  eigen  Schäften  einer  Kur- 
ve zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse. 
278  ff. 

Mittelpunktsgeraden  einer  Perspek- 
tiven Kollineation  99.  —  Die  Mittel- 
punktsgerade einer  Kegelschnittschar 
382  f. 

Mittelpunktsgleichung  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  265  f.,  281  ff.  —  M.  einer 
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Kurve  zweiter  Klasse  265  f.  —  Ersetzung 
der  Punktgleichung  einer  Kurve  2.  Ord- 
nung durch  eine  Streckengleichung  281  ff. 

Mittelpunktske  gel  schnitt  eines  Kegel- 
schnittbüschels 380  f. 

Mittelpunkts  träger  deslaufenden  Punk- 
tes einer  KuiTe  zweiter  Ordnung  282  ff. 

Normal  form  des  extensiven  Bruches  einer 
Punkt-Punkt-KoUineation  mit  3  unglei- 
chen reellen  Hauptzahlen  87  f.  —  N.  des 
extensiven  Bruches  einer  Punkt-Punkt- 
KoUineation  mit  2  gleichen  Hauptzahlen 
96.  —  N.  des  extensiven  Bruches  einer 
Punkt-Punkt-KoUineation  mit  3  gleichen 
Hauptzahlen  107. 

N  u  1 1 1  i  n  i  e  eines  einfach  entartenden  Polar- 
SYStems  zweiter  Klasse  221  f.  —  Nulllinien 
eines  zweifach  entartenden  Polarsystems 
zweiter  Klasse:  Sie  bilden  ein  Strahl- 
büschel 227,  sein  Scheitel  stellt  doppelt- 
zählend die  Polarkurve  des  Polarsystems 
dar  227  ff. 

Nullpunkt  eines  einfach  entartenden  Polar- 
systems zweiter  Ordnung  207.  —  Null- 
punkte eines  zweifach  entartenden  Polar- 
systems zweiter  Ordnung :  Sie  bilden  eine 
Punktreihe  2 1 4  f. ,  ihr  Träger  stellt  doppelt- 
zählend die  Polkurve  des  Polarsystems 
dar  215  ff. 

Parabel  253.  —  Die  Gleichung  einer  P. 
in  bezug  auf  einen  Durchmesser  und 
seine  Scheiteltangente  275  ff. 

Parameter  einer  Parabel  277f.  —  P.  einer 
Parabel  für  einen  ihrer  Durchmesser 
276  f. 

Perspektive  Ähnlichkeit  103ff.,  ihr 
Ähnlichkeitspunkt  103,  ihre  Charakteri- 
stik 103  f.,  die  Beziehung  der  Charakte- 
ristik zum  Vergi'ößerungsverhältnis  104. 
—  P.  Ä.  mit  der  Charakteristik  —  1 : 
Spiegelung  an  einem  Punkte  104. 

Perspektive  Affinität  101  ff'.,  ihr  Mittel- 
punkt liegt  im  Unendlichen  101 ,  ihre 
Fluchtlinie  ebenfalls  101,  ihre  Spurlinie 
(Affinitätsachse)  101  ff.,  ihre  Affinitäts- 
richtung 101  f.,  ihre  Charakteristik  102, 
geometrische  Deutung  der  Charakteristik 
102.  —  P.  A.  mit  der  Charakteristik  —  1 : 
Schiefe  und  senkrechte  Spiegelung  an 
einer  Geraden  103. 

Perspektive  Dreiecke  178,ihrePer8pek- 
tivitätsachse  178,  ihr  Perspektivitätszen- 
trum  179.  —  Das  Nennerdreieck  eines 
Polarsystema  ist  zu  seinem  Zählerdrei- 


eck perspektiv  176  ff.,  zugleich  ist  das  Per- 
spektivitätszentrum  der  Pol  der  Perspek- 
tivitätsachse  178ff. ,  Verallgemeinerung 
auf  irgend  2  einander  in  einem  Polar- 
system entsprechende  Dreiecke  179  f. 

Perspektive  Kollineation  'JGff.,  ihr 
Mittelpunkt  (KoUineationszentrum)  97 ff., 
ihre  Mittelpunktsgeraden  99,  ihre  Flucht- 
linie 98 ff.,  ihre  Spurlinie  (Kollineations- 
achse)  97  ff.,  das  Verhältnis  ihrer  beiden 
Hauptzahlen  97,  es  heißt  die  Charakte- 
ristik der  p.  K.,  98  ff.  —  Deutung  der 
Charakteristik  der  p.K.  als  Doppelverhält- 
nis 97 f.  —  Eine  p.  K.  mit  der  Charak- 
teristik —  1  ist  involutorisch :  Spiege- 
lung am  Mittelpunkt  und  der  Spurlinie 
100 f.,  Lage  ihrer  Fluchtlinie  101.  — 
Eine  p.  K.  mit  unendlich  fernem  Mittel- 
punkt heißt  p.  Affinität  101.  —  Eine 
p.  K.  mit  unendlich  ferner  Spurlinie 
heißt  p.  Ähnlichkeit  103. 

Perspektivitätsachse  zweier  Perspek- 
tiven Dreiecke  178. 

Perspektivitätszentrum  zweier  Per- 
spektiven Dreiecke  179. 

Pol  einer  Geraden  in  bezug  auf  ein  Drei- 
eck siehe  Harmonikaipunkt.  —  P.  einer 
Geraden  in  einem  Polarsystem  172.  — 
Der  P.  einer  Tangente  der  Polarkurve  eines 
Polarsysystems  ist  der  Berührungspunkt 
dieser  Tangente  199 f. 

Polardreieck  eines  Polarsystems  184.  — 
Bei  einer  reellen  nicht  zerfallenden  Kurve 
zweiter  Ordnung  liegt  von  einem  jeden 
P.  eine  Ecke  innerhalb,  die  beiden  an- 
dern außerhalb  der  Kurve  262  f.  —  Die 
auf  ein  P.  als  Fundamentaldreieck  be- 
zogene Gleichung  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  237  f.  —  Die  auf  ein  P.  be- 
zogene Gleichung  eines  Linienpaars 
238  f. 

Polare  eines  Punktes  in  bezug  auf  ein 
Dreieck  siehe  Harmonikale.  —  P.  eines 
Punktes  in  einem  Polarsystem  172.  — 
Konstruktion  der  P.  t/p  eines  Punktes  y 
hinsichtlich  eines  Polarsystems  p  mit- 
telst eines  vollständigen  Vierecks  189, 
als  Berührungssekante  für  den  Fall,  wo 
sich  vom  Punkte  y  zwei  reelle  Tangen- 
ten an  die  Polkurve  des  Polarsystems 
legen  lassen,  189.  —  Die  P.  eines  Punk- 
tes y  der  Polkurve  eines  Polarsystems 
ist  die  Tangente  der  Polkurve  im  Punkte 
y  190.  —  Die  P.  eines  Polkegelschnitta 
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hinsichtlich  des  zugehörigen  Kegelschnitt- 
büschels 371. 

Polarkegelschnitt  eines  Punktes  hin- 
sichtlich einer  Kegelschnittschar  384  ff. , 
seine  Gleichung  384,  386.  —  Konstruk- 
tion einzelner  Hüllgeraden  des  Polar- 
kegelschnitts 387  ff.  —  Pol  eines  Polar- 
kegelschnitts hinsichtlich  der  zugehörigen 
Kegelschnittschar  386.  —  Zerfallende  P. 
einer  Kegelschnittschar  391  ff. 

Polarkurve  eines  Polarsystems  195ff., 
Begriff  195,  sie  ist  eine  Kurve  zweiter 
Klasse  195  ff.  —  Gleichung  der  P.  eines 
Polarsystems  195.  —  Tangenten  von 
einem  Punkte  an  die  P.  eines  Polar- 
systems gezogen  195  ff.  —  Die  Lage  der 
Polare  und  ihres  Pols  gegen  die  P.  des 
zugehörigen  Polarsystems :  Harmonisches 
198  ff.  —  Zusammenhang  zwischen  Pol- 
kurve und  P.   eines  Polarsystems  203 f.. 

Polarreziprozität  172. 

Polarsystem  170ff.,  172.  —  Wann  ist 
eine  Reziprozität  ein  P.?  170 ff.,  181  ff., 
184.  —  Das  P.  ist  eine  involutorische 
Reziprozität  172,  192.  —  Erste  Grund- 
eigenschaft des  P.  170ff.,  174f.  —  Zweite 
Grundeigenschaft  des  P.  175  f.  —  Dritte 
Grundeigenschaft  des  P.  176  ff.  —  Erste 
Grundgleichung  des  P.  175  f.  insbeson- 
dere 176.  —  Zweite  Grundgleichung  des 
des  P.  194,  ihre  Ableitung  aus  der  ersten 
Grundgleichung  ohne  Zurückgehen  auf 
die  Ableitzahlen  194  f.  —  P.  zweiter  Ord- 
nung 186,  P.  zweiter  Klasse  197.  — 
Eigentliches  und  uneigentliches  P.  zweiter 
Ordnung  186,  zweiter  Klasse  197.  — 
Konjugierte  Punkte  hinsichtlich  eines  P. 
191.  —  Entartende  P.  205  ff.  —  Das  P. 
einer  elliptischen  Strahlinvolution  239 f., 
einer  hyperbolischen  Strahlinvolution 
243,  einer  elliptischen  Punktinvolution 
247 f.,  einer  hyperbolischen  Punktinvo- 
lution 249  f.  —  Hauptachsen  eines  P. 
267.  —  Das  P.  einer  reellen  Ellipse  mit 
den  Halbachsen  o  und  b  290,  einer  ima- 
ginären Ellipse  mit  den  Halbachsen  ia 
und  ib  291.  —  Das  P.  einer  Hyperbel 
mit  den  Halbachsen  a  und  ib  290,  einer 
Hyperbel  mit  den  Halbachsen  io  und  b 
291.  —  Das  P.  einer  imaginären  Ellipse 
mit  den  Halbachsen  i  a  und  i  b  als  Folge- 
produkt des  P.  der  zugehörigen  reellen 
Ellipse  und  einer  Spiegelung  an  deren 
Mittelpunkt    291  f.   —   Jede  Vielfachen- 


summe von  P.  zweiter  Ordnung  ist  wieder 
ein  P.  zweiter  Ordnung  293 f.  —  Büschel 
von  P.  294  ff. 

Polkegelschnitt  einer  Geraden  hinsicht- 
lich eines  Kegelschnittbüschels  370  ff., 
seine  Gleichung  370,  372.  —  Konstruk- 
tion einzelner  Punkte  des  P.  372  ff.  — 
Polare  eines  P.  hinsichtlich  des  zuge- 
hörigen Kegelschnittbüschels  871.  —  Zer- 
fallende P.  eines  Kegelschnittbüschels 
375  ff. 

Polkurve  eines  Polarsystems  184ff.,  Be- 
griff 184,  sie  ist  eine  Kurve  zweiter  Ord- 
nung 184  ff.  —  Gleichung  der  P.  eines 
Polarsystems  184  ff.  —  Schnittpunkte  der 
P.  eines  Polarsystems  mit  einer  Geraden 
184  ff.  —  Die  Lage  des  Pols  und  seiner 
Polare  gegen  die  Polkurve  des  zugehöri- 
gen Polarsystems :  Harmonisches  186  ff.  — 
Zusammenhang  zwischen  P.  und  Polar- 
kurve eines  Polarsystems  203  f.  —  Die 
P.  eines  einfach  entartenden  Polarsystems 
zweiter  Ordnung:  Linienpaar,  dessen 
Doppelpunkt  der  Nullpunkt  des  Polar- 
systems ist,  207 ff. ,  reelles  Linienpaar 
242  ff. 

Potenzwert  der  Punkt-Punkt- Abbildung 
einer  Kollineation  63  f.,  sein  Verschwin- 
den: Entartende  Punkt-Punkt  -  Kollinea- 
tion 64  ff.  -  P.  der  Stab-Stab- Abbildung 
einer  Kollineation  76  f.,  sein  Verschwin- 
den: Entartende  Stab-Stab-KoUineation 
77  f.  — P.  derPunkt-Stab-Abbildung  einer 
einer  Reziprozität  153  f.,  sein  Verschwin- 
den: Entartende  Punkt-Stab-Reziprozität 
154.  —  P.  der  Stab-Punkt- Abbildung 
einer  Reziprozität  160,  sein  Verschwin- 
den: Entartende  Stab-Punkt-Reziprozität 
161. 

Punktinvolution,  die  ein  Polarsystem 
zweiter  Ordnung  auf  einer  Geraden  her- 
vorruft, 191  ff.,  analytische  Darstellung 
dieser  P.  192  f.,  Gleichung  ihrer  Doppel- 
punkte 193.  —  P. ,  die  ein  Polarsystem 
zweiter  Klasse  auf  einer  Geraden  hervor- 
ruft, 203.  —  P.,  die  ein  einfach  entarten- 
des Polarsystem  zweiter  Klasse  auf  seiner 
Nulllinie  hervorruft,  225,  sie  hat  das 
Punktpaar  der  Polarkurve  des  Polar- 
systems zu  Doppelpunkten  226.  —  Das 
Polarsystem  einer  elliptischen  P.  247 f., 
einer  hyperbolischen  P.  249  f.  —  Die  P., 
die  ein  Kegelschnittbüschel  auf  einer  Ge- 
raden hervorruft,  350  ff.  —  Die  3  Punkt- 
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paare,  in  denen  die  3  Paare  Gegenseiten 
eines  vollständigen  Vierecks  von  einer 
Geraden  geschnitten  -werden,  sind  3  Paare 
einer  P.  353  f. 
Punktpaar  als  Polar  kurve  eines  einfach 
entartenden  Polarsystems  zweiter  Klasse 
223 ff.  —  Kriterium  dafür,  ob  ein  Punkt- 
paar aus   2  getrennten  reellen  oder  aus 

2  konjugiert  komplexen  Punkten  besteht, 
263  f.  —  Wann  haben  2  P.  denselben 
Träger?  231  ff.  —  Die  auf  ein  Poldrei- 
seit  bezogene  Gleichung  eines  P.  246  f., 
■wann  ist  das  P.  reell,  wann  konjugiert 
komplex?  246 f.,  neue  Gleichungsform 
eines  P.  249  f.  —  Gleichung  eines  P.  in 
Hesseschen  Linienkoordinaten  bezogen 
auf  zwei  konjugierte  Durchmesser  269  f.  — 
Die  3  P.,  die  in  einer  Kegelschnittschar 
mit  3  reellen  Hauptgeraden  enthalten 
sind,  332  ff. ,  Darstellung  ihrer  Polar- 
systeme durch  3  Brüche  mit  je  einem 
verschwindenden  Zähler  338 f.,  lineare 
Beziehung  zwischen  diesen  3  Brüchen 
334,  desgleichen  zwischen  den  zugehörigen 
quadratischen  Formen  334.  —  Dai'stel- 
lung    der    quadratischen    Formen  jener 

3  P.  in  Linienkoordinaten  334  f.  —  Dar- 
stellung der  einzelnen  Punkte  der  3  P. 
durch  lineare  Gleichungen  in  Linien- 
koordinaten 335.  —  Ausdrücke  für  die 
6  Punkte  der  3  Punktpaare  335  f.  —  Die 
Träger  der  3  P.  einer  Kegelschnittschar 
sind  seine  3  Hauptgeraden,  das  heißt  die 
Seiten  des  gemeinsamen  Poldreiseits  der 
Schar,  328 f.,  332,  336.  —  Die  Punkte 
eines  jeden  P.  einer  Kegelschnittschar 
werden  durch  die  auf  seinem  Träger 
liegenden  Ecken  dieses  Poldreiseits  har- 
monisch getrennt  336.  —  Die  Gleichung 
eines  P.,  das  durch  eine  Gerade  aus  einer 
Kurve  zweiter  Ordnung  ausgeschnitten 
wird,  345  f. 

Punktreihe,  ihr  kollineares  Bild  54,  ihr 
reziprokes  Bild  145. 

Punktwurf,  sein  kollineares  Bild  53f., 
sein  reziprokes  Bild  145. 

Quadratische  Abbildung  379. 

Rechtwinklige  Projektivität 284f.  — 
Das  Polarsystem  desjenigen  imaginären 
Linienpaars,  das  einer  r.  Pr.  zugehört, 
285. 

Reziprozität  143ff.  —  Fundamentalsatz 
der  R.  145  f.  —  Dualistisches  zum  Fun- 
damentalsatz der  R.  157  f.  —  Allgemeine 


Eigenschaften  der  R.  143  ff.  —  Punkt- 
Stab-Abbildung  einer  R.  143ff. ,  ihre 
Grundeigenschaflen  144f. ,  157.  —  Der 
extensive  Bruch  für  die  Punkt-Stab-Ab- 
bildung einer  R.  143 f.  —  Wann  sind 
2  solche  Brüche  einander  gleich?  158.  — 
Invarianz  des  Doppelverhältnisses  bei  re- 
ziproker Abbildung  145.  —  Stab-Punkt- 
Abbildung  einer  R.  146,  154.  —  Der  ex- 
tensive Bruch  für  die  Stab  -  Punkt  -  Ab- 
bildung einer  R.  146,  154  f.  —  Wann  sind 
2  solche  Brüche  einander  gleich?  158.  — 
Die  zu  der  Punkt-Stab-Abbildung  einer 
R.  adjungierte  Stab -Punkt -Abbildung 
146  ff.  —  Die  inverse  Abbildung  einer 
R.  162  ff.  —  Wann  stimmen  die  Rezi- 
prozitäten *•  und  -T=-  bis  auf  einen  Zahl- 
et 

faktor  miteinander  überein?  165f.,  170f., 

wann  dieR.  M  und  —  ?  166  ff.  —  Flucht- 
r 

punkt  einer  R.  168  f.  —  Verschwindungs- 

punkt  einer  R.  168  f.  —  Wann  ist  eine 

R.  ein  Polarsystem?  170ff.,  181  ff.,  184. 

—  Das  Polarsystem  ist  eine  involutorische 

R.  172,  192. 

Ruhen  123.  —  Ein  Viereck  ruht  auf  einem 
anderen  Viereck  123. 

Schar  von  Polarsystemen  327 ff.  —  Seh. 
von  Kurven  zweiter  Klasse  327  ff. ,  ihre 
Grundkurven  328 ,  ihre  Grundgeraden 
328 ff.,  ihre  Hauptgeraden  328 ff.,  ihre 
Hauptzahlen  328  ff.,  ihre  Hauptgleichung 
329  f. 

Scheitel  einer  Parabel  277.  —  Seh.  eines 
Parabeldurchmessers  275. 

Scheiteltangente  einer  Parabel  277.  — 
Seh.  eines  Parabeldurchmessers  275. 

Sechseckseigenschaft  zweier  Kollinea- 
tionen  I  und  I,  die  der  Gleichung 
[fll]  =  0  Genüge  leisten,  128f.  —  S. 
dreier  KoUineationen  f,  I,  m,  die  der 
Gleichung  [tlm]  =  0  Genüge  leisten, 
139  f. 

Seitenstäbe  des  Fundamentaldreiecks  4 f. 

Spiegelung,  schiefe  und  senkrechte,  an 
einer  Geraden  103.  —  Sp.  an  einem 
Punkte  104.  —  Sp.  an  einem  Punkte  und 
an  einer  Geraden  100  f. 

Spurlinie  (Kollineationsachse)  einer  Per- 
spektiven KoUineation  97  ff.  —  Sp.  (Af- 
finitätsachse) einer  Perspektiven  Affini- 
tät 101  ff.  —  Sp.  einer  zentrischen  Schie- 
bung 108  f. 
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Stab,  von  der  Länge  1,  welcher  einem 
Stabe  U  zugehört,  15,  seine  Bezeichnung 
15,  sein  Sinn  15. 

Stabkoordinaten  15,  ihre  geometrische 
Deutung  15,  18ff. ,  ihre  mechanische 
Deutung  22  ff. 

Steinersche  Abbildung  in  bezug  auf 
ein  Kegelschnittbüschel  377  ff.,  sie  ist  in- 
volutorisch  378,  sie  ist  eineindeutig  378  f., 
sie  hat  die  Grundpunkte  des  zugehörigen 
Kegelschnittbüschels  zu  Doppelpunkten 
379,  sie  ist  eine  quadratische  Abbildung 
379,  sie  weist  den  Geraden  eines  Strahl- 
büschels die  Kurven  eines  Kegelschnitt- 
büschels zu  379 f.,  die  Grundpunkte  dieses 
Kegelschnittbüschels  380.  —  Die  Funda- 
mentalpunkte der  St.  A.  in  bezug  auf 
ein  Kegelschnittbüschel  380,  das  Grund- 
büschel dieser  A.  379.  —  Die  St.  A.  in 
bezug  auf  eine  Kegelschnittschar  393  ff., 
sie  ist  involutorisch  393,  sie  ist  eineindeu- 
tig 393  f.,  sie  hat  die  Grundgeraden  der 
zugehörigen  Kegelschnittschar  zu  Doppel- 
linien 394,  sie  ist  eine  quadratische  Ab- 
bildung 394,  sie  weist  den  Punkten 
einer  Punktreihe  die  Kurven  einer  Kegel- 
schnittschar zu  394  f.,  die  Grundgeradeh 
dieser  Kegelschnittschar  394  f.  —  Die 
Fundamentalgeraden  der  St.  A.  in  bezug 
auf  eine  Kegelschnittschar  395,  die  Grund- 
schar dieser  Abbildung  394  f. 

Strahlbüschel,  sein  kollineares  Bild  73, 
sein  reziprokes  Bild  157. 

Strahlbüschelschiebung  um  einen 
Punkt  109 ff.,  ihr  Zielstrahl  111. 

Strahlinvolution,  die  ein  Polarsystem 
zweiter  Ordnung  in  einem  Punkte  her- 
vorruft, 193.  —  Die  Str ,  die  ein  Polar- 
system zweiter  Klasse  in  einem  Punkte 
hervorruft,  201  ff.,  analytische  Darstellung 
dieser  Str.  202,  Gleichung  ihrer  Doppel- 
strahlen 202 f.  —  Die  Str.,  die  ein  ein- 
fach entartendes  Polarsystem  zweiter 
Klasse  in  den  Punkten  seiner  Ebene  her- 
vorruft, 225.  —  Die  Str.,  die  ein  einfach 
entartendes  Polarsystem  zweiter  Ordnung 
in  seinem  Nullpunkte  hervorruft,  211  f., 
sie  hat  das  Linienpaar  der  Polkurve  des 
Polarsystems  zu  Doppelstrahlen  211.  — 
Das  Polarsystem  einer  elliptischen  Str. 
239 f,  einen  hyperbolischen  Str.  243.  — 
Die  Str.,  die  eine  Kegelschnittschar  in 
einem  Punkte  hervorruft,  361  ff.  —  Die 
3  Strahlpaare,  durch  welche  die  3  Paare 


Gegenecken  eines  vollständigen  Vierseits 

von  einem  Punkte  aus  projiziert  werden, 

sind  3  Paare  einer  Str.  364. 
Strahlwurf,  sein  kollineares  Bild  73,  sein 

reziprokes  Bild  157. 
Streckengleichung  einer  Kurve  zweiter 

Ordnung  bezogen  auf  deren  Mittelpunkt 

281  ff. 
Stützen   122f.  —  Ein  Viereck  stützt  em 

anderes  Viereck  123. 
Tangenten   von  einem  Punkte  an  eine 

Kurve    zweiter   Klasse    gezogen    195  ff., 

269 ff.,  Bedingung  ihrer  Reellität  259 ff. 

—  Die  Gleichung  des  Tangentenpaars, 
das  sich  von  einem  Punkte  an  eine  Kurve 
zweiter  Ordnung  legen  läßt,  357  f. 

Tangentialdreieck  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  oder  zweiter  Klasse  242.  —  Die 
auf  ein  T.  bezogene  Gleichung  einer 
Kurve  zweiter  Ordnung  und  zweiter  Klasse 
241  f.,  248 f. 

Umkehrbare  Kollineation  =  nicht 
entartende  Kollineation  7 9  f. 

Umkehrbarkeit  einer  Kollineation,  Be- 
dingung der,  79  f.  —  Bedingung  der  U. 
einer  Reziprozität  162  f. 

Uneigentliche  Punkt-Punkt-KoUineation 
69.  —  U.  Stab-Stab-KoUineation  78.  — 
U.  Polarsystem  zweiter  Ordnung  218  f., 
220,  230,  zweiter  Klasse  218,  230,  231. 

Unendlich  ferne  Gerade  6,  ihre  Be- 
ziehung zur  Feldeinheit  6.  —  Die  Schnitt- 
punkte einer  Kurve  zweiter  Ordnung  mit 
der  u.  f.  G.  253. 

Unterbruch  105. 

Vereintliegen  von  Punkt  und  Stab  56f., 
wird  durch  koUineare  Abbildung  nicht 
geändert  5 6  f.,  auch  nicht  durch  reziproke 
Abbildung  148  f. 

Verschwindungslinie  einer  Kollinea- 
tion 84. 

Verschwindungspunkt  einer  Reziprozi- 
tät 168  f. 

Viereck,  ein,    stützt  ein  anderes  V.  123. 

—  Ein  Viereck  ruht  auf  einem  anderen 
V.  123. 

Viereckseigenschaft  einer  Kollineation 
in  eingeschriebener  Dreieckslage  120  ff. 

—  V.  einer  Kollineation  in  umschriebener 
Dreieckslage  126  f.  —  V.  zweier  KoUi- 
neationen  f  und  I,  die  der  Gleichung 
[fllj  Genüge  leisten,  137  ff.  —  V.  dreier 
Kollineationen  I,  I,  itt,  die  der  Gleichung 
[fltn]==0  Genüge  leisten,  141  f. 
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Vollständiges  Viereck,  harmonische 
Punktwürfe  auf  seinen  3  Nebenseiten 
37  ff.,  auf  seinen  6  Hauptseiten  39  f.,  über 
ein  ihm  eingeschriebenes  v.  Vierseit  40  ff., 
über  ein  ihm  verkehrt  eingeschriebenes 
V.  Vierseit  117  ff.  —  Die  3  Punktpaare, 
in  denen  die  3  Paare  Gegenseiten  eines 
V.  V.  von  einer  Geraden  geschnitten 
werden,  stehen  in  Involution  353  f.  —  Die 
3  Nebenecken  und  die  6  Seitenmitten 
eines  v.  V.  liegen  auf  einer  und  dersel- 
ben Kurve  zweiter  Ordnung  381. 

Vollständiges  Vierseit,  harmonische 
Strahlwürfe  in  seinen  3  Nebenecken  42  ff., 
in  seinen  6  Hauptecken  44 f.,  über  ein 
ihm  umschriebenes  vollständiges  Vier- 
eck 45 f.  —  Die  3  Strahlpaare,  durch 
welche  die  3  Paare  Gegenecken  eines  v. 
V.  von  einemPunkteausprojiziertwerden, 
stehen  in  Involution  364.  —  Die  Mitten 
der  3  Punktpaare,  welche  durch  die 
3  Paare  Gegenecken  eines  v.  V.  gebil- 
det werden,  liegen  in  einer  Geraden  383. 

Wurfkoordinateneines Punktes  11,  einer 
Geraden  21. 

Zahlbeziehung  205,  214,  221,  226f. 

Zentrische  Schiebung  in  der  Ebene 
1 08  f. ,  ihr  Zielpunkt  1 08  f ,  ihre  Zielgeraden 
108,  ihre  Spurlinie  108  f.  —  Die  Spur- 
linie einer  z.  Seh.  in  der  Ebene  liegt  im 
Unendlichen:  Gewöhnliche  Schiebung  in 


der  Ebene  109.  —  Z.  Seh.  in  der  Ge- 
raden 106, 109  ff.,  ihr  Zielpunkt  105, 110  f. 

Zerfallen  der  Polknrve  eines  einfach  ent- 
artenden Polarsystems  zweiter  Ordnung 
208  ff.  —  Z.  der  Polarkurve  eines  ein- 
fach entartenden  Polarsystems  zweiter 
Klasse  223  ff. 

Zerfallende  Polkegelschnitte  eines  Kegel- 
schnittbüschels 375  ff.  —  Z.  Polarkegel- 
schnitte   einer   Kegelschnittschar    391  ff. 

Zielelement  einer  zentrischen  Schiebung 
in  der  Geraden  und  einer  Strahlbüschel- 
schiebung 111. 

Zielgeraden  einer  zentrischen  Schiebung 
in  der  Ebene  108. 

Zielpunkt  einer  zentrischen  Schiebung 
in  der  Ebene  108  f.  —  Z.  einer  zentri- 
schen  Schiebung  in   der  Geraden  110  f. 

Zielstrahl  einer  Strahlbüschelschiebung 
111. 

Zurückleitungen  eines  Punktes  auf  die 
Ecken  des  Fundamentaldreiecks  unter 
Ausschluß  der  Gegenseiten  13,  die  zu 
diesen  Z.  ergänzenden  Z.  13  f.  —  Die  Z. 
eines  Punktes  auf  die  Seiten  des  Fun- 
damentaldreiecks unter  Ausschluß  der 
Gegenecken  13  f.  —  Die  Z.  eines  Stabes 
auf  die  Seiten  des  Fundamentaldreiecks 
unter  Ausschluß  der  Gegenecken  21  ff., 
ihre  Konstruktion  23,  24.  —  Die  zu  diesen 
Z.  ergänzenden  Z.  22,  ihre  Konstruktion  23. 
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Clebsch  115  ff.  (Erster  Satz  von  Gl.  und 
Gordan),  125  f  (Zweiter  Satz  von  Gl.  und 
Gordan),  303,  355,  378,  380. 

Desargues  177  (Satz  von  D.),  353  (Satz 
von  D.- Sturm). 

Descartes  32  ff.  (Cartesische  Punktkoordi- 
naten), 264  f. 

Dingeldey  9, 346,  347,  353, 355, 356, 358, 368. 

Engel  86. 

Fiedler,  W.,  98,  356. 

Gordan  115  ff.  (Erster  Satz  von  Clebsch  und 
G.),  1 25  f.  (Zweiter  Satz  von  Clebsch  und  G.). 

Graßmann,  H.,  der  Ältere,  3,  65,  206,  Vor- 
rede lU. 

Graßmann,  H.,  der  Jüngere,  86.' 

Graßmann,  M.,  Vorrede  IV. 

Gundelfinger  9,  346,  347,  363,  355,  368.  — 
Gundelfingersche  Klammersymbole  347, 
368. 


Heffiter  256,  310. 

Hesse  34  ff.  (Hessesche  Linienkoordiuaten), 

38,  264  ff. 
Hyde  3. 

Klein,  F.,  98,  Vorrede  IV. 
Köhler  256,  310. 
Kötter,  E.,  378. 
Kraus  38,  122,  130. 
Lecat  63. 
Leitzmann  63. 
Lindemann  117,  303,  380. 
Möbius  1. 
Monge  378. 
Müller,  E.,  21. 
Nöther  366. 
Pascal,  E.,  63. 
Pasch  114  f.  (Erster  Satz  von  P),  120,  124  f. 
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Poncelet  368  (Satz  von  P.),  378,  382  (Dua- 
listisches Gegenstück  zum  Satze  von  F.). 

Poudra  177,  353. 

Reye  122,  207. 

Salmon  355. 

Schröter  378. 

Scott  63. 

Staude  10,  11. 

von  Staudt,  Chr.,  11,  176  ff.,  180  ff.  (Erster 
und  zweiter  Satz  von  Chr.  v.  St.),  274, 
356  f.  (Dritter  und  vierter  Satz  von  Chr. 
V.  St.;  von  Staudtsche  Kurve  zweiter 
Klasse),  365  f.  (Fünfter  und  sechster  Satz 


von   Chr.  y.   St.;  von  Staudtsche  Kurve 

zweiter  Ordnung),  378. 
Steiner  377  ff.    (Steinersche   Abbildung  in 

bezug  auf  ein  Kegelschnittbüschel),  393  ff. 

(Steinersche  Abbildung  in  bezug  auf  eine 

Kegels  chnittschar) . 
Sturm,  Chr.,  353  (Satz  von  Desargues-St.). 
Sturm,  R.,  378. 
Wehrheim  111,  142. 
Weierstraß  378. 
Wiener,  Chr.,  361. 

Wiener,  H.,  101,  Vorrede  IV.  , 

Wolff  93. 
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Verbesserungen  zum  ersten  Bande. 

Zeile  12  von  oben  lies  „innerlich  oder  äußerlich"  statt  „äußerlich  oder  innerlich" 

,,  16  von  unten  lies  m  statt  mj. 

„  17  und   7  von  unten  ist  hinter  „Zeilen"  einzuschalten:  „oder  Spalten". 
„       4  von  oben  lies  „Vierseit"  statt  „Viereck". 

„  19  von   unten  ist  vor  dem  Gleichheitszeichen  die   scharfe  Klammer  zu 

schließen. 

„  17  von  unten  lies  p  statt  p. 

„  14     „        „       lies  „Werte"  statt  „Worte". 

„  14     „        „       lies  ,, ausgehen  den"  statt  „aus  gehenden". 
„       2  von  oben  lies  a^  statt  a^^. 

„  13  von  unten  lies  —  sin  to  g  statt  sin  vo  g. 

„  12     „        „     fehlt  hinter  [t^j  das  Gleicheitszeichen. 


360  ist  im  Namenregister  einzuschalten:  Mehrake  17  und  Müller,  E.,  7,  8,  23. 


Verbesserungen  zum  vorliegenden  ersten  Teile  des  zweiten  Bandes. 

Seite  33  Zeile  14  und  15  von  oben  lies  unter  der  Wurzel  sin  f  statt  sin  Je. 
„    176      „      11  von  oben  lies  C/jr.  v.  Staudt  statt  K.  v.  Staudt. 


QA 
T.l 


Grassmann,   Hermann  Ernst 

Projektive  Geometrie 
der  Ebene  unter  Benutziing 
der  Punktrechnung  dargestellt 


Physical  & 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 


UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


